
常败分方程在微 W 分疵念出现妇即已 出现. 发谀初期班对 ft 体的常微分//枴希诏函数丧示其解， 

于••求通解-时代 ■> 早期的常微分方程的求 I ?热潮被 刘推 .尔 ut 明租 ns 方程不般 上柯西初 in 
问题的梅出.常》分方程从••求通解”转向“求定 IT 时代…… / 


高等教育 I 



Guidance Series for Mathematics Majors 
数学类专业学习辅导丛书 

朱思铭编 

























設深 繼制 

数学类专业学习辅导丛书 


常微分方程学习辅导 
与习题解笞 

铭编 


高等教育出版社 


图书在版编目 （ CIP ) 数据 

常微分方程学习辅导与习题解答/朱思铭编.一 北京： 

高等教育出版社， 2009.1 
ISBN 978-7 -04 -024865 -4 

I .常… n. 朱… in. 常微分方程-高等学校-教 
学参考资料 IV . 0175. 1 

中国版本图书馆 CIP 数据核字 (2008) 第193778号 

策划编 辑李蕊 责任编辑 李华英 封面设 计赵阳 
责任绘 图朱静 版式设计 王艳红 责任校 对殷然 
责任印制 陈伟光 


出版发行高等教育出版社 购书热线 

社 址北京市西城区德外大街4号免费咨询 
邮政编码100120 网 址 

总 机 010 - 58581000 

网上订购 

经 销蓝色畅想图书发行有限公司 

印 刷北京市白帆印务有限公司 畅想教育 

开 本 850 x 1168 1/32 版 次 

印 张 23.375 印 次 

字 数600 000 定 价 


010-58581118 
800 - 810 - 0598 

http：//www. hep. edu.cn 
http -y /www. hep. cwn.cn 
http : // www. landraco. coti 
http：//www. landraco. ctmcn 
http：//www. widedu. com 

2009 年 1 月第 1 版 
2009 年 1 月第 1 次印刷 
36. 10元 


本书如有缺页、倒页、脱页等质量问题,请到所购图书销售部门联系调换。 

版权所有侵权必究 
物料号 24865 - 00 








前 m 


本书是常微分方程的教学参考书，为学习或讲授《常微分方 
程（第三 版）》 的师生补充教材以外的参考资料，并提供各种常微 
分方程模型，供常微分方程应用者和准备参加数学建模竞赛者 
参考。 

早在联系修订《常微分方程（第三版）》时，高等教育出版社李 
蕊编辑就和我联系编写《常微分方程学习辅导与习题 解答》 一书， 
并曾寄来有关资料。修订完 《常微 分方程（第三版）>后，便趁着刚 
退休，已没有博士、硕士生教学任务的空闲时段开始编写了。因王 
寿松教授有学校督导工作，原约好和李艳会博士共同编写，因她熟 
悉计算机软件。后来她有更为迫切的任务，只好自己独立编写。 
经过一年多，终于在公式、符号和文字频繁转换的电脑输入的时间 
流逝中完成了。 

希望这本常微分方程的学习、教学参考书能适合各种类型学 
生、教师的 需要： 对初学者给出学习要点或解题指导、测试练习及 
习题 解答； 对程度较高的学生可以作排疑解惑与补充 提高； 对讲课 
教师则介绍补充例题、考题及发展 历史； 同时对考研及参加数学建 
模竞赛的学生亦有所 帮助； 专注于常微分方程的实际应用及计算 
机具体应用于常微分方程的读者也能从中获益。 

针对学生学习和教师备课的不同层次，书中将结合《常微分 
方程（第三 版）》 的各章，分成“内容提要”、“学习辅导”、“补充提 
高”和“习题与习题解答”四个部分。第二部分“学习辅导”适合初 
学者； 第三部分“补充提高”供较深入学习之用。 

在“补充提高”中与其他辅导书不同的是，增加了 “应用实例” 
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和“历史与人物”两部分。常微分方程模型是数学模型的重要组 
成部分，有大量的常微分方程应用，而原教材无法深入涉及，这里 
将在“应用实例”中作较充分阐述，介绍实际应用的各种常微分方 
程模型。既可窥见常微分方程的应用全貌，也可供常微分方程应 
用者和参加大学生、研究生数学建模竞赛者参考。 

常微分方程是微积分的有机组成部分，数学史上伟大数学家 
都在常微分方程发展史上留下印记。“历史与人物”让我们了解 
常微分方程和某些数学思想的发展历史及相关杰出人物的成就， 
并感受数学的丰富多彩。 

在“习题与习题解答”中则有本书中给出的测试练习和补充 
习题的解答以及《常微分方程（第三 版）》 中全部习题的解答，有些 
还给出了多种解法。如何既给出习题解答又要避免学生抄袭是一 
个不易解决的问题，我们不采用习题选解的办法，而给出全部习题 
的解答。但除部分详细解答作为范例外，相当部分采用提示或略 
解，只给出关键部分，中间过程需要自己推导、补充和说明。这既 
避免被抄袭，又节省篇幅。 

除按原教材各章内容依顺序编写以方便学习、教学外，还根据 
需要编写了 “期中、期末及硕士研究生入学试题”和“数学软件在 
常微分方程中的应用”两章。在后一章中讨论了常微分方程的计 
算机辅助分析，并按使用 Mathematica 、 MATLAB 、 Maple 和 SCILAB 
软件分别给出某些常微分方程例题及习题的有关程序。这是对原 
教材附录 II 的补充。特别推荐读者使用新介绍的科学计算自由软 
件 SCILAB ，包括其较有特色的 SCILAB Demos 0 

最后，在附录中列出科学计算自由软件 SCILAB 的使用和绘 
制轨线图貌的 改进； 解题和建模常用的部分公式，包括函数、微分、 
积分公式。并对各聿排疑解惑、应用例题、历史与人物和软件程序 
的细目给出索引，以方便查阅。 

本书的编写曾参考了众多的常微分方程教材、参考书及习题 
集与习题解答，特别是李尚廉编、王高雄校订的油印本《常微分方 
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程习题课参考资料》 （ 1983 年）。同时在“期中、期末及硕士研究 
生入学试题”中引用了大董中山大学常微分方程的有关试题。容 
志新、李艳会参加了第十章和附录 I 的编写。武汉大学博士生导 
师曾宪武教授和高等教育出版社的同志详细审阅了本书。我的巳 
毕业的博士研究生们还分工校阅了初稿。审阅和校阅者们提出了 
大量修改意见，改正了错漏。在这里，对支持本书出版的有关同志 
特别是武汉大学的曾宪武教授、中山大学的王寿松、王其如、赵育 
林、姜正禄教授及高等教育出版社的编辑表示衷心的感谢！ 

本书希望能对常微分方程和数学模型的学习、教学及应用有 
所帮助。因编写较仓促，错漏之处在所难免，望广大读者提出宝贵 
意见。 


朱思铭 

中山大学康乐园 
2008年6月 
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使用说明 


1.本书前八章与原教材七章及附录 1( 边值问题）的内容对 
应。后两章为试题和软件。附录为学习时供查阅的资料。 

2 -前八章每章分为“内容提要”、“学习辅导”、“补充提高”和 
‘‘习题与习题解答”四个部分。“内容提要”给出了必须掌握的概 
念、定理和公式。 

3. “学习辅导”供初学者、自学者或复习者使用，内含学习要 
点或解题指导、例题选讲、测试练习。解题指导列出解题时应考虑 
的思路；例题选讲为原教材的 补充； 测试练习作为学习后的自我测 
验，往往不必全解。 

4. “补充提高”供学生深入学习或教学者参考，含补充习题、 
排疑解惑、应用实例和历史与人物。“补充习题”既含测试练习中 
未要求全解的习题，也补充了较难或书中未涉及的方法的习题； 
“排疑解惑”解答了学习时可能的疑惑并对有关内容作了补充，包 
括书中未涉及的新 方法； “应用 实例” 包含应用习题和应用模型， 
模型仅作指导性 描述； “历史与人物，，供读者了解常微分方程的历 
史发展及相关的历史人物，并介绍了一些近代典故。 

5. “习题与习题解答”含本章中给出的测试练习和补充习题 
的解答及《常微分方程（第三 版）》 中全部习题的解答。对 《常微 分 
方程（第三版）>中同步习题附上题目。解答中有些还给出多种方 
法和注释。除部分详细解答外，往往省略部分中间推导过程，具体 
解答时由学习者补全。 

6. 第九章“期中、期末及硕士研究生入学试题”给出了几套常 
微分方程期中、期末试题和硕士研究生入学考试的试题及其解答。 
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其中半套题是指常微分方程不作为专科而作为综合考试的一部分 
和其他科目合考的题目，其考试时间和分数约占一半。除完整的 
试题作套题、半套题外还选列了各院校出的较好的常微分方程试 
题作为散题，并附以解答。 

7- 第十章“数学软件在常微分方程中的应用”含常微分方程的 
计算机辅助分析论述和 Mathematica 、 MATLAB 、 Maple 和 SCILAB 软 
件程序两部分。其常微分方程例题及习题的各软件程序基本不 
重复。 

8. 附录中则列出科学计算自由软件 SCILAB 的使用和绘制轨 
线图貌的改进及解题和建模常用的部分函数、微分、积分公式。并 
有各章排疑解惑、应用例题和历史与人物的细目索引供查阅。 

9. 书中引用本书部分时直接用章节号 标明； 引用教材《常微 
分方程（第三版）>时则用“书”及章 节号； 引用参考文献时只列明 
“文”与参考文献编号及章节号，均用数字表示。对某些较难的或 
较特别的（如应用模型或软件等）用星号“ 标注。 

10. 书中例题、测试题及补充题多取自众多参考文献，如 
[文1]~[文 8] 及[文26]，而历史与人物中的材料则多取自 
[文 36] ~ [文 38] 及[文 17], 均不一一列注。 
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第一章绪 论 


§1.1 内容提要 

§1.1.1 常微分方程模型 

(1) IfLC 电路包含电阻/?、电感 L 、 电容 C 及电源的电路称 
为 RLC 电路.电流/经过电阻/?、电感 L 、 电容 C 的电压降分别为 

价/¥和|，(>为电量，£^(0为电源电压，/ = $. 应用基尔霍 

夫 （ Kirchhoff ) 第二定律（在闭合回路中，所有支路上的电压的代 
数和等于零）可列出 RLC 电路的微分 方程： 

dt L L ' 
dV + R _ 6 J J _ = 1 de(Q 
d 7 T dt + LC = T dt ’ 

初值条件为 /( f 0 ) = / 0 ( 二阶方程增加 /'(fj =0). 

(2) 数学摆数学摆是系于一根长度为 Z 的线上而质量为 ； n 
的质点似，在重力的作用下，它在垂直于地面的平面上沿圆周运 

动•摆与铅垂线所成的角为 p ， M 沿圆周的切向速度为 t ；,*； = !帑. 

摆的运动方程为 

+ + s — = o. 

微小振动（史较小时，可用 p 代替 sin 史）： 



i + 子， = 0 . 

存在阻力时（阻力系数为 At ): 

dr m dt l 


有强迫力 f ( o 时： 




摆的初始 状态： 

当 t = 0时，史= < p 。， 空= ( o 0 , 

Vo 代表摆的初始位置代表摆的初始角速度. 

(3) 人口模型马尔萨斯 （ Malthus ) 模型 ：基本 假设是，在人 
口自然增长的过程中，净相对增长率（单位时间内人口的净增长 
数与人口总数 5(0 之比）是常数，记此常数为 I •(生命系数） 


logistic 模型： 荷兰生物学家 Verhulst 引人常数(环境最大 
容纳量）表示自然资源和环境条件所能容纳的最大人口数，并假 

设净相对增长率为1 - D ， 即净相对增长率随 w (0 的增加而 

减少，当叭0 — AL 时，净增长率 — 0. 

^ = r(l 
dt \ NJ 

初值条件为 t = f 。 时, 7 V (0 = 乂. 

(4) 传染病模型假设传染病传播期间其地区总人数 n 不 
变.开始时病人数为*。，在时刻 f 的健康人数为 y(t), 病人数为 
x ( t )， k 为传染系数. 

SI 模型: 易感染者 (Susceptible ) 和已感染者 （ Infective ) 模型， 
17 = kx ( n - » *( 0 ) = x 0 . 
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SIS 模型： 治愈率 为弘时 ，其平均传染期为 丄， 接触数 a = ±, 

/X fl 

= kjr(t)x(t) - fix(t) , x(0) = x 0 . 

SIR 模型： 病人治愈后不会再被感染，称为移出者 
( Removed ). 治愈率 /， 

I — = kxy - lx, *( 0 ) = x 0 , 

= ~ kx y ， r (°) = y 0 = n - x 0 . 

(5) 两生物种群生态模型 甲、乙两种群的数量分别记为 

x,y. 

沃尔泰拉 （ Volterra ) 模型： 分竞争、共生、捕食与被捕食等 
类型， 


= x(a + bx + cy ) , 

^ = y(d + ex +/ y ). 

—般两种群竞争 系统: M (*， y ) 与 N { x , y ) 为相对于 * 与 y 的 
增长率， 


;= M ( x , y ) x , 

f t = N(x,y)y. 

(6) 洛伦茨 （ Lorenz ) 方程 


= <*(y - x ) , 


dy 

df 


cx - y - xz 9 


dz 

d 7 


xy - bz . 
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气象学家洛伦茨由大气对流现象模型简化 ,a = 10,6 = y ,c = 28 

为参数.被称为混沌 （ chaos ) 现象第一例. 

*(7)化学动力学模型化学反应体系，内部包含三种化学成 
分 >4,5和*./1，8是反应物，*为中间产物，/1，义*分别代表/1类、衫 
类和$类的分子数. 

Schlogt 单分子化学动力学 模型： 体系的状态仅由单个 变量* 
来表征， 

= - k 3 x 3 + k 2 Ax 2 - k x x + k 0 B. 

双分子化学动力学模型 ：有两 个中间变量， 

半 = k.Ax - k 2 xy, 

Qt 

患 = k 2 xy - k 3 y. 

三分子化学动力学模型 ：开放 的体系中进行着一系列化学 
反应， 

= A - (B + l)x + x 2 y , 
dt 

^ = Bx - x 2 y. 
dt 

*(8) 力学系统中的常微分方程模型 有完整约束的力学系 

统，可以通过引进广义坐标 （ A ，^， …，^)解除约束，用一个拉格 

朗日函数 L ( q t 刻画系统，归结为拉格朗日 方程孚 一_ 

dt dq, 

^ =0.引进广义速度》= 用广义动量 p 代表 

扣‘ dq 

广义速度 v ，再通过拉格朗日变换=扣-便得到 

等价于拉格朗日方程的哈密顿正则方程 

. _ dH . _ dH 



§1.1.2 常微分方程基本概念 


微分方程联系自变量、未知函数及其导数的关系式. 
实值微分方程 自变量、未知函数均为实值的微分方程 • 

复值微分方程未知函数取复值或自变量、未知函数均取复 
值的微分方程. 

常微分方程 只有一个自变量的微分方程. 

偏微分方程有两个或两个以上自变量的微分方程. 

一阶微分方程微分方程中未知函数的导数仅为一阶. 
n 阶微分方程微分方程中未知函数的导数最高为《阶，一 
般形式为 

K •音°， ① 

n 阶线性微分方程 n 阶微分方程①的左端为 

dx dx 

的一次有理整式，一般形式为 

^ + «l(*) + + ^ + a n( X )y = /(*) ， ② 

其中 «,(*),••• , 0 .(*) J ( x ) 为* 的函数. 

非线性微分方程不是线性微分方程的微分方程. 

(显式）解使微分方程①变为恒等式的函数 y = (幻称 
为方程的解. 

隐式解若微分方程①的解 ; k =炉(*)由关系式 0 U ， y ) = 
0决定，称少 （*， y ) = 0为微分方程①的隐式解. 

通解 n 阶微分方程①的含有 n 个独立的任意积分常数 C| ， 
C 2, …， C » 的解 

y = ， c 2 ， … ， c„). 

隐式通解（通积分）由含有《个独立的任意积分常数 C ,， 
c 2, …， c n 的关系式少 (*， y ， C |， C 2 ，…， c „) = 0决定的 n 阶微分方程 
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①的解. 


定解条件 为确定微分方程的一个特定的解需附加的条件. 
定解问题求微分方程满足定解条件的解的问题. 

初值条件 n 阶微分方程①的初值条件为 

当 * = 时 ， y = y 。，^ = 

或写为 


y(* 0 ) 


= r 0 . 


dy (« 0 ) 

dx 


= ri' 


d " - l y “ o ) 
’ d *"' 1 ~ 




初值问题 当定解条件为初值条件时的定解问题. 

特解满足定解问题的解. 

积分曲线一阶微分方程 

^ =f(x,y) ③ 


的解 y = W *) 在平面上表示为一条曲线，称为微分方程③的 
积分曲线.曲线上的点的斜率#值为 /(*， y ). 

fix 


向置场 用一阶微分方程③的右端函数 /(*， y ) 在平面 
某区域 D 上定义过各点的小线段（线素）的斜率方向，称这样的区 
域/>为方程③所定义的向量场（方向场，线素场）.通过向量场可 
以判断微分方程的解的走向. 

等倾斜线 向量场中方向相同的曲线 /( u ) = A 称为等倾 
斜线或等斜线. 

微分方程组 n 阶微分方程 

z ⑷ = g (t ， z，，，...， 2 ( "- u ) 

可通过变换 

y\ = : ， y 2 = /，".,，•= 2 ( " _|) 

化为一阶方程组 

告 =/(“ 氕， … ， yj ， i = l ， 2，..-，n 
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或写成向量形式 


卜心) ， 

其中少 e C R ". 

驻定微分方程组右端不含自变量 i 的微分方程组 

$=/(，)• ④ 

动力系统 对 n 维空间某区域 Z ) C R "， D 到 D 的含参数 f 的 
同胚映射（变换 ）0, 00,如满足恒同性 0 o ( y ) = y 和可加性 
0, i + , 2 ( jO =少‘,（少, 2 (，）)=少, 2 (少, ,（ j )) ，则称映射为 D 上 
的动力系统. 

微分方程所定义的动力系统由驻定微分方程组过 e DC 
R " 的解 <p{t,y) 可定义动力系统 0,(y) = ，称为微分方程 

所定义的动力系统. 

相空间不含自变量，仅由未知函数组成的空间. 

轨线微分方程的解在相空间中的轨迹，即积分曲线在相空 
间中的投影•驻定微分方程的解在相空间中的轨线互不相交. 

奇点（平衡解、驻定解）驻定微分方程组④右端函数/(夕） 
的满足 /( J 0 =0的解 _y •称为方程组的平衡解或驻定解，是方 
程组在相空间中的奇点. 

水平、垂直等倾斜线平面一阶驻定微分方程组 

莹 =/(〜)， 

ft = 客 ㈣ 


等价于一阶微分方程 

在相平面0巧上的等倾斜线 g (*, y ) = kf ( x ， y ) 中 k =0即客(*，；)0 
= 0时的曲线为水平等倾斜线= * 即 /(*， y ) =0时的曲线为 
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垂直等倾斜线.水平、垂直等倾斜线的交点为奇点. 
雅可比矩阵 》个变元 ',*2 ，…， X ,的 m 个函数 
y ； =/(*!.* 2 .•••»*„)* * = l ， 2，...，m 
的雅可比矩阵定义为 


g (y. ， y 2 , … ， y m ) 

D{,x x ，* 2 ,…， *•) 


雅可比行列式 n 个变元的 n 个函数的雅可比矩阵对应的行 
列式. 

函数相关、函数无关 设函数氕，…， * J(i = 1， 
2, …， m) 及其一阶偏导数在某区域 Z) C R " 上连续.如果在 D 内/,, 
h ， …， f m 中的一个函数能表成其余函数的函数，则称它们函数相 
关; 如果它们在^内任何点的邻域均不是函数相关，则称它们函数 
无关.如果雅可比矩阵在 D 内任何点的秩均小于 m ， 则 /,，，，•••，/„ 
函数 相关; 如果其秩均等于 ，… ，人 函数无关. 当 ； I = m 
时雅可比行列式不等于零则函数无关. 

§1.2 学习辅导 


§1.2.1 学习要点 

(1) 熟悉微分方程的类型，包括阶数、线性或非线性、高阶方 
程或方程组、齐次或非齐次、驻定或非驻定、通解与特解. 

(2) 学会验证微分方程的解.要熟悉各种函数特别是三角函 
数、指数函数的微分. 

(3) 了解如何应用物理、力学知识建立微分方程. 

(4) 能够应用斜率、切线定义建立满足条件的曲线的微分 
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方程. 


(5) 对一阶微分方程 g = f ( x , y ) 能够在 Oiy 平面区域内网 

格点上画出微分方程的向量场（方向场），可以通过等倾斜线 
f ( x , y ) = A 画出积分曲线的图貌（大致走向）.如果存在且容易计 
算时能够计算微分方程的特殊解、确定积分曲线的极值点和拐点. 

§1.2.2 例题选讲 

例1 验证函数 y = * - 〆 是微分方程/ - y = 1 - * 的解. 
解将函数 y 代人微分方程 /-y = 1 左端，得 

(x - e x )' - (x - e x ) =1 即函数 y = x - e x 使微分方程 / - 
y = 1 成为恒等式，故是微分方程的解. 

例2 试从 y = Ce ” 中消去常数 C ，建立微分方程. 

解要消去一个常数 c ，需要含 C 的两个方程.将 y = Ce i 对 
x 微分，得 〆 = - ce ~ x . 于是可消去 c : 〆 = - ce _ * = - y ， 即/ + y = 
0,此即为所求的不含常数 c 的关系式——微分方程. 

例3 建立曲线切点斜率等于切线横截距的曲线的微分方程 
(设斜率不为零）. 

解曲线切点 （*， y ) 处斜率为#，切线方程为 


其中 U ，10 为切线上的点.因此当$ # 0时曲线上的点 （*, y ) 的 
切线横截距为 x = x ~ y / 依题意曲线的微分方程为 g = * - 
vs ， 即 
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例 4 试画出微分方程 g =； r - y 2 在区域[0,丨] x [- l ，3] 上 
的积分曲线的图貌. 

解由方程右端可解得两个常数解7=0,7 = 1.当7>1时 

^ <0，; k 减小; 当0 <y < 1时裝 >0， y 增加; 当 y <0时裝 < 0, 

y 减小•在区域 [ 0 , 1 ] x [- 1 , 3 ] 上可在网格点上画出微分方程的 
切线方向段得到方程的向量场，并在其上画岀特殊积分曲线7 = 
0 ,y = HO ^ x ^ l ) 及一般积分曲线的图貌.如图 1. 1所示. 



图 1.1 / = y 图貌 


例5 试用数学软件画出例4的向量场. 

解 见图1.2,程序参看第十章[§10.2, §10.3, §10. 4 , §10.5]. 
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图 1.2 计算机软件画向董场 




§1.2.3 测试练习 


1. 试判断下列微分方程的自变量、因变量及其类型，包括阶 
数、线性或非线性、一阶或高阶、方程或方程组、齐次或非齐次、驻 
定或非驻定. 


(1) 

dy 

di 

= 7 y - 3; 


(2) 

d 2 r 
dy 2 

( dr \ 2 

” U) 

= : 

(3) 

d 3 x 

d 2 x 

dx 

dy 3 

+ y d7 + 

Ty 

(4) 

dx 

di 

= 3 + x + 

y 2 y 


= sin y ； 



2. 验证或确定下列函数是否是相应微分方程的解，并确定解 
的区间. 

( 1 ) = 2e~* + te' 1 9 x n + 2x r + 欠 = 0; 

(2) y(x) = (* + c ) 2 及 y(») = 0 ， y’ 2 - 4y =0; 

(3) y(x) = + 2xy 2 = 0. 

A ； - 1 


3. 熟悉下列常用的函数的导数. 

CyX^x^ ,ln x , log a a;, sin x 9 cos x y 

tan x，cot x 9 arcsin x,arccos arctan x 9 arccot x. 


§1.3 补充提高 


§1.3.1 补充习题 

1. 验证或确定下列函数是否是相应微分方程的解. 

( 1 ) y = In x ,xy" + y' = 0; 

(2) y = e" 1 - 2y n - 4y r + 8y = 0. 
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2. 试从下列方程消去参数使之成为微分方程. 

( 1 ) y = mx ； 

(2) y - asin ({ + b ) ； 

(3) y = acos ax + 6 sin a*(a 为固定常数）； 

(4) y — oe 3 * + be x + c ； 

(5) xy + x 3 y 5 = c ； 

(6) (x - a ) 2 + (y - b ) 2 - r 2 . 

3. 建立其轴与 y 轴平行，同时又与 : r = 0 ,y = * 两直线相切的 
抛物线的微分方程. 

4. 对下列方程画出等倾斜线，以从图上了解方程的解. 

( 1 ) y’ = 1 + xy ； 

(2) y { y ' + 衣 ） = 1. 

§1.3.2 排疑解惑 

(1) 常微分方程的来源 常微分方程一般来自三个方面 ，一 
是几何问题，二是物理、生物、社会等实际问题，三是从含有变量和 
任意常数的多个基本的（代数）关系式推出，这实质上也是几何 
(曲线族）问题，关系式又称为原始式或积分式，消去《个（独立） 
常数一般变成 n 阶微分方程，参见 [§1.3.1 -2]. 

(2) 常微分方程的基础 常微分方程是从微积分中自然发 
展起来的，有了微分才能提出微分方程，而通过积分求解微分方 
程. 因此，常微分方程的基础是微积分，学习常微分方程首先要熟 
悉各类函数的微分和积分. 

(3) 常微分方程对其他学科的影响微分方程（包括常微分 
方程）首先是了解物理科学的基础，因物理规律往往用微分方程 
表示. 微分方程是高等分析中大部分思想和理论的根源，由解 
(常）微分方程引出了幂级数、傅里叶变换、特殊函数、复分析、勒 
贝格积分、度量空间、算子理论、泛函分 析等. 由常微分方程还逐渐 
发展出积分方程、泛函微分方程、随机微分方程、时标微分方程、分 
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数微分方程等新分支.经典力学、控制理论、人口理论、电路网络理 
论和种群生态学等也是以常微分方程为基础发展起来的.“微分 
方程是自然科学数学观的基础”、“常微分方程理论是数学科学的 
基本工具之一”（见[文 22]). 

(4) 常微分方程与动力系统 动力系统开始是作为常微分 
方程的一个分支发展起来的，是常微分方程的推广.因动力系统的 
定义对象更为广泛，且可运用拓扑、泛函、复分析等各种工具，后来 
得到更迅速的发展.现在，往往反过来，将常微分方程作为动力系 
统的一个分支，把常微分方程作为动力系统的 一种： 由常微分方程 
定义的动力系统. 

(5) 数学模型常微分方程模型是数学模型中不可或缺的、 
重要的一个分支.作为数学模型，需要讨论模型的建立、参数的确 
定、模型的求解和讨论以及模型的推广.常微分方程教程主要考虑 
常微分方程的求解和 分析； 模型的建立涉及与实际问题有关的物 
理、生物等学科 知识； 参数的确定往往与数据处理 有关； 模型的讨 
论和推广则由实际问题决定.虽然，对常微分方程模型，常微分方 
程的求解和分析是关键，但要结合实际问题综合 考虑. 另一方面， 
学习常微分方程模型时除了了解模型的建立外还要同时学习常微 
分方程的解题、分析方法，以便能举一反三，不要纠缠在细枝末 
节中. 

(6) 常微分方程与计算机 计算机在常微分方程的发展中 
曾起过重要作用，如在 [§6.3.4 - (8)、（10)]中所述，洛伦茨吸 
引子的发现便是通过计算机数值模拟发现的，日本吸引子也应用 
了模拟计算机.孤立子虽然早已发现，但只在1965年通过计算机 
数值模拟等离子体的非线性作用时再次发现才开始重视，并取得 
重大成果，从而掀起研究热潮.计算机强大的数值模拟和数据可视 
化功能使计算机在常微分方程的研究、学习中起着越来越大的 
作用. 

可以使用已成熟的通用的计算机数学软件研究、学习常微分 
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方程•如在[书附录 II ] 中介绍的三种数学软件 Mathematica 、 
MATLAB 、 Maple ， 或在 [§10.5 及附录 I ]中介绍的科学计算自由 
软件 SCILAB ， 以及其他较为简易的数学软件如 MathCAD 等. 上述 
数学软件同样可在常微分方程教学时 应用. 专用的常微分方程模 
型仿真软件商品化的有 DYNAMO , 它是以水流为假设对象，提供 
流量、流速、水库等各种函数，可直接由实际关系建立模型，由系统 
软件编译为常微分方程 求解. DYNAMO 适合未学过常微分方程的 
人 使用. 在网上也有人发布有关常微分方程数值求解、定性分析等 
—些专用软件，但未普及. 

(7) 常微分方程的学习有些人认为“常微分方程这一学科 
(只） 是求解的技巧和提示的汇集，并说它之所以重要是因为它能 
解决物理学、工程学等方面的问题•”实际上，常微分方程这一学 
科是统一、完整而连贯的，当代数学大师、菲尔兹数学奖获得者斯 
梅尔 （ S . Smale ) 和 V _ I . Arnold 都出版过用现代观点阐述的常微分 
方程教材（见[文21，22]) • 斯梅尔认为“常微分方程对其他学科 
领域的重要性在于它能启发、统一并推动这些学科领域”，而且 
“了解微分方程与其他学科之间是如何联系的，对于学生及数学 
工作者来说，是获得洞察和启示的一种主要源泉”（见[文21序 
言]) .这些，正是我们学习常微分方程应该遵循的方法.除了学习 
常微分方程基本理论，掌握求解技巧，学习如何建立模型、解决实 
际问题外，还要体会常微分方程如何启发、统一并推动其他学科领 
域（见 [§1.3.2 - (3)])，了解微分方程与其他学科之间是如何 
联系. 从而得到启示，提高洞 察力. 在本书的历史与人物中，还介绍 
了常微分方程的一些近代发展花絮，如 [§6.3.4 - (7)、 （8)、 
(9) 、（10) ] ，让我们了解科学概念、历史是如何发现、发展的. 

§1.3.3 应用实例 

(1) 几何图形构成的微分方程平面曲线上点的切线的斜 
率可用导数表示，从而可从曲线切线关系中建立微分方程 • 
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在直角坐标系 （*， y ) 中，曲线 y = y ( x ) 上任意点 （*， y ), 如图 



图 1.3 直角坐标系 


点 U，y) 的切线斜率为/，切线 方程： 

Y - y = y'iX - x ) ； 

点 U，y ) 的法线斜率为-法线 方程： y-y -x) ; 

y y 

切线投影 7W: f ;法线投影 Myv : | y /| ; 

切线在 * 轴和； K 轴上的截距 ：* -4，y -*/； 

y 

法线在 * 轴和 y 轴上的 截距： * +yy , ,y +4； 

y 

切线长 P7 7 : I yi + y' 2 ； 

法线长 pyv: I y i yrTT 71- ； 

曲线的弧长： ds = y ( d *) 2 + ( dy ) 2 = yi + y' 2 , 

dx 

5 = J -/l + y f2 dx ； 

曲率 半径: /? = ^- + y ,2)3/2 ； 

面积要素: yd* 和 xdy. 
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在极坐标系（/ '，没） 中 （》 = rcos 6 ,y = rsin 0 ) ，曲线 r = r (0) 上 
任意点（/ "，0) ，如图 1. 4. 




动径与向极轴方向引出的切线夹角 a : 

, de 

tan a = r 

曲线的弧长 ： ds = y ( dr ) 2 + r 2 ( dd ) 2 ; 

面积 要素: 

极点至切线的垂直线长：丨；^«| =， 2 孕 ； 

极切线投影 0 r : | rt ana | = r 2 孕； 

dr 

极法线投影 0/v:| rcota |= 盖|. 

等角 曲线: 一曲线 A ： 与某曲线族中各曲线相交成一角度 a 时， 
称尺为此曲线族的等角曲线，或(*等角曲线 . a 等角曲线 7 = y ( x ) 
上各点 （* ，: T ) 的斜率为/ = tan 0时，对应曲线族曲线斜率为 
tan (^- a ). 原曲线族曲线方程为 /(*， y ，/) = 0时等角曲线尺的 

方程为/卜， y ， f ’+ y t a :二 ) =0，当正交即 a =子时为 
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f ( Xj y , - ★) = (> .对于极坐标方程 g ( r ， 0 ， 盖卜 


( r ^ + r 2 tan ^ 


( 2、 

以 ， d 

= 0,当正交时为 客 


r ~ie tand j 


dr 


0 , K 的方程为 

= 0. 如图 1.5. 



(2) 物理现象产生的微分方程 物理现象往往用微分方程 
描述•如牛顿运动定律中的速度、加速度和力的 平衡； 热力学中的 
热量 变化； 结构理论中梁的 弯曲； 流体中的流速与流量 变化； 电路 
网络的平衡等.微分方程理论，包括常微分方程和偏微分方程理 
论，是在解决物理现象中开始建立和发展的.各种各样的物理问题 
给出的应用模型是常微分方程应用的最大源泉. 

(3) 经典力学常微分方程直接应用于力学特别是动力学、 
分析力学、经典力学中.在[书 §1.1 例 8] 中已指出一系列重要的 
力学问题，如刚体动力学问题可以化为牛顿运动（常微分）方程求 
解； 通过引入广义坐标和拉格朗日函数，可以将小振动和冲击运动 
问题化为二阶常微分拉格朗日方 程组； 更一般的力学问题则可以 
利用哈密顿函数化为特殊形状的常微分方程组（哈密顿方程）研 
究.在[书 §1.1 -例2, §4.2.4] 及 [§4.3.3 - (3)、（4)， 
§8.3.3 - (2) ~(5)]给出了数学摆、质点振动、倒置摆、梁和弦 
等例子•在 [§2.3.3 - (1), §4.3.3 - (1)、（2)， §8.3.3 - (1)] 
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讨论了降落伞和小船的运动速度与位置及追赶轨迹、悬链线与导 
弹跟踪•关于力学运动方程的还有 [§5.3.3 - (1),(7)] 炮弹和 
飞机的运动.关于质点动力学及二体、三体问题的讨论见[书 
§4.3.3] 及 [§5.3.3 - (5) ， §4.3.3 - (6) 、⑺] .在 [§5.3.3 - 
(6)] 则介绍了刚体运动与陀螺仪.这些都是常微分方程在力学问 
题特别是经典力学中的应用. 

(4) 化学动力学 在[书 §1.1 -例 7] 中给出了分子反应的 
化学动力学模型，包括单分子、双分子及三分子的化学动力学模型 
例子.单分子模型右端是多项式，可直接积分 求解； 双分子模型和 
传染病 SIR 模型、两种群竞争模型一样，可以分离变量求解，见[书 
§2.1 -例 2]; 而三分子模型，在[书 §6.4.2] 中详细分析了存在 
(唯 一） 和不存在极限环的条件•在 [§6.3.3 - (10)] 中还给出从 
化学反应岀现混沌的例子.分子化学动力学是常微分方程的用武 
之地，可参看[文12 §2.10]. 

(5) 控制系统 通过反馈机构控制组成的控制系统通常可 
用常微分方程描述其机构的运动.如下列非线性常微分方程组表 
示了一类控制系统的运动 

+ ( p ( o -) b , 

^ = ( p ( a -) ,cr = e T x - 

其中^是/1维向量，表示控制系统的某种状态，称为状态变 量/是 
辅助（控制） 变量; tr 为反馈 信号； 常量 y 和向量6/是控制 参数； 
函数 Wo *) 为控制机构，一般具非线性特征 ：连续 , p (0) = 0, 

( T ( p (( r ) >0(<7#0时）， j " ( p (( T ) d(r —► oo . 

当 y _ 0时称为间接控制系统.当 y = 0时方程组化为 
@ = Ax + ( p ( e T x ) b , 

称为直接控制系统.在 [§6.3.3-(4)] 中将对非线性控制系统进 
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行 稳定性分析. 

(6) 社会科学 常微分方程同样在社会科学中得到广泛应 
用.首先是人口的增长研究，提出了马尔萨斯模型，后来又有更复 
杂的 logistic 模型（[书 §1.1 例 3]) 和人口发展方程 （[§7.3.3 - 

(1) ])，探讨性别、年龄、环境等的影响，形成了所谓人口学.还有 
综合国力与经济调整模型 （[§6.3.3 - (1)])、交通流 （[§7.3.3 - 

(2) ]) 和技术革新的推广速度模型 （[§3.3.3 - (5)]). 经济管 
理中的经济增长模型和供求关系的价格均衡模型 （[§6.3.3 - 
(5)]). 金融市场中的股票价值、期权定价研究则要用到随机微分 
方程. 

(7) 生命科学 常微分方程也在迅速发展的生命科学中取 
得一席之地.生态数学、人口学、细胞学、传染病传播、脑神经活动 
等中均有大量的常微分方程模型，成为常微分方程的应用天地.参 
见[书 §1.1 例3、例4、例 5] 及[ §2.3.3 - (6) ， §5.3.3 - (2) 、 

(3) ， §6.3.3 - (3)、(4)、(6)、(7)、（8)]等. 

§1.3.4 历史与人物 

(1) 简史（常微分方程）常微分方程是伴随着17世纪微积 
分的发展而兴 起的. 牛顿在发明微积分的时候就已应用微分方程 
解决行星运动问题 （[§4.3.3 - (6)]). 但至1693年惠更斯 
( Huygens ) 才明确说到微分方程（[文 38(2) §2〗. 1] ) •有几类物 
理问题促进了微分方程的研究.一是中世纪建宏伟教堂需处理的 
弹性问题，如梁的变形、弹簧的恢复力、弦的振动等.二是摆问题， 
它联系着地球的形状和引力的平方反比律的 验证. 牛顿通过不同 
地点的摆周期的变化推断地球的形状.知道地球形状，加上重力加 
速度，可査对引力 规律. 三是主导18世纪物理研究领域的天文学， 
它与月球运动及大海航行中船的定位 有关. 牛顿用微分方程讨论 
了二体和三体问题及日食和月食的 预报. 通过数学家们的通信，提 
岀了各种微分方程的求解方法并解决了摆线、悬链线、追线以及弦 
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的振动、奇解等问题.这里，杰出的数学家如牛顿、欧拉、伯努利家 
族、拉格朗日、高斯、里卡蒂等均参与常微分方程的研究.在18世 
纪，数学家用初等函数求常微分方程的解，探索常微分方程的一般 
积分方法.直至1775年，其求解的巨大努力失败后，便转向用无穷 
级数求解，并满足于用一个没有积出的积分来表示解，称为特殊函 
数或高级超越函数 . 19世纪，研究出各种各样的特殊函数类，包括 
从偏微分方程通过变量分离而得到的常微分方程的积分 • 数学物 
理中偏微分方程问题往往包含一些边界条件，而引出常微分方程 
的特征值和特征向量问题，从而出现施图姆-刘维尔 理论. 因大 
多数常微分方程无法求解，必须研究解的存在性、唯一性以及近似 
解、数值解，并引出线性微分方程解的性质的研究.复线性微分方 
程还引出了包括楠圆函数的自守函数 理论. 特殊函数对应的二阶 
微分方程会出现奇异的系数，从而发展出奇点理论•因《体问题不 
可能明显解出， Hill 转向研究月球近地点的周期运动•从而刺激了 
庞加莱对行星轨道稳定性的研究.于19世纪末，庞加莱建立了近 
代常微分方程定性理论•与此同时，俄国李雅普诺夫也从力学角度 
建立了稳定性理论.伯克霍夫又从定性理论中引出动力系统 理论. 
定性、稳定性和动力系统理论是20世纪常微分方程的三大发展 
方向. 

(2) 牛顿 （ I . Newton ,1642—1727) 以万有引力定律的发现 
举世闻名.生于英国农家.在剑桥大学求学，22岁至24岁发现负数 
和分数的二项式级数、微分和积分、万有引力定律、日光光谱等，以 
致他的老师巴罗 （ I . Barrow ) 于1669年辞去教授职位让位给他•牛 
顿对发表文章没有兴趣，且只把数学作为研究工具 .1687 年发表 
了《自然哲学的数学原理》被认为是自然科学的里程碑，书中奠定 
了理论力学及流体力学的基本 原理; 用数学分析了波动 现象; 从引 
力推出开普勒 定律； 建立了潮汐理论.1704年发表了《光学》.1690 
年离开剑桥赴伦敦任造币厂主任（后为厂长）.牛顿终身未婚，晚 
年沉迷于神学，被认为是一个献身的、孤寂的、富于直观能力的神 
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秘主义者. 

(3) 欧拉 （ L . Euler , 1707—1783) 瑞士人，是近世三大数学 
家之 一（ 另两位是高斯、黎曼）.毕业于巴塞耳 （ Basel ) 大学.作为 
柏林科学院院士、彼得堡科学院院士，一生主要在这两地度过.最 
后 17 年间完全失明，仍通过口授撰写众多论文.其全集完全印出 
约一百卷以上.他总结前人发现并充满自己见解地写出了 《无穷 
分析引论》 （1748)、 《微分法》 （1755) 、< 积分法 >(1768—1794) 三 
大经典著作.书中创造了一批标准数学记号 nUog 。*,， = 
cos 6 + isin 0等.他是运用无穷级数、无穷乘积、连分数的大师. 
对微分方程提出了许多重要思想 ：各种 降阶法、积分因子（常叫欧 
拉常数）法、二阶线性方程理论、幂级数解法及变分法等.在欧拉 
的时代还不分纯粹数学和应用数学，对他来说，整个物理世界正是 
其分析方法的用武之地.古典力学的基础是牛顿奠定的，而欧拉则 
是主要建筑师. 

(4) 高斯 （ C . F . Gauss ，1777—1855) 德国人，是最伟大的数 
学家.很小就表现出对数学的非凡才能，15岁就被当地公爵送到 
学院学习，后去哥廷根大学学习.很早就发现了质数定理、最小二 
乘法和正态分布律.因来不及详述其发现，他只能用简短科学日记 
进行记录，1796—1814年间就有146项.如1796年3月30日记正 
17边形可作（用圆规直尺作 图）； 1795年发现了二次互反律.1789 
年完成的名著《算术论丛》是近世数论的开始.其博士论文 （1799) 
给出的代数基本定理是数学史上的里程碑.高斯后期转向繁重的 
应用数学工作，在欧洲天文学家寻找新星体失败后，高斯以无比的 
计算技巧重新发现了谷神星 （ Ceres ). 以至1807年被任命为天文 
学教授和格廷根新天文台台长.写出不少天文著作，最重要的是 
《天 体运动 理论》 ，书中处理摄动的方法导致海王星的发现 .1820 
年左右主持大地测量工作，奠定了一般曲面的内在微分几何理论. 
后期高斯还从事光学、地磁学等物理研究.高斯把纯数学当作消 
遣，1831年发表的四次剩余论文开创了代数数论方向.他还建立 



了位势论、近代矢量分析的散度定理、柯西积分定理，以及和微分 
方程有关的解析函数的泰勒展开式、超几何级数和椭圆函数等特 
殊函数及解析函数方面的工作.高斯像一个探险家，他说“给予我 
最大愉快的……是得出成就的过程”. 

(5) 黎曼 （ B . Ri emann ，1826 — 1866) 德国北部一个乡村牧 
师的儿子，是近世三大数学家之一，对20世纪数学有重大影响.曾 
在哥廷根大学读神学，后转数学.他跟随狄利克雷学习，并一生得 
其帮助.1855年高斯去世后狄利克雷接任教授职位，1859年狄利 
克雷去世又将教授职位传给黎曼.黎曼一生短促，论文相对较少， 
但却永远改变了分析、几何和数论的面貌.他提出了黎曼曲面、黎 
曼积分、黎曼几何等理论，并开创了实变函数论.他在数论方面的 
唯一著作关于质数分布的黎曼 （ 函数在纯数学的几个分支掀起了 
浪潮.其黎曼假设的猜想至今仍未破解.黎曼在微分方程方面有超 
几何函数和阿贝尔函数以及脱离显式表示约束的解析（复变）函 
数的一般理论. 

(6) 希尔伯特 （ D . Hilbert ，1862—1943) 德国数学家，是20 
世纪最伟大的数学家之 一. 他对数学有巨大和多方面的贡献.他典 
型的研究方式是直攻数学中的重大问题，开拓新的研究领域，并从 
中寻找带普遍性的 方法. 曾第一次给出完备的欧几里得几何公理 
系统，提出的证明论计划带动了 20世纪数学基础研究的发展. 
1900年他在巴黎第二届国际数学家大会上作了题为《数学问题》 
的著名 讲演. 提出了新世纪数学面临的23个问题.对这些问题的 
研究推动了 20世纪数学发展的进程.其中第16个问题中的下半部 
分是常微分方程的极限环的个数和相对位置，见 [§6.3.2 - 
( 6 )]. 

(7) 沃尔泰拉 （ V . Volt erra ，1860—1940) 杰出意大利数学 
家.早年在积分方程方面作出贡献，晚年涉猎数理生物学，著有 
《生存竞争数学理论讲义》. 

历史人物尚有 ：伯努 利家族 （[§2.3.4 - (3)])，拉格朗日 


22 




([§5.3.4 - (2)]), 施图姆 （[§8.3.4 - (2)]), 刘维尔 
([§8.3.4 - (3)])，庞加莱 （[§6.3.4 - (2)])，李雅普诺夫 
([§6.3.4 - (3)])，伯克霍夫（[ §6.3.4 - (4)]) 等. 

§1.4 习题与习题解答 

§1.4.1 测试练习解答 

1. (1) 自变量^因变量 y ， l 阶线性、驻定、非齐次微分方程. 

(2) 自变量 y ， 因变量 r ，2 阶非线性、非驻定、非齐次微分 
方程. 

(3) 自变量 y ， 因变量*，3阶线性、非驻定、非齐次微分方程. 

(4) 自变量 G 因变量 *， y , l 阶非线性、驻定、非齐次微分方 
程组. 

2. (1) = - e *' - = fe ' 于是 x H + 2 x ' + x ^ 0. 

x ( t ) =2 e *' + te ' 1 是解.解在 -oo < f < + oo 存在. 

(2) y ' = 2(* + c ) , y ' 2 - Ay - 4(* + c ) 2 - 4 (x + c ) 2 = 0. 
y = 0 亦 为解. y ( x ) = (* + c ) 2 及 y ( x ) = 0 是解.解在 - oo < x < 
+ oo 存在.在平面上解存在于半平面丨0丨. 

(3) 应有 *#±1，此时 〆 =- 2^, va » y ， + 2* y 2 = 

(* - 1 ) 

+ .当一 土 1 时)⑷是方 

程/ + 2 xy 2 = 0 的解. 解在 x ^± 1 时存在. 

3. 函数: c , *, xf 1 , e * , a x , In x , 

log a x , sin x y cos x . 

导数： 0, 1， , e *， a*ln a , 丄， 

x 


x\n a 
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函数 ： tan x,col x. 


arcsm x, arccos *, 


arctan *,arccot x. 


导数： sec 2 a:, - esc 2 *. 





§1.4.2 补充习题解答 

1.(1) 由7 = 1|1*有/ = 丄，/ = - 4,于是叮"+ / = - 4 

X X X 

+ — = 0- y = In * 是方程 + y' = 0 的解 • 


(2 ) 由 y = e"* 有 / = me n \y n = m 2 e m \y w = /n 3 e mi ， 代人方 
程 y w - 2y 〃 - 4〆 + 8y = 0 ,消去 e m * 得 to 3 - 2m 2 - 4m + 8 = 0 .因 
m -2m 2 -4m +S = (m - 2) 2 (m + 2) = 0 , 故当且仅当 m = ± 2 
时 y = e~ 为 方程 ； T - 2, - 4/ + 8y = 0 的解 . 

2- (1) 消去 1 个参数需要 2 个方程，对 * 求导得 / = m ， 代人 
方程有 y = /«. 

(2) 消去2个参数需要3个方程，由 y = as in ( f + 6)，有/ = 
acos(t + b) ,y" = - asin (« + 6). 消去参数，变为 y" + y = 0. 

(3) 由 y = acos ax + bsin ax ， 有 y’ = - aasin ax + 6acos ax, 
y" = ~ aa 2 cos ax - 6a 2 sin ax. 消去参数，变为 y " + a 2 y = 0. 

(4) 由 7 = ae 31 + be x +<: ，有 /= 3ae ix + be x , y n = 9ae 3 * + 6e * ， 
y"' = 27oe 31 + be x . 因为广 -y” = 18ae 3x , y " - y ' = 6ae 3 *， 所以 
f’ - f : 3(/ -/) ，故方程为 - 4y” + 3/ = 0. 

(5) 方程对 * 求导得 (2 *〆 +3* VV ) + (3 *V +5x 3 y*y') = 
0. 或当 xy ^0 时变为 （2 y + 3xy r ) + xy 2 (3y + 5xy') = 0,即 （3* + 

5?/ )/ + 2y + 3xy 3 =0,^ = ― 芒:其 .亦可写成微分式 (2 叮 3 + 

3x 2 y 5 )dx + (3x 2 y 2 +5x 3 y 4 )dy = 0,或消去 * y 2 后得 (2 y + 3 町 3 ) d * + 
(3x + 5x 2 y 2 )dy =0. 

(6) 由 （*- a ) 2 + ( y -6) 2 = r 2 , 有 2( x - a ) + 2y\y - b) = 
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0,2 + 2 y H (y - b ) + 2/ 2 = 0,即 y - 6 + ( y ， 2 + 1)// = 0. 再对 * 
求导得 〆 + [2 yY 2 - (/ 2 + l ) y "]// 2 = 0, 整理得 3 yY 2 = 

(y ,2 + Dr w - 

3. 其轴为 y 轴的抛物线方程为 =2 p(y + fl )， 与 y 轴平行时 
方程为 U + b ) 2 =2 p(y + a )， 即 y = ^( x + b ) 2 _ a . 在点 (*， y ) 处 

抛物线上的斜率为 y ， =丄(*+6)，与7 =0相切时切点处有/ = 
P 

丄 (* + b ) = 0,得 x = _ 6且7 = 0,即抛物线方程中 a = 0. 而与 
P 

y =x 相切则切点处有 y ’ = y(x + b ) = 1， 得* = p - 6且 y = *， 
抛物线方程中 y = y / = -^ = x ^ b = p - x = 所求的抛物线 
方程为 y = 点卜 +|) 2 .对 * 求导得 y ， =+卜++) = 7 + 如 

即7 = •.满足条件的微分 方程为 

xy ' 1 = y ( 2 y , - 1 )• 

4. (1) 等斜线是双曲线 1 +xy = A ■特别地当 A : = 1时双曲线 
退化为一对直线 x = 0和7 = 0,就是说，在 * 轴和 y 轴上积分曲线 
有相同的切线方向. 

进一步考虑积分曲线的极值点和拐点.为此，令 A =0时得1 + 
xy = 0,在此双曲线上 〆 = 0 , y n = y + x(l + xy ) = y ， 可见积分曲 
线在双曲线的一支（对应于 y > 0) 上取得极小值，而在其另一支 
(对应于 y < 0) 上达到极大.同样易知积分曲线的拐点位于曲线 
;»: + (* 2 + 1 )y = 0上. 

根据以上提供的信息，我们即可近似地画出积分曲线的分布 
概况如图 1 . 6 . 

(2) y ' = - — * 的等倾斜线为^— x = tan a = A ， 可令 A ： = 

y y 
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图 1.6 的等倾斜线 

0,oo 等得到不同斜率的曲线并在网格点上计算斜率.见图 1 . 7 . 



§1.4.3 习题 1.2 及其解答 

1. 指出下面微分方程的阶数，并回答方程是否线 性的: 

( 1 ) ^ = 4x 2 - y ； 
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dx 2 v dx ) 


I 2 xy = 0； 


dx \ dx / 

⑴⑵ 2 +4-^=0; 


⑷ I 5 裝 


3- 5 裝如 


(5) ^ • + cos y + 2 x =0; 

( 6 ) Sin (^) + er =*• 

解 （1)1 阶, 线性； （2) 2 阶，非 线性； （3) 1 阶，非 线性； 
(4)2 阶， 线性； （5) 1阶，非 线性； （6) 2阶，非线性. 

2. 试验证下面函数均为方程 g + =0的解，这里>0 


是 常数： 


( 1 ) y = cos ( ox ； 

(2) y = c,cos (ox (<^是 任意常 数）； 

(3) y =sin ( ox ； 

(4) y = c 2 sin (ox ( c , 是任意常 数）； 

(5) y = c,cos (ox + c 2 sin (ox ( c , , c 2 是任意常 数）； 

(6) y = /bin (⑽ + fi ) ( A,B 是任意常数）. 

解 （1) ~ (4) 是 （5) 的 特例. 

(5) y ' = - c , o>sin <ax + c 2 (ocos ojx , 

n 2 2 • 

y = — c x o ) cos (ox — c 2 (o sin cox y 

y h + ( o 2 y = - c ,6 > 2 cos (ox 一 c 2 a> 2 sin cox + 
co 2 ( c,cos (ox + c 2 sin ( ox ) = 0, 

故 y = c,cos 0)t + c 2 sin o)t 是原方程的解. 


(6) 〆 = Aocos^cjx + B) ，/ , = - A^sinicjx + fl ) ， 即 


故 y = / IsinC ^ + fl ) 是原方程的解 • 

3. 验证下列各函数是相应微分方程 的解: 
( 1 ) y = — , xy ' + y = cos 

X 

解 y r = -yC^cos x — sin x ) 9 
x 




y = 一 (xcos x - sin x ) 


COS X. 


(2) jr = 2 + c - X 2 , (l - x 2 ) y ' + xy = 2 x (c 是任意常 

数） • 


提示 





(3) y = ce \ y "-2/ +y = 0 卜是任意常 数）. 
提示 y ' = y " = ce . 

(4) y = e * , y ' e~ x + y 2 - 2 ye x = 1 - e 2 *. 

提示 / = / = e ' 

(5) y = sin x , y ' + y - 2 ysin * + sin 2 * - cos * = 0. 
提示 y ' - cos *. 


(6) y = - 1 * 2 y ' = y 2 + x y 

X 


提示 xy ' = 1 , x 2 y 2 + xy = 0. 

(7) y = x 2 + l , y ' = y 2 - ( x 2 + \ )y + 2 x . 
提示 y 2 -( x 2 + l)y = 0. 


(8) y =- 


g (^) v f _ f '( x ) 2 g '{ x ) 

f ( x) ，y g ( x) y " f ( x ) - 


龊 v > _ g ( x ) f '( x ) g '( x ) _/ ， («) rg ( x ) l 2 g '( x ) 

f 2 ( x ) /(*) g ( x ) 1/(*) /(*) 
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4. 给定一阶微分方程 #= 2*， 

QX 

(1) 求出它的 通解； 

(2) 求通过点（1，4)的 特解； 

(3) 求出与直线 y = 2* + 3相切 的解； 

(4) 求出满足条件= 2 的解； 

(5) 给出（2)，（3)，（4)中解的 图形. 

解 （1) 仿[书 §1.1 例 3] 将方程改写为 dy =2： cd *， 再两边 
积分=* 2 + C ， 便得含一个任意常数 C 的通解 
y = x 2 + c . 

(2) 过点（1，4)的解为4 = I 2 + c,c =3，即特解为7 = x 2 +3. 

(3) 直线 y = 2* +3的斜率为 A = / = 2. 通解 : k = * 2 + c 在 
切点 （*， y ) 的斜率为 / =2 x = k = 2，即* = l, y = 2 x 1+3 = 
5,代人通解得 c = 4,故与直线 y = 2* +3相切的解为 y = * 2 +4. 

(4) 通解为/ = » 2 + c , 于是 I " ydx = { ( x 2 + c ) d * = 

Jo Jo 

( y * 3 + C *) = + + C = 2 ，c = " I ■，所求的解为 y = ++. 

(5) 如图 1.8. 

5. 求下列两个微分方程的公 共解： 

y ' = y 2 + 2 x - x * , y ' = 2 x + x 2 + x * - y - y 2 . 

提示 （ y-* 2 )[l +2( y + * 2 )] =0.检验得7=* 2 是公共解， 

而7 =_* 2 - f 不是公共解. 

6. 求微分方程 / + -y =0 的直线积分曲线. 

提示设直线积分曲线为 y = ax + 6,有 a(a - 1)* + a - 
b =0 . 解得 a = 6 = 0 或 a = 6 = 1 •即 y =0 或 y =* + l . 

7. 微分方程 4* y 2 -/ =* 〆 ，证 明：与 其积分曲线关于坐标 
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原点 （0,0) 成中心对称的曲线，也是此微分方程的积分曲线. 

解设微分方程的积分曲线为 y =/(*)，即有4* 2 /、*) - 
f (, x ) 又设与积分曲线 y =/(*) 成中心对称的曲线为 

y = g (*) ，则有 /(-*)= - g ( x ) , f - x ) = g '( x ). 对方程 
^ X 2 f f 2 ( x ) - f 2 ( x ) m / 3 (*) 用代替* 得 

4(- x ) 2 f ' 2 (- x ) - f (- x ) ^- xf 3 (- x ), 

即 

4* 2 [尸（-*)] 2 - [- f (- x )] 2 

于是 4 x 2 g ^ 2 («) - g z ( x ) = xg 3 ( x ) ，这就证明了 y = g ( x ) 也是微分 
方程的积分曲线. 

8. 试建立分别具有下列性质的曲线所满足的微分 方程： 

( 提示 ：过点 （*， y ) 的切线的横截距和纵截距分别为 * - ^和 


y - *〆. ） 
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(1) 曲线上任一点的切线与该点的径向夹角为 a . 

解设曲线为 y =/(*)，在点 （*, y ) 处曲线斜率为 A = / = 


f '( x ) ，而点 （*， y ) 处向径斜率为卜= f . 当曲线与切点的径向夹 

角为 ot 时有关系式 tan a = 所求的微分方程为 

1 + kk r 

/ _x 

tan a = - —, xy ' - y = tan a ( x + yy ') , 

1 + / 子 

y/ = ^tana 
x - ylan a 

(2) 曲线上任一点的切线介于两坐标轴之间的部分等于定长 /. 
解设曲线为 y =/(*), 在点 （*， y ) 处曲线斜率为 A =/，切 

线方程为 

Y - y = y'{X - x ) , 

这里 （ X ， F ) 为切线的流动坐标.切线在 *， y 坐标轴上截距分别为 
X =* = y - xy '. 题设要求切线在两坐标轴之间长为 Z ， 即 

y 

x 2 + y 2 = i \ 于是 

(* - ;) + ( y - xy ') 2 - I 2 , 

ixy ' - y ) 2 + y ，2 (y - xy ') 2 = l 2 y ' 2 , 

(1 + y ,2 )( xy ' - y ) 2 = l 2 y ' 2 . 

所求的微分方程为 （1 + y ,2 )( xy ' - y ) 2 = l 2 y ,2 . 

(3) 曲线上任一点的切线与两坐标轴所围成的三角形（如存 
在）的面积都等于常数 a 2 . 

提示由（2),-^-|尤 y | = a 2 ,(y - xy 1 ) 2 - 2 a \ y ' \ . 

(4) 曲线上任一点的切线介于两坐标轴之间的部分被切点 
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等分. 

提示 由 （ 2)，+P = y , xy r + y = 0. 

(5) 曲线上任一点的切线的纵截距等于切点横坐标的平方. 
提示 由 （2) ,Y = x 2 , xy ' - y - x . 

(6) 曲线上任一点的切线的纵截距是切点的横坐标和纵坐标 
的等差中项. 

提示 由 （2 )，y = -|-(* + y ) ,2 xy r = y - x . 

(7) 曲线上任一点的切线的斜率与切点的横坐标成正比. 
提示 y ' = kx (A >0为比例常数）. 
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第二章一阶微分方程的初等解法 


§2.1 内容提要 


§2.1.1 变置分离方程与变置变换 


(1) 变置分离方程 g =Ax)g{y) 

解法 :^y =/(*)d*,J = jf(x)dx + C. 

⑺齐次 方程 ^ g g). 

解 法 : 变 量变换“，方程化为变量分离方程 


du g(u) 一 u 


(3 ) 分式线性方程 

a x x ^ b x y + c, \ 
a 2 x + b 2 y + c 2 / 


dy 

dx 


a \ x ^ b \y ^ c i 或 dy 

a 2 x + b 2 y + c 2 dx 


解法 ：（ i) c, = c 2 


。情 形查 = 



= 属齐次 


方程 . 
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(n)— 

a 2 

k(a 2 x + b 2 y) 


b. 


= 灸情 形：令 u 


‘ 方程化 为#= 


= /(«)， 


du 


( a 2 x + b 2 y) + c 2 JKU,/ * 

( iii ) 一般情形 ：先解 联立代数方程 


a 2 +6/( u ) 属变量分离方程. 

+ f> y y + C, =0 ， 


jx = a 

U = )8 
沾. 


a 2 x + b 2 y + c 2 = 0 ， 

:再作代换则将原方程化为齐次方程 § 


得解 


§2.1.2 线性方程与常数变易法 

(1) —阶齐次线性方程 g = P (*) y ， 用变量分离方法得通解 
y =cef P(t)ix . 

(2) 常数变易法 对一阶非齐次线性方程# = P(x)y + 

QX 

Q(x). 假设有形式解 y = 代人方程化简得 c (*) = 

fQ(x)e-I P(x)dx dx + d, 原方程的通解为 

r = e 卜) 十 (* )<k d* +c). 

(3) 伯努利方程 $ = P(x)y + Q(x)y\ 变量变换 z = /-» 化 
为线性方程求解:差= (1 - n)P(x)z + (1 - n)Q(x). 

§2.1.3 恰当方程与积分因子 

(1) 恰当方程将一阶微分方程写成对称形式 MU ， y ) d * + 
N(x 9 y)dy = 0. 
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若方程右端恰可表为某函数 uU ，： K ) 的全 微分: + 
N(x ， y)dy 三 du (»， y ) ， 则称方程为恰当 方程. 恰当方程的通解为 

u(x,y) = c. 

方程为恰当方程的充要条件为^ = 此时有 

dy dx 


u = Jif ( x , y)dx + N(x r y) - ~ jM(x ,y) dx ^ dy . 

式 中扣为对戈的 偏积分.见 [§2.2.1 -4( a ) 注]. 

(2) 分项组合全微分方法将恰当方程的各项分项组合成 
全微分形式. 

简单二元函数的全 微分: yda : + xdy = d ( xy ) , 




(3) 积分因子如存在连续可微函数 / x (*， y ) ，使得+ 
flNdy = du ， 则称 M ( a ：， y ) 为方程 Md * +ATdy = 0 的积分因子.同一 
方程可以有不同的积分因子. 

M 为积分因子的充要条 件:^ 即 
dy dx 


N ^- M ^ =(逆 
dx dy \ dy 



(4) 单变置积分因子从(*)，/ x ( y ) 有并 = 〆 *) 形式的积分因 


dM dN 


子的充要条件： ~ ~ = > Hx ). 此时积分因子为以*) = 


e\* {t)Ax . 
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dM dN 

同样，有 g = n { y ) 形式的积分因子的充要条件 ： #_ 

史 （ y )， 此时积分因子为 My ) = 

§2.1.4 一阶隐式微分方程与参数表示 


一阶隐式微分方程形式为 F (*， y ，/) =0. 

(1) y = f (, x , y ') 令/ = /»•对 y = f ( x , p ) 取* 微分得 /> = 

+ 视为*，/>的一阶微分方程解之•解为 P = ( P ( x , c ) 时原 

dx dp QX 

方程的通解为 y =/(*#(*， c )) ; 解为 * =少 ( p ， c ) 时原方程的通 

解为 \ X=lHp ，。’ 

Ly = /( 屮 ( p , c )， p ). 

(2) x = f ( y , y ') 令 / = p . 对 x = f ( y , p ) 取 y 微分得丄 = 

P 

+ 视为 y ， P 的一阶微分方程解之，解为 P = < p ( y , c ) 时原 
ay ap ay 

方程的通解为 x = f ( y ,( p ( y , c ) ) ;解为 y = t //( p , c ) 时原方程的通 


解为 


* = f (> lf ( p , c ) , p ) , 


厂 

lr = 


(3) F ( xy ) = 0 令 / = />• 方程化为 F ( x 9 p ) = 0,代表 

= ( p ( t ) 


Ip =必⑴， 


*， p ) 平面上的一条曲线.如有参数解€ = 

* =屮⑴， 

,y = |少（0屮’（0山 + c . 

(4) F { y , y ') = 0 令 / = p . 方程化为 F ( y , p ) 


则原方程的通 


解为 


0,代表 


( y ， P ) 平面上的一条曲线.如有参数解 { 


y = < p ( 0 , 
p =沙⑴， 


则原方程的通 
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§ 2.2 


学习辅导 


§2.2.1 解题指导 

(1) 解题时，首先要审题•审题则先分类.对常微分方程课程 
题目，可先判 断：边 值问题、初值问题或通解 问题； 一阶常微分方 
程、高阶微分方程或微分方程组.根据审题判断的题目类型再分别 
处理. 

(2) 对一阶微分方程，当显含 g 时可按下列顺序判断方程类 

型并解之.开始时最好先检査是否存在 y 的零解，如存在则要在解 
得通解后检査零解是否包含在通解中. 

( a ) 线性齐次# = P(x)y ： 通解为 y = 变量分 

QX 

离法）. 

( b ) 线性非齐次 g = P(x)y + Q(x )： 通解为 y = 

J 〜 >d * [ jQ ( x ) e - l P ^ dx + c ] (常数变易法）. 

(C) 伯努利方程 S = P(x)y + 0(*)/: 变量变换 z = 化 
为线性方程（变量变换法）. 

( d ) 里卡蒂方程 g = />(*)/ +(? U ) y + /?(*): 已知或观察求 
一特解 h 变量变换 z = y-y 可化为伯努利方程解之. 

( e ) 变量分离方程 g =/ U ) g ( y ): 变量分离方法 J"^y = 



+ c . 


jf ( x)dx 

(0 齐次方程$ 变量 变换“ = f ， 化为变量分离方 


程 # = g(u) - U 
da : x 


( g ) 分式线性方程 ^ = / ( 0|：>： + ^ + C -') i 先求方程 

似 \ a 0 x + + c ，/ 


6,y 


= 0, 


6 2 y + c 2 / 
[X = x - 


的解 a ，/3. 再作代换 { “’化为齐次 

[ a 2 x + b 2 y + c 2 = 0, IK = y - p . 


方程 $ = (特殊情形可直接化之）. 

(3) 当 显含# 时可将 y 和*对调按 （2) 的 （ a ) ~ ( g ) 方法判 

dy 

断求解. 

(4) 不属（2)、（3)类型时可考虑将原方程写成对称形式 
M ( x , y)dx + N ( x , y)dy = 0,看是否能化为恰当方程 解之： 

.dM BN 


( a ) 检验是否满足 


dy 


dx 


:满足时有 


u = jM ( x t y)dx + J [iV(*,y) - jM ( x t y ) dx ^ dy , 

通解为 u .( x , y ) = c. 

注积分号内的扣表示为对*“偏”积分，另一变量作为参 
数，不同于一般积分，本书中岀现的此符号均如此 理解. 
dM _dN 

(b) 如有 ^ w 扣 = 少（幻 ：积分 因子为 Mx) = >_，使得 

fiMdx + fiNdy = du. 

dM _dN 

(c) 如有 办 = 史 （ y): 积分因子为 My) = '使得 

- M 
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fiMdx + fiNdy = du . 

< d ) 尝试分项组合全微分 方法： 将恰当方程的各项分项组合 
成全微分式. 

(5) 对一般隐函数形式一阶微分方程= 0 ,先尝试 
能否解出 〆 •对/ = />， F (*， y ， p ) =0如有实因子分解 
F ( x , y , p ) = p n + + …+ F K _ x (, x , y)p + F K ( x , y ) 

= (p-/i(*,y)) … ( p-/»(* ， y )) ， 

则解出 〆 =/,(*, y ) 的通解史 ,（*， y ， Ci ) = 0 后尸(*，7， 〆 ）=0的 
通解为 

如上方法失效时可考虑是否为下列四种形式： 

( a ) y = f ( x , y ') :令 y ’ = /> 得 P = 芒 +盖裴，解岀 * = 


少 ( P , C )， 通解为 


[x = lff(P ， C ) ， 

ty = /(«/»(/>, c ) , p ). 


( a f ) 克莱罗方程 y = xp +/( p ) 的通解为 y = cx +/( c ), 并需 
求其奇解（见[书 §3.4]). 


( b)x =/( y ，，) : 令，=/> 得+ =著 + 盖寒，解出7 = 


…此通解为 d ’ 乂’ 

ly = 咖、 p ， c ) • 

( b f ) 拉格朗日方程 y = xf ( p ) +尽(/0，对^求导可得 
P = f ( p ) + [*/’(/>)+ g '( p ) ] 


dx 


化为*的线性方程_ + 尸 0> W 00 


0解之. 

( c ) F ( x , y f ) =0:令/ = P ，方程化为 F (*， p ) =0,参数解为 

* = 史⑴， t 


|* " 时，通解为 


I ；) =必⑴ 


^ =妒⑴， 

[y = J ip ( t ) ( p f ( t ) dt + c . 
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(d) F(y,/) =0: 令， =p ，方程化为 F<y,p) = 0 ,参数解为 
y = ， ’ 时，通解为卜 …’ 

P = _ lr = ^(0. 

(6) 常用的函数及其积分（常用的全微分组合见 
[§2.1. 3(2)] ，省略积分常数）： 

(a ) 简单 


函数 :0 ,，， 


e , a , sm x 9 co9 x 9 


cos 2 x 9 


〆 + a " 

积分： C ， Inl A ： l,e», —, - cos sin*, tan*, 


函数： 


yi - * 2 * 1 + * 2 





积分： arcsin *，arctan x, -yin | ^ ~ j | ， ln(x + ^ + 1*), 

In I « + y/x 2 - 1 I 
(b ) 复杂 


J (- 1) ~ T djr = 


/ x^l 9 

卜 =(4 令分' 

In * 


(m - l)x n -' ~ (m- 1)V 


(m 1). 


-d* = 


= tan * (x ^ kTT+^), 
cos x 2 


40 



f ———= 丄 In tan( — + —) = ln( sec 0 + tan 0 ) , 

J cos ax a \ 2 4 / 

f / ' = arsh x = ln(x + y/l + x 2 ) ， 

J yi + x 

§2.2.2 例题选讲 

例 1 解微分方 程戈 # + y = r • 

解 化为 = - ， ( 一 、_ 丄 ) 办 =-， 

QX y — y X \ y — 1 y / X 

两边积分得 In I y - 1 I - In I y I = In I a: I + c,ln | -—- | = \n \ x \ +c 9 

y — I 

-- =cx 9 (l — cx)y = 1. 

y 

即通解为 （1 ~cx)y = 1 ，其中 c 为任意常数 . 此外 ， y =0 和 y = 1 
亦为解 . 解 y = 1 含于通解中 . 

例 2 解微分方程 g = - sin 2 (* +y). 

解令 z =* + y ， 则由 # = 1 +#,方程变 为^ = 1 - sin 2 z = 
ax ax ax 

CO s\ 分离变量积 分之： 

气 = dx 9 f -―^ = fd^ + o , tan z = ^ + c . 
cos z J cos z J 

最后得通解 

tan(x + y) = x ^ c 9 

其中 c 为任意常数 . 此外，还有解 y = k^n + f -x,k e Z. 

例 3 解微分方程 （ y 2 + 2xy)dx - x 2 dy = 0. 

分析 微分方程 # = 为一阶齐次伯努利型微分 

ax x 


方程 . 
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因财 = y 2 + 2 xy,N = - X \^L = 2 y + 2 x - 2 x = 逆，微分 
ay dx 

方程不是全微分型，但 

I dM _ dN \ 

V dy dx / _ 2 y + 4x _ 2 

-Af - ( y 2 + 2 xy ) y 

可取 g ( y ) 型积分因子. 

解 1 方程化为 

dy y 2 + 2 xy 

d^c = / ， 

是齐次'微分方程.令 “ = I , 有 y = 似，# = *# + “ = = 

x dx dx x 


da 


(j) + 2 = u 2 + 2u, BP -^ + u = u 2 + 2u,x — 

du du da 

= - ■ — -^ 
u(l + u) u 1 + 


dx 


， ，ln 


j ， 两边积分得 In I “I - In I a + 1 I = In | x | 
=In I 尤 I + c, , ― = cx y { \ - cx)u =0 欠，因 1^ = 


丄 


，故通解为 （1 - cx)y = cx\y = 1 _^_，其中 c 为任意常数.还有 

i — CX 

解“ = 0,即 y = 0,含于通解中. 

解2 方程化为 

dy y 2 + 2 xy 2 1 2 

d ； = ~~^ = T y+ lP ' 

为伯努利型微分方程 n =2. 可用厂 2 乘方程两边，再引人变换 2 = 
化为线性微分方程 


dz -2 dr -2 r 2 + 2xy 2 

Tx = ~ y d~x = ~ y =-T Z - 

应用非齐次线性微分方程通解式得 

z = J( 办 [ -J4e"^ ( -^d* + c] 
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H 21 nl xl v 

e , \ 

— dx + c ') 

= x~ 2 ( - X + c) = cx~ 2 - x~' , 

于是通解为 

2 

-1 -2 -If \ 2 * 

y = cx - x ，（c - x)y = x ,y = ^ 

其中 c 为任意常数 . 还有解 y =0. 

解 3 验证微分方程 （/ +2xy)d*-;c 2 d y =0 是否为全微分型 

方程.因 M = y 2 + 2xy,N = - x 2 ，^- = 2y + 2x ^ - 2x = ¥，故原 

ay ax 

方程不是全微分型方程.但有 
/ dM dN\ 

\ By dx I _ 2y + 4x 2 

- M - (y 2 + 2xy) y ' 

可取 / x(y) 型积分因子 /t(y) = e_/> = e- 21ny = y -\ 这时有 

= -^ = 是全微分型方程.有 

dy y dx 

Af 

dyJ 

=K 1 +2 7) d " + /["7"i(" + 7)l dy 

x 

=X + — = c. 

y 

即方程有通积分 X +— = C ， 其中 C 为任意常数 . 还有解 y = 0. 

y 

解 4 用 /Lt = y -2 乘全式得 （1 + 2xy~')dx - x 2 y~ 2 dy = 0 ,即有 
d* + y~ l dx 2 + x 2 dy~' = (Lt + d(* 2 y _1 ) = 0,* + x 2 y~' = c, 
其中 C 为任意常数 . 还有解 y = 0. 

例 4 解微分方程 2/ 3 +/ = y, 其中 / = #. 



jfiMdx + j"(/x/V - 
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解 方程缺 * ，令 p = /，方程化为 2 p 3 +p = y . 对*微分得 
(6p 2 + 1) ^ = P,dx = (6p + 丄 ) dp,* = 3p 2 + In | p | + c. 

微分方程有以/>为参数的通解 

I* = 3p 2 + In |p I + c, 

\y = 2p i + p. 

此外 ， y = o 亦为解 • 


例 5 a : a /1 + y ' 2 + xy ' - y = 0. 

解 1 可解出 y , 令 y ’ = ^ = p ，对 y = f ( x ， p ) 有 p = 1 +1 • 

似 dx dp 

芒现 y = »( \/l + p 2 + p ) ，于是 /> = ( + p 2 + p ) + * (1 + 


P 

*/l + p 1 


f x 


，有 


得 




yrT7 



p ) 




_ v 2 


¥ 叫点 + rf7)‘ 


积分得 


ln(p + ^/l + p 2 ) + -^-ln( 1 + p 2 ) = - In I a: I 


x(p + \/l + p 2 ) -/l + p 2 = c , 
x + xp(p + ^1 + p 2 ) = c . 

上式代人原方程变为 x +py = c . 解得 p = 于是有 

y 

y ' = ° y X ,ydy = (c - x ) d *, y 2 = cx - x 2 , 
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即通解为 y + = a , 其中 c 为任意常数. 


解2 将方程化为 * yr+r 75 " = : r-*/， 平方后化简之. 

X 2 (\ + y ,2 ) = y 2 - 2xyy f + x 1 y fl 9 2xyy r = y 2 — x 2 9 y r = ~ — 

方程为齐次方程，取变换7 = XIX,则 

7 


, y - x u 1 , u 1 u + 

= U + xu = - = —— — 9 xu =—-——=--- 

2xy 2 2u 2 2u 2u 


分离变量积分得 

2udu dx 


,ln( u 2 + 1) = - In I a; I + c 9 x( a 2 + 1 ) = c. 


将 U = I 代人，通解为 / +/ = CX , 其中 c 为任意常数 • 

X 

解 3 将方程化为* = y -*/，平方后化简之. 

* 2 ( 1 + y ' 2 ) = y 2 - 2 xyy ' + x 2 y ,2 ,2 xyy ' = y 2 - x 2 . 

分项组合积分 

2 xydy = y 1 dx - x 2 dx , - y 2 dx + xAy 2 = - x 2 dx , 

d ( = - d *,— = c - x , y 2 = x(c - x ). 

即通解为 y 2 + x 2 = a ， 其中 C 为任意常数. 

例 6 试解微分方程 2 y (/ - 1) - xy ' 2 = 0. 

解 方程可解出 y ， 令 /> =/，方程化为 y = w 呼\、 ， 对太求 

2(p - 1) 

导得 

p = — P- — + [_*£ _— 1 业 

2(p-1) Lp - 1 2(p - l) 2 id« 

_ P 2 xp(p - 2) dp 

2(/> - 1) 2 (p - l ) 2 dx y 

xp(p - 2) dp p 2 _ p(p - 2) 

2 (p - l ) 2 dx ~ P 2(/, -1) ~ 2 (p - 1)， 
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rd £ g _-li g ( £ -2) 

Idx x \ P - i ’ 

有解 

p = o ， p =2 ，^ = l _1， 

ax x 

前两式代入原方程有解 y = 0及7 = 2*，后微分式有解 p = 1 + cx , 
代人方程得通解 

2cy = ( 1 + cx) 2 . 

例7 解微分方程/ + 4 r + / = 0. 

解 方程为伯努利型微分方程 n =2.可引人变换 2 =厂 | ，化 
为线性微分方程 

dz _2 dr .2 , . 

d~x = ~ y Tx = ~ y (-4y-y 2 ) = 4. + l. 

应用非齐次线性微分方程通解式得 

2 = e ^ X (j e-f^dx + c,) = e 4i ( J e ' 4 *d* + c,) = e 4 *c, - j-, 

于是 


y _1 = e 4 * c , - +,( e 4 *c - 1 )y - 4. 

微分方程的通解为 （ e 4l c - l)y = 4,其中 c 为任意常数.方程还有 
解; K = 0. 


解方程化为，= 


-2 )y = 0. 

，此为伯努利型 


例8 解微分方程 x 2 (* - l ) y f - y 2 -x 
x - 2 1 

- l) y + x 2 (x - 1) 

微分方程《 = 2 .可引人变换 2 = 厂、化为线性微分 方程: 

^ - V - 2 = _ y - 2 [ ^-2 

dx dx lx(x - 1 ) 3 


H^T) y2 ] 


細 x - 2 1 

*(* - 1 ) Z x 2 {x -\)' 

应用非齐次线性微分方程通解式，由 f - x ~ 2 1x dx = 

J x{x - 1 ) 
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— - = 21n I x I - In 丨欠 -1 I 得 


于是 


= e " J ^[-/?(^ e ^ dx + Ci ] 

=¥[ ■ c ] = 宁(土 


y = 


(x - 


,y = 


(X - l) c 


微分方程的通解为 y = u _ f )c + 1 ，其中 c 为任意 常数. 讓 


有解 y = 0. 

例9 解微分方程 〆 - 2 *y + y 2 = 5 - a : 2 . 

解 此为里卡蒂方程，想办法求一特解 j ， 再用变量变换2 = 
y - f 化为伯努利方程.可取形如 f = a * +6的特解，代人得 
a - 2x(ax + 6) + ( ax + b) 2 = 5 - x 2 , 
a + b 2 - 2bx + 2abx - 2ax 2 + ax = 5 - x 2 . 


即 

a + b 2 = 5, - 26 + lab = 0， - 2 a + a 2 = - 1. 

可解得 o = 1,6 = 2. 即里卡蒂方程有特解 y = x +2. 

取变量变换 z = y -*- 2,则方程化为 

(z + x + 2 ) r - 2 x ( z + x + 2) +( z +*+2) 2 =5 - * 2 , 

z r +4 z + z 2 = 0. 

此为伯努利方程.由上例 7 知伯努利方程的通解为 （ c ， - \)z = 
4,因此微分方程的通解为 （ Ce 4T - l )( y -*-2) =4,其中 c 为任意 
常数•还有解 z =0，即7-* =2. 

§2.2.3 测试练习 


试判定下列方程的类型及可能的处理或求解方法，但不必具 
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体求解（具体求解见 [§2.3.1 - 1, §2.4.2 - 1 ])： 
1. 分离变量和变量 代换： 

⑴ x 1 y' - 2xy = y ； 

(2) xy r - xy = x - y - I ； 

(3) - y + y/x 2 - y 2 =0; 


⑷裝:杂昏 

(5) xdy + (y + x 2 y 4 )dx = 0. 


2. 积分因子或全 微分 : 


(1) 子 dx + (y 3 + In «)dy = 0 ； 

(2) sin xcos ydx + cos xsin ydy = 2sin ycos ydy ； 

(3) 2xydx + (y 2 - x 2 )dy = 0 ； 

(4) (x 2 - sin 2 y)d« + xsin 2ydy = 0 ； 

(5) (y + 2xy + y 2 )dx + (x -¥ y)dy = 0 ； 

( 6 ) 3x 2 yln ydx + ( 2x 3 + 2y 3 + 3y 3 ln y) dy =0; 

(7) 4x 2 y 2 dx — (1 - 2x 3 y)dy = 0 ； 

(S) x 2 = y 2 - 2xyy r . 

3. 隐 方程： 

(1) y ,2 - 2xy f - Sx 2 = 0 ； 

(2) y = y’ 2 + 2y ,3 ; 

(3) x 4 y ,2 - xy f + y = 0 ； 

(4) y ,2 - yy f + =0; 

(5) y 2 y ,2 + 3 戈 〆 - y = 0; 

(6) yixy 1 - y) 2 = y - 2xy’. 

4. 特殊 类型： 

(1) 〆 + ytan x = sec x ； 

(2) yda: - (2x + 〆 ）dy = 0; 
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(3) y = 2 xy ' - 4 y ' 3 ； 

(4) 3 xy ' + 2 y = 4 x 2 y * ； 

(5) y ' + y = xy ~ ； 

(6) xy ' - y 2 + (2 x + \ )y = x + 2 x . 

§2.3 补充提高 

§2.3.1 补充习题 

1. 试具体解出分离变量和变量代换方程 §2.2.3 第1题. 

2. 试具体解出积分因子或全微分方程 §2.2.3 第2题. 

3. 试具体解出隐方程 §2.2.3 第3题. 

4. 试具体解出特殊类型方程 §2.2.3 第4题. 

5. 试推导仅含与 y 有关的积分因子的通解式. 

6. 试对下列类型方程证明可将其化为变量可分离方程. 

(1) Mdx + Ndy = 0 是齐 次的； 

(2) yf ( xy)dx + xg { xy)Ay = 0. 

7. 求解下列 方程： 



(2) ^ = sin(a! + y ) ； 

( 3 ) 穿 = -T-r -; 

dx x y + xy 

(4) ^ = (cP + c')(N-P),P(0) =0，其中^，，为常数. 

(5) ^ = ~/j,y + cAy a , y (0) = y 。 ，其中 / x ， c ， A，a 为非零常数， 
at 


8. 求解 方程: 
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(1) xdy - ydx - ^x 2 - y 2 dx = 0 ； 

(2) xy' 2 - 2yy' + 4x =0; 

(3) xy ,3 - lyy' 1 - I6x 2 = 0； 

(4) x = yy' + ay' 2 ； 

(5) y' 2 - 4xyy' + Sy 2 = 0. 

9. 确定 a ， y 3, 使方程/ = + 6 〆 通过变换 y = z " 变成齐次 

方程. 


10. 设似，为/«次齐次函数， ;( 好+ ; ^_0，试求财(*， ;> 0 ( ^ + 
N ( x , y)dy = 0的积分因子 • 


11. (1) 证明方程 M { x , y)Ax + N { x t y)Ay = 0具有形状为 
M =/ i (< p ( x , y )) 的积分因子的充要条件是 


8 M 

dy 


-m 




- m %) 


并求出这个积分因子. 


= f (.( p ( x , y )) , 


(2) 利用上面 （1) 的结果直接写出方程 M ( x , y)dx + 
N ( x ，曲 = 0 具有如下形状的积分因子的充要条件#(幻， 


M(r) f/^(x ± y) ,fi(x 2 


± y 2 ) ,fi{xy) ( 子 ) ， M(*V). 


(3) 求解微分方程# 

d : x ^ y 

•12. 设方程 町 ’ +ay =/(幻，1|^/(*) = 6( a ,6 为常数 ， a 尹 0). 
求方程当: e —•() 时存在的解 • 

13. 设 y ，（*)， y 2 (*) 是方程 〆 = p ( x)y + q ( x ) 的两个解•试 
证明： 

O ) 若有关系 y 2 = % ， 则 z = I + ce - iO ； 

U ) 对方程的任一个解 y (幻 ，恒有= c ，其中 c 

y 2 ⑷ - y ,( x ) ，六下 

为某常数. 


14. 试求解拉格朗日-达朗贝尔方程 > l(/)y + B { y')x = 
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C ( y '). 

•15. (1) 证明可通过勒让德 （ Legendre ) 变换义 = p ，F = m 
将解隐方程 F (*, y , p ) =0变为解方程/^(户，好-7,1) =0,这里 

P = 此称为对偶原理. 

(2) 证明连续两次勒让德变换，可回复为原 方程； 

(3) 利用对偶原理求解方程 

( a ) (y - xy')x = y ； 

( b ) y 2 = y ' 2 + ( y'x - y ) 2 . 

*16. 证明 （1) 曲线族 y = XU Yf \ X \ 所满足的方•程（其中 
cf 3 ( x ) + f 4 ( x ) 

#0， c 为常数）是里卡蒂方程. 

(2) 两类特殊里卡蒂方程 〆 + 6 y 2 = cx m , xy ' - ay + by 2 = cx n 
可互相转换. 

(3) ^ 2( ^ 2) 及^ ^ 为正整数时， （2) 中的 M 类特殊里 
卡蒂方程可经有限次变换解出（提 示：如 y = c + —). 

z 

§2.3.2 排疑解惑 

(1) 微分方程解的丢失 常微分方程的求解最基本的就是 

方程本身是变量分离形式或通过变量变换将方程化为变量分离形 

者純⑴，然后再移项成志 = f ( x ) dx . 因变量各自独 

立，可积分得 J = ^ f { x)Ax + C . 在这过程中，如有 y = y •使 

得容(，）=0，则7=，也是原方程的解.但移项后，因 g ( y ) 变为 
分母，可能会丢失解7 =，•因此必须补充判断原方程是否存在常 
数解. 如存在，其解是否包括在已求得的通解中.这就是在包括变 


/, / 2 
h h 
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量变换的求解过程中必须注意会否丢失或增加方程的解. 

(2) 通解在[书 §1.2.1 - (4)] 给出了通解的定义，在书 
第二章开始讨论方程的积分或求解.但如 y = c, y = e c 均适合/ = 
0且均含任意常数，均满足通解的定义，但只有 y = £ 才是通解 .一 
般而言，通解是指通过积分得到的含任意常数的解，因此其任意常 
数亦称为积分常数.对积分得到的解，既要检査是否是解及其参数 
范围以及是否独立，还要考虑是否还有遗留的其他特解•对„阶线 
性微分方程或方程组通过积分求得的 a 个独立的任意常数的解是 
包括方程所有解的 通解. 而对一般常微分方程，通解的含义并不是 
指所有解、一切解、全部解. 

(3) 初等函数、函数积分与初等解法 通过变量分离、变量 
变换及积分因子等方法可将微分方程的求解问题化为积分问题. 
必须考虑函数的可积性问题•初等函数包括代数函数和超越函数， 
基本初等函数是实变量或复变量的指数函数、对数函数、幂函数、 
三角函数和反三角函数经过有限次四则运算及有限次复合后所构 
成的函数类.虽然初等函数的导数仍是初等函数，但初等函数的原 

函数却不一定是初等函数，如 j" X dx, J sin x 2 dx ,J e ~ j2 da :, J 

等.初等函数的反函数也不一定是初等函数.因此必须考虑其原函 
数可表为有限形式的函数类.一般可分有理函数、无理函数、三角 
反三角函数、指数对数函数、双曲函数等.有时需要灵活地使用积 
分技巧.本章所提的初等解法就是通过初等函数及其有限次积分 
的表达式求解微分方程的 方法. 在第四章中还将介绍虽不能表为 
有限形式的初等函数但却有重要应用的被称为特殊函数的一类函 
数，它们往往直接定义为某特殊微分方程的解. 

(4) 积分因子将一阶微分方程表示成对称形式方程后，若 
其左端恰好是某二元函数的全微分，则方程可积、有通解.有判断 
式可检验对称形式方程是否是恰当方程，若是，又如何解（见 
[§2.1.3 -(1)]). 恰当方程相当罕见，但有时可以通过乘以某积 
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分因子使其变为恰当方程.积分因子的寻找需要技巧，所幸的是有 
缺 y 或缺*的特殊积分因子的条件可供判断、寻找，求得积分因为 
后可用公式求通解式.更常用的是利用积分因子将若干项拼凑成 
全微分. 

(5) 特殊类型的一阶微分方程 除书中已讨论的类型外 
尚有： 

( a ) 达布方程[/+ xR{x,y) ]y' = Q(x,y) + yR(x,y) , 
为齐次多项式，且 P ，<? 同次.用/^最高幂次除之，可化为齐 

次方程. 

( b ) 拉格朗日-达朗贝尔方程 y = xf(y') + g(y f ). 参见 
[§2.3. 1 - 14]. 

( c ) F{x,xy' -y,y') = 0 可用勒让德变换 A ： = y',Y = xy' - 
y 解之，参见 [§2.3.1 - 15]. 

( d ) 阿贝尔方程分第一类（头一个）和第二类（后两个）阿贝 
尔方程 

y' = + «•(*)]〆= 

r *0 ir >0 

[g x (<x)y + g 0 (x) ]y' = 

r-0 

对不同的特殊形式可通过各种变换求解.参见[文25 §1.1.4. 10 - 

11 ]. 

(6) 里卡蒂方程不可积性 里卡蒂方程 〆 = p(x) + q(x)y + 

r(x)y 2 可看成是线性方程的自然推广，虽然当已知一特解时方程 
可解，但一般不能用初等方法求解.如对特殊里卡蒂方程/ = 

Ah 

C *"， 仅当 m ，其中 A 为整数时其解能用初等函数表示. 

参见 [§2.3.1 - 16(2),(3) R §2.4.2 - 16(2)、（3)]. 
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§2.3.3 应用实例 


(1) 运动速度与位置 

( a ) 当降落伞张开时，一伞兵正以 *； =55 ms ' 1 的速度降落，若 
空气阻力为 WV /25, 其中 IT 为人与降落伞的总重量.试求降落伞 
张开后伞兵的速度. 

( b ) 在矩形水池一角坐标原点处一小孩拉着10 in 处位 
于池边 y 轴上的小船，沿池边 X 轴行走.问小船移至距: c 轴6 m 时小 
孩和小船在水池中的位置.如图 2. 1. 



图 2.1 水池中船的移动 


解 （ a ) 系统方程为 I = W - =55. 有丁^ = 

g dt 25 v 2 -25 

-丟山.于是-丟山=丁^ = 4( --= 

25 25 v 2 - 25 10\ i ； - 5 i ； + 5/ t ; + 5 

ce ^. 代人初值条件得 c = 即解为1 

6 r + 5 6 

. 6+5 e 寻- 6 + 5 e ' 4 * 

v = 5 x - w « 5 x -~ 

6 - 5 e — 合‘ 6 - 5 e 


( b ) 设小船位于 （*, y ) 处，此时小孩应位于 （* + 7100 - /， 
0) .设绳子的斜嶽 则有 方程一 + 7^， y(0) = 


10. 艮 P d * = - 


积分得《 = - -/100 - y 2 


54 




lOln 10 + / 10 Q 二^ + c .代人初值条件有 c = 0. 故解为 x = 

y 

- 7100 - y 2 +101 n 10 + ^ 10 ° ~ y2 ： 当小船移至距 x 轴 6 m 时 

y 

y = 6,小船位于 * = - 8 + lOln 3 « 3 m 的 （3,6) 处，小孩在 * 轴 
距原点 lOln 3 » 11 m 处. 

(2) 物体冷却过程在24 丈 空气中的某物体10 min 内从 
150丈降到100冗，试求物体降温规律及20 min 后的温度 • 

解物体降温遵从热力学的牛顿冷却定 律：物 体温度 u = 
u (0 变化速度与物体和所在介质温度差成正比，即 

苦 = -k(u - u a ) , 

其中 A > 0为比例常数（冷却系数、传热系数 ） ，\为介质温度.上式 
为一阶常微分方程，可变量分离成一#一 =- Ad t ， 再两边积分，得 

U _ u 0 

ln(u - u „) = - kt + d ， 其中 0 为任意常数.于是有 u = u a + e ' 1 "* 1 = 
u 。 + ce _ il . 将初始条件 u (0) = u 。 代人，最后得 u ( f ) = u „ + ( u 0 - 
再利用给定条件 f = 10, u 0 = 150, u , = 100， u 。= 24,由上 

式可计算得 k =^ ln ||« 0.051. 即得该物体降温规律为 
u (0 = 24 + 126 e _0Mh . 

而20 min 后的物体温度为〜= “（20) = 24 + 126 e -° 0Slx20 « 
70 * C . 如图 2.2. 

(3) 气体混合一车间体积为10 800 m 3 , 开始时空气中含有 
0. 12%的 C 0 2 (二氧化碳），为了保证工人的健康，用一台风量为 
1 500 m 3 / miri 的鼓风机鼓人含有 0.04% C 0 2 的新鲜空气，假设通 
人的空气与原有空气混合均勻后以相同的风量排出.问鼓风机开 
动10 min 后，车间中含有 C 0 2 的百分比降低到多少？ 

解设 f 时刻车间中含的 C 0 2 .在 t + “ 时刻中(：0 2 的改 
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图 2.2 物体降温 


变量为鼓人量和排出量之差 1 500(0.04 -*)出，而车间内 C0 2 的 
改变量为10 &00 [*(f + At ) -*(0]. 两者应相同，即 

10 800[*(/ + Ai) - *(0] = 1 500(0.04 - x)At. 

从而 


-*) = ^(0.04 -x). 


At) — x(t) 


当心 — 0 时方程变为 

-吣) =字=士(0.04 -幻. 
ai — 0 dt 36 

求得 co 2 百分比变化的微分方程 

窑=蠢 ( 0 04 -幻， 

初值条件为*(0) = 0.12. 

可分离变量积分 方程： 

7^04=-J6 dt 'L 2 7^04 =-/[ k dt ' 

, ^ - 0.04 5 

ln 0.12 -0.04 = _ 36 1 ' 


~ ^_。 04 = e - 奋 ,* = 0.04 +0.08e 太 

U. Uo 
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10 ming * = 0.04 +0.08 e 如 0 * 0.06 .即 C 0 2 的百分比降低到 
0. 06. 

(4) 容器中水流出置开口面积为 cm 2 的装水容器，当水面 
高于开口处 A cm 时单位时间从开口处流岀的水量为 0. 62# ，其 

中尽= 980 cm / s 2 为重力加速度（见 [§7.3.3 - (3)]) •现有直径为 
1 Hi 高为 4 m 的圆筒容器，在底部开有直径1 cm 的孔，如图 2.3. 
问水多少时间流完及多少时间流出水量的一半. 



图 2.3 容器中水流出量 


解开口面积为 5 =抓 2 =|— 2 )，根据圆筒形水面高为 
h cm 的流出水量变化公式，可得微分方程 



孕=_ x ^2 xg xh =-2 A ^ h , 
dt 100 2 



1. 37 x 10 3 . 


积分之 
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uK=- A ^luK = - A i dt + c ' n + c - 


由 * = 0 时，/ ! = 400，得 C = y^QQ = 20. 于是最后得解 
■/h = - At + 20. 

当水流完 A = 0的时间应为 
20 

« = — = 1.46 x 10 4 ( s). 

/\ 

而水流出水量的一半= 2⑻的时间应为 

t = y( v^400 - v^OO) « 4. 28 x 10 3 (s). 

(5) 放射性衰变 放射性是原子的一种特性，一种物质的放 
射性与现存的物质的原子数成正比•如 N ( t ) 表示 f 时刻的原子数， 
则有 


d/V(Q 

dt 


= -\N(t),N(t 0 ) 


= N 0 . 


A 为物质的衰变常数 • 一般用物质的半衰期（物质衰变至一半的时 
间）来衡量物质的衰变速度.上式有解 


-A ( 卜 O = ln^-,AT( t ) = N 0 e-^- ，0) . 

iy o 

对半衰期有€ = f ，于是 

= h^2 = = ^693_1 

A A * - 

铅 -210 的半衰期为22年，镭 -226 的半衰期为1 600年.利用物 
质的放射性衰变可以测定物质的存在年代.如图 2.4. 

已知有镭 -226 存量为500 g 时，问经过250年后镭 -226 存量是 
多少？ 

解 由前面放射性物质的衰变速度与该时刻物质量成正比 

及镭 -226 的半衰期为1 600年可得镭 -226 的衰变常数 A = 

1 600 
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图 2.4 放射性衰变 


= 4.332 x 1( T 4 , 利用前面求得的解有 

N ( t ) = N 0 e ' H " ，o) = 500 e' 4 - 332x,o " 4x2SO = 500 e '° 108 3 « 449. 
即经过 250 年后镭 -226 存量是449 g . 

(6) 群体增长数学生物学家 G . F.Gause 对属于原生动物 
门的草履虫做了一个群体增长实验.把五只草履虫放人盛有 
0.5 cm 3 的培养基的试管中，六天中每天计算草履虫的数量.发现 
当数量不大时，以每天230.9%的速度增长，第四天达到375只的 
最高水平，虫体占满了整个试管. 

利用人口增长的 logistic 模型模拟草履虫群体的数量 增长： 

莹 = r(l -^NMO = N 0 ， N ( t ) 多 Q 

有解（见[书 §1.1 例 3] 和[书 §2.1 例 3]) 

N m 

N = ---=- . 


(会-小 


= 2.309, yV M = 375,可求得 


这与实际数据非常一致，见图 2. 5( [文10 §5]). 
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图 2.5 草屜虫数 M 


§2.3.4 历史与人物 

(1) 简史（一阶微分方程）一阶常微分方程与微积分的开 
创同时出现，因此，微积分的创立者牛顿和莱布尼茨均对其初等解 
法作出过贡献.牛顿完全解出了二体问题的微分方程和正交轨线 
问题. 莱布尼茨探索变量变换方法，解出了很多简单的微分方程. 
伯努利兄弟和里卡蒂讨论特殊微分方程解法.约翰 • 伯努利曾为 
解决了悬链线问题而其哥哥詹姆斯没有成功而沾沾自喜.詹姆 
斯•伯努利则推导出跟踪曲线方程并提出伯努利方程.克莱罗和 
欧拉研究了恰当方程和积分因子方法.拉格朗日也解出了一些特 
殊的方程.刘维尔证明了仅特殊类型的里卡蒂方程可化为伯努利 
方程求解.求解一阶方程的所有初等方法到1740年都已清楚了. 

(2) 莱布尼茨 （G.W. Leibnitz, 1646—1716) 德国百科全书 
式的天才•莱比锡某大学教授之子，他一面从事政治外交活动 ，一 
面对各种科学、技术有创造性的贡献.他的遗稿分类整理为神学、 
哲学、数学、自然科学、历史和技术等41个项目 . 1672—1676年在 
巴黎时（与牛顿同时独立地）发现微积分学的基本定理，引人巧妙 

的记号如 d，J" 等建立了微积分学的基础.同时也对一阶常微分方 

程的求解进行过 研究. 并曾构思符号逻辑和计 算机. 1700年在他 
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的影响下创立柏林科学院. 

(3) 伯努利 （ Bernoulli ) 家族 17、18世纪瑞士的伯努利家族 
出了 8位数学家，其中3位是杰出数学家.詹姆斯•伯努利 
(1654-1705) 初学神学，后转数学，为巴塞尔大学教授.研究特殊 
曲线，发明极坐标，引人 tan * 的幂级数展式的伯努利数，提出了概 
率论的大数定理（伯努利定理）.他的弟弟约翰 • 伯努利 
(1667-1748) 初学医，后亦转数学.开始为荷兰某大学教授，后亦 
为巴塞尔大学教授.他用微积分解决了几何学、微分方程和力学的 
很多问题.1696年他曾提出速降线问题向全欧洲挑战，后为牛顿、 
莱布尼茨及伯努利兄弟所解决.他的儿子丹尼尔 • 伯努利 
(1700-1782) 初亦学医，后为彼得堡的数学教授，1733年回巴塞 
尔，先后任植物学、解剖学与物理学教授.在物理学、概率论和微分 
方程方面多有贡献.著有名著《流体动力学》.曾获法兰西科学院 
的10项奖.被认为是第一位真正的数学物理学家. 

(4) 里卡蒂 （ C . J . F . Riccati , 1676—1754) 意大利学者，写 
过数学、物理和哲学著作.曾被邀去彼得堡任科学院院长，但未赴 
任.他仅讨论过里卡蒂方程的一些特例，但未给出解法.这些特例 
后被伯努利家族一些成员成功解决.刘维尔证明一般的里卡蒂方 
程不能用有限项的初等函数解出. 

(5) 利比 （ W . F . Libby ) 化学家.放射性碳测定年代法的发 
明者，1950年他和助手已搞出一套利用放射性碳测定时期的方 
法，对几千年至5万年前的时代，其方法相当准确.其方法的依据 
就是放射性元素衰变的常微分方程.利比因这工作获 I 960 年诺贝 
尔化学奖. 

历史人物尚有 ：牛顿 （[§1.3.4 - (2)])，欧拉 （[§1.3.4 - 
(3)])，克莱罗 （[§3.3.4 - (5)]), 拉格朗日 （[§5.3.4 - 
(2)])，刘维尔 （[§8.3.4 - (4)]). 
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§2.4 习题与习题解答 


§2.4.1 测试练习解答 


1. (1) 分离变量办 如 . 

y x 2 

(2) 可改写为分离变量方程* 〆 = xy + x - y-l = (x - 1) 
(y + 1). 


(3) 改写为裝 -七+小 _ ( 子）= 0,可用变换“ = 子化为 

变量分离方程. 

⑷化为+备= 2 xy^+ X x 2， ^ Z = 〆 ，可变为^的齐次方程 

dz _ 3 z 2 — 6x 2 
dx 2 xz + x 2 ' 

(5) 化为 *dy + yd * + x 2 y A dx = d ( xyr ) + ( xy ) 4 x~ 2 dx = 0. 
dM dN 1 


2 . ( 1 ) 


by dx 


= 0,方程为恰当方程. 


dM dN 、 

(2) ay ~ = ~ s,n X8,n y + 8m * sin y = o , 方程为恰当 


方程. 


(3) ^ "If = 2 * ' (_2%) =4x ^ o , 方程不是恰当的.但 


dM _dN 
dy dx _ 2 


- M 


仅含 y , 有积分因子 p = e -/^ = y -\ 


⑷尝—尝 =- sin 2” sin 2 y = - 2 sin 2 y # 0,方程不是恰 


当的.但 


dM dN 
~dy ~ ~d^ 


仅含*，有积分因子 /4 = e - l ^ = x - 2 . 
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dM _dN 

(5) = 2(* +r ) #0 方程不是恰当的 . 但 dy N dx = 
by dx 

2, 存在仅含 * 的积分因子 /t = e J 2dl = e 2 ' 

(6) M _ M = 3* 2 ln y -3x 2 ^ 0, 方程不是恰当的.但 
ay ax 

dM _dN 

= 1 " lny , 仅含 y , 有积分因子 M = ei 1 ^ = 

- M yin y 

jC^-.J-Onr) = ]n_y 
y 

dM dN 

(7) = 2x 2 y ^ 0, 方程不是恰当的 . fB ey dx = 

dy 办 - M 

仅含 y, 有积分因子 M = e-/^ y = e-^ r = y 十 

dM ^dN 

(8) 方程化为 （ -X 2 +jr 2 )dx - 2xydy = 0. ^ dX = - 丄，有 

N x 


积分因子 /x = = x ' 1 . 

3. (1) 方程缺 y ， 可令 / = p = tx . 亦可直接分解为（/- 
4*)(/ + 2x ) = 0. 


(2) 方程缺; c ， 可取参数/ = p ，并对 y 求导. 

(3) 令 p = / 解出 y = /(*，/) = xp - x A p 2 ,可利用 / = 




=P 


£ L ， 化为塞的方程解之. 


(4) 令/> = /，方程化为 p 2 -yp + e x = 0,方程关于 y 可解 


y=P+ f 两边对 4 导再解之. 


( 5 )可解出"心， ) ，令，=3 兮 ，化为奪的 
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方程解之. 

(6) 方程化为 y * V 2 -2*(/- l )/+ y (/- l ) =0,将方程 
视为/的二次多项式方程，有解 

y ' = r ^ r [2 x ( y 2 - 1) ±2*(1 - y 2 ) T ] 

2 yx 

= I + 丄 [- 1 ± (1 -y 2 ) + ]. 

x xy 

上微分方程为变量分离方程 

_ ydy _ _ dx 

( y 2 - l ) ±( l - y 2 ) T x 

4. ( 1 ) 方程为非齐次线性微分方程 P = - tan = sec x . 
可用通解式解之. 

(2) 以 y 为自变量 4 为因变量.方程变为非齐次线性微分方 

程岩=专”' 

(3) 此为拉格朗日方程•令 p =/，方程为 y =2* P -4 〆 . 对* 
求导，有 

y ' - P = 2 p + ( 2 x - I 2 p 2 ) - I 2 p - —X 

ax dp p 

为*的非齐次线性方程. 

(4) 化为/ +Ay = ■!■*/，是伯努利方程 ，/I =4_0，1.可取 
^ = y '-* = 厂 3 ，化为非齐次线性方程 • 

(5) 〆 = - y + xy T 为伯努利方程 ， n = i t 6 0，1 .令 z = y _T 
可化为非齐次线性方程. 

(6) 化为里卡蒂方程/ = f - [^ L f 1 )y + x + 2,易观察得 
—特解 y = x . 可取变换 y = z + x 化为伯努利方程解之. 


64 



§2.4.2 补充习题解答 


1. (1) y =0为方程的解 . y #0 时分离变量& = (1 

y x 

=(^- + —) d *. 积分得 In I y I = - + 21 n | * | + c ,-^- = ce " T , 

\ * x / x 

y = C * 2 e ;， 其中 C 为任意常数（含 y = 0). 

(2) y = - 1 为方程的解 .y 1 时改写为分离变量方程 

xy ' =xy + x - y - I = (* - 1) (y + 1)= --积分得 

y + i x 

In I y + 1 I = * - In I a : I + c , x(y + 1) = ce * ，其中 c 为任意常数（含 
y =-l). 

(3) 方程要求 I yl 矣丨*丨，改写为裝-士 ■+ /l -(子厂=0, 

取变换 U = —, U ' = - — =-丄 y /\ - U . #— === 

x x x 

-也，得 arcsin u = - In | * | + c,x = ce —• re,l " u ， 解为 x = 

X 


ce - re *^( | y | < 卜丨），或7 = * sin ( c - \ n \ x \ ) ，其中 c 为任意常数 • 
还有解 y = x . 

(4) 化为+ ¥ = = r ，可变为的齐次方程 


3 z 2 - 6 x 2 


• 再令 2 = XU ， 有 


du dz 3 u 2 - 6 u 2 - u - 6 

= " U + di = ' U+ 2^77 = 2 _ u + ~ 


cLt _ (2 u + 1) da 

x (u + 2) (u - 3) 



积分得 
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71 n I u - 3 I + 31 n I u + 2 I = 51 n | x | + c , 
( u -3) 7 ( u +2) 3 = cx 5 ,(z - 3 x ) 7 (z + 2 x ) 3 = ex 15 . 

最后通解为 （y -3*) 7 ( y 3 +2 x ) 3 = 其中 c 为任意常数.本题 
尚有特解 u = 3 ，u = -2. 即 y 3 = 3 x , y 3 = -2* ，它们对应于通解中 
的 c = 0. 

(5) 化为 xdy + ydx + x 2 y 4 dx = d ( xy ) + ( xy )* x~ 2 dx = 0,为变 
量分离方程.即 

T^TT = - 一 \-{xy) 3 = x~' + c,3(cx + 1 )x 2 y 3 = - 1, 

(*y) 3 

其中 c 为任意常数.还有解 r = o . 

2 (1) = J __ J _ =0 , 方程为恰当方程直接使用 

dy dx x x 

公式 


=yin x + j y 3 dy = yin x + 


"tSf dx ) dy 


= c . 


通解为 4 yln 欠 + / = c ，其中 c 为任意 常数. 

(2) - — = - sin ^sin y + sin xsin y = 0,方程为恰当方 

dy dx 

程.方程变为 


一 cos yd ( cosx ) - cos 戈 d(cos y ) = — d(cos xcos y ) = 2 sin ydsin y . 
积分得通解 cos xcos y + sin 2 y = c ， 其中 c 为任意常数 • 

或直接使用公式 


J ( sin xcos y ) dx + J ^ cos xsin y - 2 sin ycos y - 
J ( sin xcos y ) J dy 


=-cos xcos y - J2sin ycos ydy 
= - cos xcos y - sin 2 y = - c . 
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dM _dN 

(3) 解 1 =-f 仅含; K ， 有积分因子从 = e-^ 

= y - 2 . 即 

=- 2xy- 2 =- 2xy-\ 

现求 u ， 使它同时满足 


du ， -i du 
— = 2xy , — 
dx 9 dy 


2 -2 

-x y ， 


由第一式对 * 积分得 u = x 2 y' 1 + < p ( y ) ，于是 
du 


dy 


2 -2 , d ( p (, y ) . 2 .2 daj ( r ) . , 、 

= -*y + d^~ = l ~ xy 'd^~ = lMy)=y ' 


求得“ = x 2 y~ l + y . 即通解为 / 厂 1 = c ，其中 c 为任意常数.还 

有解 y = 0. 

解 2知有积分因子 = e _々 y =厂 2 后可直接应用恰当方程 
通解式（见 [§2.4.2 -5]) 


J fiMdx + J (fiN ~ j / xA / dx j dy 


dy - 

= x 2 y ~' + J (1 - x 2 y ~ 2 + x 2 y~ 2 )dy = x 2 y~ x + y = c . 

还有解 y = 0. 

解 3 直接求全微分式 

2 xydx + ( y 2 - ) dy = ydx 2 - x 2 dy + y 2 dy 

= y 2 d ^ —j + y 2 dy = 0. 

于是 d (香) + dy =()，♦+y =〜其中。为任意常数.还有解 7 =0. 

(4) 解 1 - = 一 sin 2 y - sin 2 y = — 2 sin 2 y # 0，方程 

dy ox 

dM _dN 

不是恰当的.但 & =-| 仅含*，有积分因子 /4 = e ' l ^ = 
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.应用恰当方程通解式 

jfiMdx + J [/JV -念 J fiMdx j dy 

= x + *~' sin 2 y + J ( a :' 1 sin 1y — * _ l 2 sin ycos y) Ay 
=x + x' x sin 2 y = c. 

求得通解 ^ + sin 2 y = c *， 其中 C 为任意常数 • 

解 2 直接求全微分式 

(x 2 - sin 2 y ) d * + xsin 2ydy = x 2 dx — sin 2 yd * + a : d ( sin 2 y ) 

= / d ： c “ 2 d (, = 0. 

于是 d * + df — n ’ ) = 0，* + S *° 、 = c,x 2 + sin 2 y = c *， 其中 c 为任 
意常数. 

dM BN 

(5)^--^-=2( x + y ) 方程不是恰当的. B dy dx = 
by dx N 

2,存在仅含*的积分因子 M = e J 2dl = e ' 于是有解 

J fxMdx + j (fiN ~ ^ J M-^fdxjdy 

=J e 2 *(y + 2xy + y 2 ) dx 

+ J [ (e 2x (x + y) - ^ J e u (y + 2xy + y 2 )dx^dy 
= ye 2 *( y 2 + 2xy) 

+ J[ ( e 2 *(* + y ) - e 2 *(y + x)]dy 
= -^- e 2 * (/ + 2xy) - c. 

方程的通解为 f / e 21 +xye^ = c ， 其中 C 为任意常数 _ 
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(6) = 3 x 2 \n y + 3 x 2 - 6 x 2 #0,方程不是恰当的，但 

by dx 

dM dN 

- y -~ ax = — l - nj 仅含 y ， 有积分因子 M = ef ^ = 
- M yin y 

e - K '- cb ^ 10 ^ = llLZ ， 于是 

y 

j/xMdx + j(fiN -念 ffiMdxjdy 

=* 3 * 2 yln ydx + Jj ^ ^-^(2* 3 + 2 y 3 + 3 y 3 ln y ) - ^(* 3 ln 2 y ) ] dy 
= x y \ny + J [2 y 2 ln y + 3 y 2 \ ny]dy = x 3 ln 2 y + y 3 ln 2 jr = c . 

方程的通解为 U 3 + y 3 ) ln 2 y = c ，其中 c 为任意常数（含特解 
y = i). 

dM dN 

⑺ M _ M = 2 x 2 y ^ 0, 方程不是恰当的，但 = 
dy dx - M 

-忐， 仅含 y , 有积分因子弘 = e -/^ = e-> r = 厂+.由 

4 x 2 y T dx - ( y' T - 2 x 3 y T )dy = - y _T dy = 0 ， 

存在积分 " IVy 7 -2 y T = c ,4 x 3 y ^ -6 〆 = c ， 其中 c 为任意常数（含 
特解 y = 0). 

M _ M 

(8) 方程化为 （-* 2 + y 2 ) d * - 2 xydy = 0. ^ dx = -丄，有 

N x 

积分因 子 /t = = * '用， 2 乘全式用公式或组合可得解 
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X 


3. (1) 方程缺 y . 令 〆 =/> =以，得尸 - - 8 = 0 ，t = 4,« = 

- 2. 分别解得/ = 4 *,y = 2 x 2 + c 及/ = -2 x,y = - x 2 + c ， 其中 
c 为任意常数.它们均为方程的解. 

亦可直接分解为（，- 4*)(/+2*) =0.分别就/-4* =0, 
y ' +2 x =0 解得 

y = 2 x 2 + c；y = — x + c , 

其中 c 为任意常数. 

(2) 方程缺*，可令/ =厂方程化为7= 〆 +2 p \ y ' = p = 
2 p(l +3 p ) p ' 有解 p = 0 ，y =云及 2(1 +3 p)dp = dx,x = 2 p + 3 p 2 
+ c . 验证 S = 0 .解为 y = 0 及 

fr = p 2 + V. 

= 2 p + 3 p 2 + c . 

其中 P 为参数， c 为任意 常数. 

(3) 令 p = y ’ ，可解出 y = f ( x , y ') = xp - x * p 2 ，因/ = # = 


P = ¥ = ^ + •有 

ox dx dp dx 


p = p - 4 : 3 〆 + (x - 2 x A p ) p f , 


(x - 2 x A p )dp = 4 x 3 p 2 dx f (1 -2 x ^ p)dp = 4 x 2 p 2 dx . 

由 2(7) 知可积分，求得 4* 3 p + -6 p + = c 方程的通解为 
[y - xp - x * p \ 
l 4* 3 /»~ - 6 p ~ = c . 

其中 P 为参数， c 为任意 常数. 

(4) 令0 = /方 程化为 p 2 -yp + e x = 0,方程关于 y 可解 y 

P + —■ 两边对 * 求导再解之. 

P 
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p 十丨 1 _辨’ 

( e > - p 3 )dx + ( p 2 - e")dp = ( p 2 - e *) ( dp - pdx )= 
有解 p = ± e T , y , = ± e T ,y = ± 2 e + + c 及生 = dx,p = ct 


ce ,y - ce * + c . 代人验证得 c = 0 ,c =—. 最后解为 y = ± 

c 

cy = c 2 ^ +1，其中^为任意常数. 

(5) 可解岀* =/(*，/)， 令 / =#=/>，# =丄.因 a 

dy p 


即 


dx _ l 一 df + df dp 
dy p dy dp dy 



- 6 yV - 3 (y - y 2 p 2 ) dp 
9 p 2 dy ' 


1 - 2 yp 2 _ y 2 p 1 + y dp 1 
3 p 3 p 2 dy ~ p f 

y 2 p 2 + y dp _ 1 - 2 yp 2 _1_ _ -2(1+ yp 2 ) 

3 p 2 dy 3 p p 3 p 

可分解为 


第一式有解 py 2 = c ， 将 p = cy -2 代人原式得 c 2 + 3 ；«c 
0,其中 C 为任意常数.此为方程的通解.方程还有解 y = 0. 

第二式代人原式可简化为 - y + 3* P - y =0， P =|^. 

第二式最后得4/ + 9 x 2 =0.此为奇解. 

(6) 由[ §2.4.1 -3(6)]，方程化为变量分离方程 


0 . 

\y ' = 

2 e T 及 



-y = 

再代入 


71 



(y -l) ± (1 -y 2 ) + 

令 u = (1 - y 2 ) T 9 du = 一 （ 1 - y 2 ) " T ydy 


x 

=-/ Vdy , 上式化为 


一 udu 
-u 2 ± u 


=cxAl - y2) =(c * ±1)2 . 


方程通解为 y 2 + ( cx ± l ) 2 = 1 及 y =±1，其中(：为任意常数.还 
有解 : K = 0,含于通解中. 

4. ( 1) 非齐次线性微分方程 P = - tan x,Q = sec x 有通解 


y = e 十 n * d * ( Jsec xel' taMix dx + c j = cos * ( J 860 X dx + c j 

=cos x ( tan x + c) = sin x + ccos x . 

其中 c 为任意常数. 

(2) 以 y 为自变 量,* 为因变量.方程变为非齐次线性微分方 
程岩 = ,+ 〆 有通解 * = e 叫 JrV 2 dy + c) = r 2 (|y 2 + c) = 

\y + cy 2 . 即戈 =+ cy 2 , 其中 C 为任意 常数. 此外，还有解 


y = 0. 

(3) 此为拉格朗日方程.令 p =/，方程为 y =2 叩 -4/> 3 ,对* 
求导，有 

y' = p = 2p + (2x - 12p 2 ) = - —x + 12p, 

ax dp p 

为 x 的非齐次线性方程.有解 

^ = e ^( / 12pe/>dp + c) = p' 2 (\2 jp 3 dp + c) 

=cp' 2 + 3p 2 . 

方程解为 

fr = 2 xj ) - 4 p 3 ， 

1* = cp~ 2 + 3 p 2 . 

其中 P 为参数， c 为任意常数.尚有解 y = 0. 



(4) 化为 y' +j^y = Y xyA 为伯努利方程.以厂乘方程 

y'*y' + 

取 z = y l_4 = y -3 ，则化为非齐次方程 z ' = - 3 y _4 〆 = iz - 4*， 有 

X 

^ ~ — J 4xx ~ 2 dx + c) = (c — 41n | x \ )x 2 . 

原方程有通解 y = (c-41nM 广込_+，其中0为任意常数. 还有解 
y = 0. 

(5) / = - y + xy^ 为伯努利方程 n = Y ^ 0,1- 令 z :厂 +， 
方程化为非齐次线性方程^ =- \ y ^ y ' =^~ Y X 有通解 

z = I - J -^-xe~ rz dx + c ) = e 7 * ( c + *e _T * + 2e" T * j 
=ce 7 * + x + 2. 

得 y _T = ce 7 * +x + 2 ,y = ( ce b + x + 2 K 2 , 其中 c 为任意常数.还 
有解 y = 0. 

(6) 化为里卡蒂方程 y ' = ^ - (^^-) y + * + 2,易观察得 
一特解 y =* .可取变换 y =2+*，方程化为伯努利方程 

z ' = y ' -I = (2£±1 

X \ X 

以， 2 乘方程 



X2 X 


当 Z # 0 时取 U = 广 2 = ， ，则化为非齐次方程 u r = - z - 2 z ' 
- -- = 有通解 




XZ 


X 


X 
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=ei^ I — J —x~ l dx + c j = x (v + c ) =1 


于是 y -X = z = u -' = (1 + C *)- 1 ， 即原方程有通解 （: K-*)(l + 
cx ) = 1， 其中 C 为任意常数•对 u 尚有 z =0,即 y =* 未考虑，代入 
原方程知其为解，即原方程尚有解 y = *. 

5. 对称形式的一阶微分方程 M (*， y ) d * + 7 V (*, y)dy =0有只 
与 y 有关的积分因子的充要条件是 


dM _dN 
dx dy 
~ - M 


= < p ( y )- 


有积分因子 M = J _. 于是 el rlr)ir M(x,y)dx + eb^N(x,y)dy 


0 

dx 


^ 屬解式 


f eh r,dx M(x,y)dx + f [ eb r)iy N -吉 J e! f(r)iy M(x,y) dx]dy = c, 

其中 * ) 扣积分号内的积分是偏积分，视 y 为参数，仅对; c 积分. 

6. ( 1 ) 取变量变换 y = ux 9 dy = udx + •因 Mdx + Ndy = 
0 是 n 次齐次的，可变为 + ' ( 子 ) dy] = 0 ,即 
M t (u)dx + yV, (u) {uAx + xdu) = 0 或 （ A/Jit) + uN t (u) )dc + 

^,( u)du = 0,得变量可分离方程 & = 二 ，(乂巧 、 . 

x M,(u) + uN x {u) 

( 2 ) 取变量变换 y =i，dy =- 4 如 + 心 . 方程变为上 /(« 0 心 

x XX X 


+ g (“ )(dii - 子 dx) = 0, BP-^-[/(u) - g(u)]dx + g(u)du = 0, 


dx 


g(u)du 

»[/(**) - g ( tt )] 


. 此为变量可分离方程 . 


7. (l)$z=a:+y + l 


dz 


iZ _ , ■ U-2) 2 



2( z 2 -2 z + 11，即 

dz = 2 dx 9 

积分得 z + In I z 2 - 2 z + 2 I = 2 x ^ c 9 z 2 - 2 z + 2 = ce 2x " x . 即解为 
( x+y + l ) 2 -2( x+y + l ) +2 = ce 2 *-^^ 0 , 

(* + y ) 2 + 1 = ce *" r_I , 

其中 C > 1 为任意常数 • 

(2) 令： =* + y , 则由盖 =1 + 裝，方程变为盖 = 1 +8in 二 


z 2 dz _ / j + 2z - 2 
z 2 -2z +2 一 l 1 + z 2 - 2z + 2 - 


分离变量得 ， & = dx. 将其左端分子分母同乘 1 - sin 化为 

1 + sin z 

易于积分形式 

dz 一 ( 1 - sin z)dz _ ( 1 - sin z) Az 
1 + sin z 1 一 sin 2 z cos 2 z 

=(sec 2 z — sec ztan z) dz = dx. 

两端积分得 tan z - sec z = x - c. 化简得 - tan ( 子 - 音 ") =x - c. 
原方程的积分为 * + = c ，其中 c 为积分常数 • 

(3) 令 tt =xy ， 有岩 = * +y 岩 = -y + y(u + u 3 ) = + ~) u 
+ >V ， 此为伯努利方程 . 令 z = u- 2 , 化为线性方程老 =- 2a- 3 ^ 
= _2(y+ +p_2y . 有解 

Z ; J -2( 0( _2jV +2l —ydy +c ) = y" 2e " y2 (- 2 J e^ydy + c) 

=y" 2 e" r2 [ - (y 2 - 1) e y2 + c] = cy" 2 e' /2 - 1 + y" 2 . 

即 2 = = (xy)~ 2 = cy' 2 e" y2 - 1 + y _2 , 通解为 cx 2 e' y2 - x 2 y 2 + 

= 1 ，其中 c 为任意常数 
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(4) 分离变量再化为分部分式， 

山 _ _ dIP _ 一 I I c 1 \ AD 

(cP + c')(N - P ) ~ cN + c\cP + c ' + N - Pt ' 

积分得 

\ n ( cP + c ') - ln(N -/>)] = “ C, C ~^j = 严 

尚有由 c /> + c ' =0 或 iV = /> 产生的特解 P = 亡/ 为任意常数. 

利用初值条件尸 (0) =0确定积分常数& = /)> , 1 ,、 1 >1 尤， 

(cN + c ') N 

即解为 

cP + C 1 _ u N+c . u _ Nc '[ e (ef, * c ' u - 1] 

N-P ~ N ， ~ — cN + c ，广丫 ’ 

其中要求 cN + c ' ^ 0 (N = 0 含于解中）.当 dV + 〆 = 0时解为 
P = 0. 

(5) 方程为伯努利方程 ;I = a < 1.令 z = y 1- ' 方程化为非齐 
次线性 方程/ = - (1 - a)fiz + cA(l - a ) 有通解 

z = e - J (1 -一 [ JcA(l - a ) e <, -° , ^df + ^] = ^[ 1 + ]. 

I 

即7 = [^-(l 其中犮为任意常数.当; K 0) = y 0 

时有 

ro = [^(, + A ：)]^, A ： = ^- i , 

if ， 

其中要求 CT < 1 ^ 0. 

8. (1) 方程为一次齐次方程，令 y = ux,dy = udx + xAu . 方程 
可变为 
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xdu — y 1 — u d ^; = 0 


du 


dx 


yr-v x 

arcsin u = In \ x \ + c , e* ro,,ntt = cx . 

方程的解为 e ,rc,i ^ = c *， 其中 C 为任意常数.尚有解 y = x . 

(2) 令/> = y ，， 方程可解出 = 学 + k , 对*取导数有 

2 p 


P = I + — 

2 p 


(I，, 

-f + 7 + ( f -7)' 

( f - yl - fy - 1 ) 


p 

)• ~ l 
p , p 

0. 


有解 i -+ = 0 ， p =±2 及 f - 1 =0々 = > = M 代人原 
方程得 y = ± 2* 及 y = cx 2 +丄，后者即 c(y - cx 2 ) = 1 ，其中 c 为 


任意常数. 
(3) 令 


P =/，方程可解出 y,y = ^-^,对*取导数有 

2 p 

p I6x / x 16x 2 \ , ( 1 16 太 \, , 、 ^ 

p = f _ 7* + (Y + 7 卜 ( Y + 7)( xp -p) ， 

由 X P , - P = 0,— = —,P = 2 c *， 得 y = ^ - ^- = CX 2 - -^-2 
p x 2 〆 4 c x 

$•，即得积分式^ 2 - c 2 y-l =0,其中 c : 


d - 2 


4 c 2 ** 

为任意常数.由 +- 

^ =0 ，/= P =-( 32 x ) r, y =-_|_. 3 2+j ， 亦为方程的解 
(特解）. 


(4) 令/> = 〆 ，方程化 为：* = yp + ap 2 ,y = 
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之 ， p = 女 - 穸恙 _< 1 盖■将 p 视为独立变量，在 〆 1 - P 2 )— 。情 
形有轰+7^7.此为线性方程，当/> 2 < 1 时，解为 

无 = _^- £ ^^; 当 /)2 >1 时解为 怎 = _£^_ + 

apln | p + vV _ 1 _ , 

H . 在 p( 1 - p ) = 0 情形有 y = c 和 y=±* + 

VP - 1 

c ， 仅 ； k = ±*± a 为解 • 得方程以 P 为参数的解 

X = — CP - ££ i rCSin 〜 < 1); 

*/l - 〆 y/l ~ p 2 


cp apln I p + 

vV _ 1 Jp - 


•/ p 2 -1 


-(p 2 > i). 


R . y = ± x ± a . 

(5) 令 p =〆 ， 化为 〆 -4 xy P + Sy 2 ^(^以户的二次方程解岀 
p ， 有 P = 2x r ± ^4 x 2 y 2 - Sy 2 = 2 xy ± 2 y ^ x i - 2 , 即有/ = 
(2 x ±2 yV - 2) r - 可解得 

^ = (2x ±2 

ln lrl = f (2x ±2 vV -2 )如 

= x 2 ± x y / x 2 - 2 -2\ n\x + - 2 | + c , 

= ce ^» v^T 

7 _ (x+ /?~2) 2 ' 

其中 c 为任意常数. 


9. 变换 y = /后方程变成 /uTV = a *° +6/"， 按齐次函数定 
乂，各项次数相同，即有 n - 1 = a = / 3 n . 于是可求得 
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n = a 


+ 1 ,a = fin =/3(a + l),a-j8 = a/3 ， ~^ ■- 丄 = 1 ， 

P a 

即 a ，/3 必须满足关系式去-丄 =1. 

P a 

10. 令7 = u*，dy = ud* + *du ， 方程 M(x ， y)d* + N(x,y)dy = 
0 可化为 x m M( 1 ， u) d* + x n N( 1 , a) ( udx + xdu) = 0 ， 即 
x m [M( \ ,u) + yV( 1 ,u)u]dx + x n *'N( 1 ,u)du = 0. 

方程有积分因子 + yv ( i ，“） u ； T . 因此， 
原方程有积分因子 

弘 （*， y ) = [ xM ( x , y ) + yN ( x , y )]-' = \ 


11. (1) 由积分因子的充要条件 
将 /x =Mp(*,y)) 代入可得 

\ dx dyl ^(p \ dy dx I 

/jl \ dy dx l\ dx dy I 

因 M 为 p 的函数，故必有函数 /(w 满足 

ldM_dN\( N ^_ M dcp\-' =/ (… ， y ”， 
\ dy dx / \ dx dy! 

且其积分因子为 M 


(2) 直接将 <p = x , y,x ± y , x 2 ± y 2 , xy , x a ■/ 代入求 /( 屮）， 

X 


易计算出其积分因子 


dM dN 

fix) = 8y N dx -J(y) 


dM _dN 

dy _ dx 

~ - M 


/(* ± y) 



dM 

dy 
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八 xy) = ( tD ( N ” Mx) 、 

/(xY) = (dM_dJV)(aN_^My , 

' by dx I \ x y ) 

(3) 方程化为（戈 y 3 )dx + ( x 3 + y)dy = 0 •令供 = x 2 + y 2 , 有 


ldM _ dN \( 
\ dy dxt \ 




(3y 2 - 3x 2 ){2x* - 2/)-'= 


- y (* 2 +/)'■ = - ~ y < p ' x . 知方程可积，且其积分因子为 M 

e -Ih-'^ = (x 2 + /)-i 

解 1 应用全微分公式有 


u = j/^Mdx + - — jfj . Mdx'jdy = 


即方程有积分式 u = c ， 即 - 1 = c ^ x i + y 2 或 - l ) 2 
c 2 (* 2 +/)， 其中 c 为任意常数. 

解 2 方程乘以积分因子，有 

」” 3 3 d, + 」 3 dy 
( x 2 + y 2 ) 2 ( x 2 + y 2 ) T 



得全积分式, = c,xy - 1 = c 其中 C 为任意 

U 2 +y) T 

常数. 

12. 方程可化为线性方程/ ■.有通解 

X X 


y ( x ) = e _ ^[ J *-^- efo>ds + c ] 

= x - a ( J ， /( s ) s a - l ds + c ). 

为求 < 0时，对任意 C 即所有的解可利用洛必达法 
*-*0 

则有 


limy ( x ) = lim 


J ? (5)5 。 


ds 


=lim 


f ( x ) x - 


=lim^-= 


当 a >0 时，由于 c # 0 时有 = oo , 故仅有一个有界解 

0 

(c = 0) : 

y = x ~ a j /(*) s a ' ds . 

利用洛必达法则求 c = 0 时的 limy (*) : 


f/(s )』 

limy («) = lim --- 


ds 


lim 


f ( x ) x a -' 


= Umf^L = A. 


即 a # 0 时均有 limy (: «) = 

«-«o a 

13. —阶非齐次线性方程有通解 

y = ^ )iX [j q (x)e-^dx^c], 
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故 


y . 


r 2 

两式相减，有 


e ^ ， >d ， [/ 9 (x)e-> (l)dI d* + c,], 

’ U,d, [J ? ⑷ e- 卜冰 ck +c 2 ]. 


Ji -r, = (c 2 -c,)e> <l),u , y2 = y, + (c 2 -c,)e> u>d), . 

(1) 对 y 2 =37,，令0 = - c, +c 2 ，利用 = p ( x ) y t + q ( x ), 

(In y x )' - p ( x ) = ^ ■，可以证得 

r . 


y 2 = y , + ce > ( - >d * = y ,2, 

z = 1 + cy ； l J p(t)ix = 1 + ce -J[ (ln = 1 + ce -H. 

(2) 对方程的任一个解 yU) 有 
r = Ji + (c - c,)e/ ,(l)d *,y 2 = y x + (c 2 - c,)el p(x)d, . 


y - y, c - c, _ 

- = - = C. 

Ji - c 2 - c, 


14. 令/ =/>，方程化为 /l( P )y+ fi(/))* = C(/>) .设 4(p) # 
0,方程可变为 y = f ( p)x + g (/>) ,对 * 微分之 y ' = p = f ( p ) + 

Ixf '( p ) +〆(/>)]//. 当 p -/(/>) ^ 0 时可化为线性方程 g = 


/'( P ), 
P ~ f ( p ) 


. g r ( p ) 

P ~f(p) 


，有解 


d ” 4 

上式与 y = f ( p)x + g ( p ) —起构成以 P 为参数的解.当 p - f ( p )= 
0 时则有 〆 = 0 ,p = c.y = f ( c)x + g ( c ) 为奇解或特解.若 
A (p) =0,方程不含; k ， 可按参数法解之（[书 §2.4.2 -3]). 
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15. (1) 由勒让德变换有/ > = = A(PX d ~ 7) = X + P ^~ 

尹，由 p = 芸 = 老 / ^ 可得 P =x.my^px-Y = XP-y ， 从而 

将解方程 FQ ， y ， P ) = 0变为解方程 - yj ) = 0. 

(2) 第2次勒让德变换记为 f = P, v = PA ：- y . 于是 f = x , 
v = * p-y = y ，即 A ：， y 变回自然尸变回 P ， 方程 

X ) = 0 变回原方程 F (： r ， y ， p ) = 0. 

(3) ( a ) 勒让德变换 A ： = pj = />* - y 将方程变为 _ IT = 

PX - y ， 除以 py 可变为 = y + 1. 即线性方程 g = Y + 1 ，得解 
X = e />( J e -/> dr + c ) = F ( ln | y |+ c ), 

即 p = ( p * - y ) (In 1 px - y \ + c ). 与原方程消去 p , 最后为 



y = cxe x , 

即方程的解为 y = C * e +, 其中 C 为任意常数. 

( b ) 通过勒让德变换 A ： = p,Y = p - y , 方程变为 
(PX - Y ) 2 = X 2 + Y 2 , X ( P 2 X - 2 PY - X ) =0， 

X = 0, P 2 X - 2 PY - X = 0. 

对尤=0,有 AT=p = y ' = 0 ，y = c ; SP 2 X - 2 PY - X = 0,有 
y 1 yp f 

px -2 r = 专，对 x 求导得 n + p - 2 P = 女- 

XP ’(1 + ^) = p ( 1 +^)， XP ’ = P,cP = X ，即有 c * = p ， 代人原 

方程 y 2 = + ( c » 2 - y ) 2 ,2 y = c ( 1 + x 2 ). 得方程解 y = c 和 

2 y = c(l +* 2 )，其中 0 为任意常数. 

16. (1) 解出 C，C = fy X 求导 
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^2 - f：y - fy )( f 3 y - A ) - { f'.y + f 3 y ' -/；) (/ 2 - f 4 y ) = 0, 
整理得 

( A 4 + ( f ' J 2 - fj \) + 

(/!/； -fJ\ +/■/: -fX)y + (/^4 -//；)/ =o. 

此为里卡蒂方程. 

(2) 方程 （ A):〆 + 6y 2 = c/ 令 y 
6u 2 =cx m ，此为方程 （ B) : 无 〆 -ay + by 
(B) 可通过 * = ,y = U 2 , 则化为 f + 

( A ) 形式. 

(3) 在 （2) 中当 （ A ) 式中或 （B) 式中为零或 

正整数时方程可解.实际上当为零时方程 （ A ) 为变量分离方程，方 
程 （ B ) 则直接可解为 y = 因 （ A )，（ B ) 可互换，仅证当 

TL ~ j ~ = k > 0 , k 为正整数时方程 可解. 方法为取变换 y = -J + 
f -&'，则方程 （ B ) 变为 

nx m x a *\, a 2 x K a 2 „ , ^ 2 - 

- —y ~T~ a ~ + ~r + 2a ~ + b —r = cx \ 

y y 0 y b y f ， 

xy ' -(a + n)y + cy 2 = bx n , 

此仍为方程 （ B ) 形式.若经 A : 次变换，则原方程 （ B ) 线性项 y 的系 
数 a 变为 a + At » •由 A 的假设，有 a + kn = ■，即系数 a 变为 

fi =2 a ， 即为= 0情形，方程 （ B ) 有解; ^ = J ^ e a \ 

§2.4.3 习题 2.1 及其解答 

1. 求下列方程的解 


= f ，可化为一 “ + 
2 = cx n 形式. 反之，方程 
此为方程 

CL a 
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(1) ^ = 2 町，并求满足初值条件 * = 0 ,y = 1的特解 • 

解 变量分离，处= 2* d *， 两边积分 In I y \ = x 2 + c,y = 
7 

± e* 2+J =(^\因7 = 0 亦 为解. 得通解 y = c〆〆 为任意常数.满足 
初值条件时1 = ce ° 2 = c ， 特解为 y = 〆 . 

(2) y 2 Ax + (* + 1 ) dy = 0,并求满足初值条件 * = 0 ，y = 1的 
特解 • 

提示变量分离, 一^7 =-~，通解=—~~ L ^，另有 

X + 1 y * In I ^； + 1 I + C 


解 y = 0. 满足条件的特解为 y = 


( 3 ) 


t = 


y 2 


xy 



提示变量分离，+卷 


1 dx 2 



解为 

(1 + ) ( 1 + y 2 ) = cx ( c > 0 ) • 

( 4 )( 1 + x)ydx + ( 1 - y)xdy = 0 . 

提示 变量分离 (1 -j)dy = (士 + l)d *， 解为 * - r + 


In | 巧 r | = c 及 y = 0. 

(5) (y ^ x)dy + (x - y)dx =0. 

解方程化为_ = 为线性齐次方程.可作变换 y = 

a - 1 an du u 2 + 1 

- = - 

u + 1 6x u + 1 

变量分离 ^ u + . 积分得 4~ ln ( u 2 + 1) + arctan u = 

u + 1 * 2 


方程化为# = V — 
ax , y + 

c , 因# = + u . 方程变为 

QX QX QX 


-In I * I +c,ln -Jx + y 2 + arctan — = c •其中 c 为任意 常数 . 

X 
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(6)a:^-y + -Jx - y 2 =0. 


提不除以 * ，化为盖 - 子 + sgn (*〉 ^1 - (上)= 0,是齐 

次方程.作变换7 =似，变为 *$ + S gnU ) =0,变量分离 

，— U , = - sgn («)—. 积分得 arcsin u + sgn ( x)ln I x I = c . 原方 
yi - u x 

程解为 arcsin j + sgn(*)lnl x \ = c •另， u 2 = 1 亦为方程的解，即 

原方程还有解 y - ± x . 

(7) tan ydx - cot xdy = 0. 

提不 变量分离 . tan y 笋 0 时 cot ydy = tan 解为 sin ycos * 

= c . tan y = 0 时有解 y = nir，n =0， ± 1 ， ± 2，".. 


⑻ 


= 0 . 


d 文 y 

提示变量分离 - e'^dy 2 = 2e 3x dx. 解为 3e— - 2e 3 * = c. 
(9) x(ln x - In y)dy - ydx = 0. 

提示化为齐次方程 #= - X ln'' A 由变换 : r = u* 得 : c 土 
ax x x dx 


uln u 


In u 


; • 变量分离得 - 


X X 

dx In udu __ In ud( In u) __ 


u( 1 + In a) 

- — + ] ln Jd(ln ») ，积分得解为 y = c(l +l n Xj. 


( 10 ) 


dy _ 


= e * r . 


提示变量分离 e r dy - e z d*. 解为 e y = e x + c. 
2. 作适当的变量变换求解下列 方程： 

(0^ = (*+ y) 2 . 
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解 （ 1) 令 14 = 欠 + = 1+^ = 1+ U 2 , - du 2 = dx 9 

dx dx 1 + u 

arctan a = x + c , 解为 arctan(y + x ) = x + c 9 y = tan(x + c) - x y 
其中 c 为任意常数. 


略士 • 

提示 同 （ 1 ) .解为 x = lan(y + c ) - y . 


(3) 


dy _ 2 a : - y + 1 
x - 2 y •¥ l 


解 右端分子分母线性.方程组 { 2a:_y + 1 =() ’有解 

« - 2y + 1 =0 



方程化为齐次方程％ = 


2 X -Y 
X - 2 Y 


令 


u 


Y _ 

Y 


< = 


ydu _ 2 - u „ du _ -2( u 2 -u + 1) 
= 1 -2u’ dX = 



=-2 — ,lnl u 2 - u + 1 I = - 21 n I ^ I + 艺， 方程有 


解 it 2 - “ + 1 = cX ~ 2 , Y 2 -XY + X 2 = c . 原方程解为 

( y ~ y ) -卜+ +)(”+) + 卜 + +) 2 =0 ， 

即 y 2 - + * 2 - y + 欠 = c , 其中 c 为任意常数 • 

(4)^：= 

ax x — y — 2 


提示通过变换 u = x - y 化为变量分离方程 g g 或 
^ = u J 5 - 解为 - 2 *y + y 2 + 10* + 4 y = c . 

(5) ^ = (* + 1 ) 2 + (4 y + 1) 2 + Sxy + 1. 
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提示化为裝= U +4 y + I ) 2 +2，取变换“ = x + 4 y + 1得 

裴= (2 u ) 2 + 3 2 .分离变量及积分得 +arctan _ = * + d ， 音 •(* + 
4 y + l ) = tan (6 x + c ). 

( 6 ) ^ = y ~ 2x2 . 

dx 2 xy 5 + x 2 y 2 

提示令 u = r ， 化为齐次方程# = y ~ 6 f . 再由变换 

dx 2 xu + * 


u =以化为变量分离方程$ = (- 


1 + 4 


^ 2 ) 也解为 


5 t - 3 
(y 3 -3«) 7 (y 3 -¥ 2x) 3 = cx 15 . 

_ 2x 3 + 3xy 2 + x 
dx 3x 2 y + 2y 3 — y 

解方程可改写为 H = 2 \ x \ +3( / 2 +1) 

d(x 2 - 1) 3(x 2 -1) + 2(y 2 + 1) 


变换 


{' " 化为齐次方程心 


2 - 2 w 2 d£ 

3 + 2 w 9 t 


2(1 


取 

- i ; + + i ; ’ 

設.再令 ， nf 
当严 = +(rh + 忐卜 ，齡 得 




一 -^-ln I 1 - w I + -^-ln I 1 + u» I = In I t I + c, ( 1 + w) = ct 4 ( 1 - 

«>) 5 , 即 c(t-s) 5 , 通解为 * 2 +y 2 = c ( x 2 - y 2 - 2) s ， 其中 c 

为任意常数. 


3. 证明方程 I # =/ Uy ) 经变换町= u 可化为变量分离方 
y dx 

程，并由此求解下列方程 

(1) y ( 1 + x 2 y 2 ) dx = xdy ； (2) — ^ = 2 + X / . 

y dx 2 - x 2 y 2 

解经变换 W = “后，由普 = 裝，方程 f 裝 =/(^ y ) 
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化为 


1 du 一 1 + 龙 dy 一 
y dx y dx 


h / ⑷， 


x Au 
u dx 




du 


dx 


ix(l +/(u) ) x 9 

此为变量分离方程，可两边积分求解. 

(1) 此时 / Uy ) = 1 +* y ， 经变换= “后方程化为 

生=—=丄 f 丄- ~^—) du , 

X u(2 + U 2 ) 2 I U 2 + U 2 ) 

积分得 

-^-ln | u | - -^-ln | 2 + u 2 | = In | * | + c , u 2 = cx A (2 + u 2 ), 


原方程的解为 x = 0 及 

y = cx 2 (2 +x 2 y 2 ), 

其中 c 为任意常数. 

(2) 此时/(叮） = =+« ，经 变换 : ry = u 后方程化为 

2 - x y 

Ax da (2 - u 2 )du / 1 u \ , 

T = ■ ( ' 2 + u \ = —■^ = ( 2^-T 卜， 

积分得 

—In I u I — ^-u 2 = In I : I + c,ln a 4 - In ^; 8 - a 2 = c, 

L o 

原方程的解为 

In x 2 y 2 = c, 

X 

其中 c 为任意常数. 

4- 已知 /(*) = 1(* ^ 0)， 试求函数 /(*) 的一般表 


达式. 


89 



解 令 F(x) = f/(t)dt , 则 = 0 . 且对 ％ _ 0 有 

F(x) ^0,F r (x) = /(x ). 由已知条件得 = 1 .即 

F(x)dF(x) = dx,f 2 (x) = 2* + c. 利用 limF(a;) = 0 有 c = 0 .故 

卜 0 

f 2 (x) = 2x,F(x) = ± y2x,F'(x) = ± —# 0 ) ，得 

f(x) = ± (x # 0 ). 

5 . 求具有性质 


1 - x(t)x(s) 

的函数 *(0, 已知 /(0) 存在 . 

解 关系式中取 S = 0, 得 *(t) = / ■ ⑴， :) 、 ，怎 (0) [ 1 + 

1 - x{0)x{t) 

* 2 (0] = 0 ,推得 *(0) = 0 •于是 

沁⑴ = 乾 0 (0 

_ [1 + x 2 (t) ]«(AQ 
1 - *(«)*( AO 

因， （ 0) 存在且 *(0) = 0 ,有 

lim x( - 1 + ^ ~ = lim 1 + 戈 2 (0 x(At) - x(Q) 

At Ai-o 1 - x(t)x( AO At 


AI—0 1 - x ( t ) x ( At ) 
4^^(0)=，卿+/(0]. 


即 


dx ( t ) 

dt 


=»’（0) [ 1 + x 2 ( t )], 


分离变量，积分得 


arctan x ( t ) = x , (0 )t + c . 

由 *(0) = 0 知 c = 0 •所求的函数为 x ( t ) = tan [>，(0)«]. 
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6. 求一曲线，使它的切线介于坐标轴间的部分被切点分成相 
等的两段. 

解由[书习题 1.2 -8(4)] 及 [ §1.4.3 -8(4)] 知微分方 
程为 =0. 分离变量得& =-&，积分得解吖 = C ，其中 c # 

y * 

0为任意常数.如图 2. 6. 



图 2.6 等距曲线 


7. 在图 2. 7所示的电路中，设£ 
0.01 F ， 而开始时电容 C 上没有电荷.问 

(1) 当开关 S 合上“1”后，经多 
长时间电容 C 上的电压= 5 V ? 

(2) 当开关 S 合上“1”后，经相 
当长时间（如1 min 后）开关从“1” 

突然转至“2”，试求的变化规律. 
问经多长时间 u c = 5 V ? 

解 （1) 当开关 S 合上“1” 


10 \,r = loo a,c = 


Uc 


vt 


E 


H_l 卜 


时，是电路充电过程.由[书 §2. 1.3 例 8] 知及 C 


图 2.7 电路 
du c 




= E, 
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U C =E(l - e 士 ).将 £ = 10 V,R = 100 n,C = 0.01 F 及 “ c = 

5 V 代人得 e ‘ =2,于是 f = 1!12.经1|12 8 后电容（：上的电压升为 
u c = 5 V. 

(2) 此为放电过程，电路方程为 RC 告 + u c = 0. 解为= 

ce 士.因开始 f = 0 时 = E , 有 c = E. 于是 “ c = Ee 士 . 将 £ = 
10 V,« = 100 ft,C = 0.01 F 及 ％ = 5 V 代人得 e ‘ = 2, 于是 f = 
In 2. 即经 In 2 s 后电容 C 上的电压降为 u c = 5 V. 

8. 求出习题 1.2 第 8 题 （1) 所确定的曲线，其中 a = 

4 

提示微分方程 〆 =^ ' 是齐次方程.解为 arc tan I = 
x - y x 

■yin ( a : 2 + y 2 ) + c . 

9. 证明满足习题 1.2 第 8 题 （7) 所给条件的曲线是抛物 
线族. 

提示微分方程/ = kx, 解为 y = yx 2 + c. 

§2.4.4 习题 2.2 及其解答 

1. 求下列方程 的解： 

( 1 ) 孕 = r + sin x . 

QX 

解 （1) 解1属非齐次线性方程，对应齐次方程有通解 
^ = y，f = d*,lnl y\ = x+c,y = ce\ 再用常数变易法令非齐次 

方程的解为 ； K = cU ) e \ 代人方程得（[附录 n §3.3 -6(53)]) 

dc(x) . x 

—:- = sin xe , 

dx 

c ( x ) - J sin xe~ x dx + c = - sin x - cos x) + c . 
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即方程的通解为 


y - c(x)e x = - —(cos x + sin *) + ce*. 

解2 方程为非齐次线性方程# = P ( x)y + Q ( x ) , P ( x ) = 

dx 

1，(?(*) = sin * 可直接应用公式得 

y = ( J Qe~J Pdx dx + c) = j" s i n X e~ x dx + cj 



(2) ^ + 3* = e 2 '. 
at 

提示 线性方程 ，* = e_ 3 '( j" e 2l * 3l dt +c) = j-e 21 + ce— 3 ，. 

(3) 去 = -<scos f + -^-sin 2t. 

提示 线性方程， 

s = e •■",( j" s in tcos te ,,n 'dt + cj 

=e " [ J sin te ,,n 'd ( sin t) + cj 
=sin t - 1 + ce" ,in, . 

( 4 ) ^ - ^ = e x x tt (n 为常数 ）. 

提示线性方程 ， y = *"( f e -dx +c) = x n (e x + c). 

，《、 dy l ~ 2x t - 

(5) d X + -r~ y ~ l =0 - 

线性方程 ，: K = ^x 2 (j e -i x -2 dx+c ^ = x \l +ce T). 


提示 
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解化为.令 Z = y 3 ，则方程变为非齐次线性方 

程# =lz + 3;c 3 . 应用线性方程解式，得 
ax x 

2 |3* 3 e" 3lo|,l d* + c) = x 3 (3x + c). 

原方程的通解为 y 3 = x 3 (3x + c) ，其中 c 为任意常数. 

(7) ^-^_ = (, + l) 3 . 

dx : + 1 

提示 线性方程， 

y = e/^[J ( X + i) 3 - 2 d* +c] 

=+(* + 1 ) 4 + c(x + 1 ) 2 . 

( 8 ) f = 士 . 

dx x+y 

提示视 y 为自变量 4 为因变量，化为线性方程# = - + 

ay y 

y 2 ，得* = y 2 ~'dy + c) = y-y 3 + cy . 还有解 y = 0. 

(9) # = U+l±l (a 为常数 ）• 

a^: x x 

提示 线性方程.当《 = 0时方程# = — 有解 y = * + 

dx x 

In I a: I + c ; 当 a = 1 时方程孕 =—+ X ^ ^ 有解 y = el Tdx • 

ax x x 

^ j -~^ x~'dx + c) =*1|11*1-1+<:*;当<1#0，1 时方程有解 



(10) * ^ + y = x . 

Ax 

提示线性方程 ， y = e-/-^( + c ) = - JX 3 + A 

(11) 兹 + = * 3 y 3 . 

提示伯努利微分方程.取变换 2 = 厂 2 , 方程化为线性方程 

= 2 xz - 2 x \ 
dx 

Z = e/ 2,d *(c - I* 2 e" ,2 d* 2 ) = e x2 tc + (* 2 + 1 )e"* 2 J 
=ce* 2 + x 2 + 1. 

通解 y 2 ( ce 1 + * 2 + 1) = 1. 还有解 y = 0 . 

(12) (yin x — 2 )ydx = xdy . 

解化为伯努利微分 方程# =-ly + ^r 2 , 取变换 z = 
ax x x 

y' H =7'于是化为线性方程| £ =-厂 2 ¥=^-^.利用积分 

dx ax x x 

式[附录 II §3.3 -3(27)]， 线性方程有解 

z = e/4 "(-| lJ} f x ' 2dx +i ) = xi ( l ^7 + ^ + ' c ) 

=-^-ln x + ^- + cx 2 . 

2 4 

原方程有通解 y( C x 2 + 2 \nx + 1) =4,其中 C 为任意常数.另外，方 
程还有解 y = 0. 

(13) 2 xydy = (2y 2 - x ) dx . 

提示化为线性 方程# =- y 2 - 1 ，有解 

OlX X 

y 2 = e/^( - J x ' 2 dx + c) = * + cx 2 . 

(14) ^=^. 

da : x 2 
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解令 z = e^ = e ，^ = h + 


X X 


•为伯努利微分方程.取变 


换…，再化为线性方程 I …1 = - ^+有解 


即令 

常数. 


命 ( 卜 ]■» = ’ 卜 -+*”， 

)=1. 通解为 e y (c _* 2 ) = 2* 3 ,其中 c 为任意 


(15) 


= 1 

d 太 xy + x 3 y 3 

dx 


提示化为石= y* +/* 3 ,仿 （11) .解为 
* 2 (ce _yJ - y 2 + 1 ) =1. 

(16) y = e* + J* y ( t ) dt . 

提示 两边求导得线性方程 /= e* + y , 解为 y = 
e ’ ld *( J e*e -I d* + c) = e x C x + <；).因* = 0时7 = 1，得 c = 1. 

2. 设 函数史 （《) 于 - oo < t < + co 上连续，〆 （0) 存在且满足 
关系式 

史（《 + S) = < p ( t )( p ( s ) , 

试求此函数. 

解 S = 0时，史 0) = ( p ( t )( p (0) ,( p (0) = 1.当仏 _ 0时有 
< p(t + AQ - < p { 0 _ y( 0 [ 1 - y( AQ ] 

At _ Xt 

_ _ y(Q[<p(Q) - < p (0 + At) 1 


即 
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<p'(t) = i im g(.^A0 -y(Q 
ai—o Ai 



=l—o) y ( 0 + At ) _y(o) 

Ai-*0 Ai 

= <p(t)(p'(0). 

积分得 =史，（0)山，史0) = ce w( 0> ‘.当 f =0 时得 c =央（0) = 

1 .即史 0) = e ,, ' (0), . 

3. 如图 2. 8 所示的 /?L 电路， 试求： 

(1) 当开关 S , 合上10 s 后，电 
感 L 上的 电流； 

(2) S , 合上10 s 后再将 S 2 合 
上，求 S 2 合上20 s 后电感 L 上的电 
流. 

解 （1) 设图 2.8 的电路上电 
流为/(0,当开关 S , 合上时电路方 图 2 .8 RL 电路 

程为 



L 


f ’ 即 f 


- 5/ + 25. 


有解/(0 =5- ce 4, 其中 c 为任意常数.因刚合上时 /( O ) =0得 
c =5，解为/(0 = 5(1 - e — 5 ‘）. S ，合上 10 s 后 
1( t ) = 5(1 - e _so ) « 5 A . 


(2) S , 合上 10 s 后再将 S z 合上，令女 + =盖，此时 

电路方程 变为# =-^/ + 25.方程的解为/(0 = 7.5 + ce _$ .因 


开始时 /(o) = 5,得解 /( f ) = 7.5 - 
2.5 e 4. S 2 合上20 s 后有 /( t ) =7.5 
- 2.5 e -66 6 7.5 A . 

4. 试求图 2.9 所示的电路电 
感上电流 /( o 的变化规律，并解释其 



图 2. 9 RL 电路 
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物理意义 ，设/ = 0 时，/ = 0. 

解方程为 RI ^ L ^- = E = U m sin cot = - - y - / + - y^sin cot . 

dt at L L 

利用积分式 


解为 


J e fl *sin bxdx = — j — ~^ j(asin bx — bcos bx ) 9 
I ( t ) = e J -^sin ( ote Tl dt + cj 


= ce~ Ti 


由 f = 0 时， / = 0得€ = 


R 2 + a> 2 L 2 
⑴ LU n 
R 2 + dL 1 


(/?sin cot 一 o)Lcos cot ) • 


. 于是 


IL 


/(O = 2 , 2 ( 及 sin cot - (oLcos cot + a ) Le ~ Tt )- 

K + (o L 


如令 sin (p = — ^ — t cos (p = 


/(O = 


■Jr 1 - + oj 2 l 2 


^ R 2 + wV 


y « 2 + oj 2 l 2 


:，则解可化为 


- e _T， sin ( p ), 


即 


U m 

/(O = ~ - [ sin ((ot + < p ) - e _i *sin a >]. 

y/R 2 + a) 2 L 2 

此解的物理意义是电路上电流分两部分，一部分随时间逐渐 
衰减最后 为零; 另一部分则是稳定的、与电动势周期相同但相位相 
差供角的周期运动. 

5. 试证： 

(1) 一阶非齐次线性微分方程 （2. 28) 的任两解之差必为相 
应的齐次线性微分方程 （2. 3) 之解； 

(2) 若 y = y (*) 是 （2.3) 的非零解，而 y =夕(幻是 (2. 28) 的 
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解，则方程 （2. 28) 的通解可表为 y = cy ( x ) +$(*)，其中 c 为任意 
常数； 

(3) 方程 （2.3) 的任一解的常数倍或任两解之和（或差）仍 
为方程 （2. 3) 的解. 

证 （1) 设 ( P ( t ) 绅 （ t ) 是方程 （2.28) 的任两解，即有 
^ P ( x )< p ( x ) + <?(0 s P (*) 少 (*) + Q ( t ). 两式相减得 
d [< p ( x )-^^( x )] s p (x)[(p(x) -少(*)]•即 ^ x ) -^ x ) 为齐 

次方程 （2. 3) 之解. 

(2) 证1 显然 

d [ cy ( x ) + y ( x ) ] ^ £ dy ( x ) + dy ( x ) 
dx dx dx 

= cP ( x ) y ( x ) + P ( x ) y ( x ) + Q ( x ) 

= P ( x )[ cy ( x ) + y ( x ) ] + Q ( x ). 

即7 = C y (*) +歹(*)是（2.28)的解.且 g = y ( x ) _0,0为任意常 

数，故 y = cy ( x ) + y (*) 是方程 （2. 28) 的通解. 

证2 设 f ( x ) 是 （2.28) 的任一解. 因 （2.3) 的通解为^ = 
cJ 辑，而 y = y ( x ) 是 （2.3) 的非零解，即有5 _ 0使得 y (*> = 
ceI P(z)dz . 由 （1) 知 j (*) - y (*) 是 （2.3) 的解，即有 使得 K *) - 
y ( x ) = .于是有歹 ( at ) =冬^(*) + 歹 (*) ,即 （2.28) 的任一 

C 

解均可表为 cy ( x ) + y ( x ) 的形式.故 y = cy ( x ) + y ( x ) 是方程 
(2.28) 的通解. 

(3) 设 5 K *)， f (*) 是 （2.3) 的任两解， c 为任意常数•显然 

d [ Hx ) d y ( x )] ^ P ( X )[ y ( x )± y ( x )]. 
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6. 求解习题 1.2 第 8 题 （5) 和 （6). 
提示 （5) xy ’ =. y - x , y ' = — - x . 


y = e/ Tdz I - j xx~'dx + c j = x(c - x ). 


(6) 2 xy r 


y - xy 


= 云 - +， 


y = eJ^ J - J Y x ~^ dx + c j =*+(c-it+) = Cy/x - x. 

7. 求解下列 方程： 

( 1 ) (* 2 - 1 )y' - xy + I - 0. 

解 化为线性方程/ = -^― - 利用积分式 

X - 1 X - 1 


J (* 2 - = - — ^ + c ( x 2 > 1) 及 j"(l - x 2 )"^dx = 


.... + c ( x 2 < 1)，有解 
yi - x 2 

J = - J : - 2 1 \ x 2 - 1 I + c) 

= /l * i - 1| (7T^rT + c ) = ^ c ^ rTTT， 

而当 * 2 = 1 时 x = ± 1 有解 y = ± 1. 依上，方程的通解为 y = x + 
C y\x 2 _1丨’其中 C 为任意常数. 

(2) x ( x 2 - \ ) y ' - (2* 2 - l)y + x = 0. 

提示化为线性方程 / = - X ] ~ ) y - "7^ ，利用积分式 

x{x 一 1 ) X - I 

= lnUI + + in in 丨 +c ， 

有解 

100 



=*( 1 + C / I * 2 - 1 I) • 

(3) y^sin x - cos x - y - sin 3 % = 0. 


提示化为线性方程 / = - 


sin x • cos x cos 戈 


+ @，利用积分公 


式[附录 II §3.3 -5(52)]，有解 


y — ei^*~**[ f 8 * n x —-—+ c) = tan *( — cos * + c) 

V J cos x tan x / 

=ctan x - sin x (x # Air + -y-j. 

另外点 U , y ) = (*tt + 子 ’ （ -l)" 1 ) 也是解，其中 * = o, ± 


± 2 , •••• 


§2.4.5 习题 2.3 及其解答 

1. 验证下列方程是恰当微分方程，并求出方程 的解： 

( 1 ) (x 2 + y)da: + (* - 2y)dy = 0. 

解 1 M = x 2 +y,N = x - 2y^~ -^ = 0是恰当方程. 

by dx 

由普 = M,u = J (x 2 + y)dx + C(y) = y-* 3 + xy + C(y) 及 |^ = 
yv = » - 2y 得 

* + 1(/) = x - 2y， dC 』/) = - 2y,C(y) = - j 2ydy = - y 2 ■ 

于是 u = y * 3 +xy + C(yr) = y * 3 +xy - y 2 . 方程的通解为 +* 3 + 

xy-y 2 = c ， 其中 C 为任意常数. 

解 2 直接应用积分公式 
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f M(x,y)dx + \ \ N ~ ^(*,y)d«]dy = c. 

由 J'MU.Wd* = f (x 2 +y)dx = y^ 3 + 町得通解式为 
y* 3 + xy + J [ (* - 2y) _ 去 ( y* 3 + xy^ ] dy 

=- j -* 3 + xy - j 2 ydy = - j -* 3 + xy - y 2 = c . 


解 3 组合成全微分式: * 2 d * + ( yd * + xdy ) - 2 ydy = - j - d * 3 + 

d ( xy ) - dy 2 = 0，即~^~» 3 + xy - y 2 = c . 

(2) ( y - 3 x 2 ) d * - (4 y - x)dy = 0. 

提示 ^-~ T - = 0,是恰当方程.组合成全微分式，通解为 

oy ox 

xy - x 3 - 2 y 2 = c . 

(3) - i\ dx + [7 - 77T^] dy = 


(x - y ) 2 

dM dN 
- = - 

dy dx 
y 2 dx - x 2 dy | dy da ; 


0. 


提示 


2 xy 


(* - y ) 2 y 


(* - y ) 3 
= 0,通解为 In 


，是恰当方程.方程改写为 


x - y 


(4) 2( 3xy 2 + 2x 3 ) dx +3( 2x 2 y + y 2 )dy =0. 

提示 = 12* y ， 是恰当方程.组合成全微分式，通解 

为 3*y +x* +y 3 = c . 

(5) ( —sin — - -^-cos — + 1 ) d * + ( 丄 cos I - -^-sin — + 

\ y y x X I \ X X y 2 y 

?) dy = 


y 1 


0 . 


提示 =0，是恰当方程.可组合成 8 ^1上, 

oy ax % 


cosi 等 
y 
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的全微分式，通解为 sin I - cos 三+ * - 丄 = c . 

x y y 

2. 求下列方程 的解： 

(1) 2x (ye* 2 - l)dx + e* 2 dy = 0. 

解 1 线性方程 g = - 2砂+ 2 狀 对应齐次方程有 

- 2xy 9 — = - 2 xdx，ln | y \ = — x 2 + c,y = ce ~* 2 . 
dx y 

用常数变易法，令 y = c (*) e ^， 代人原方程得 =2*， C (*)= 

dx 

X 2 +C. 于是通解为 

y = c ( x ) e "* 2 = (x + c ) e " ，J . 

其中 5 为任意常数. 

解 2 线性方程 f =-2xy+ ， 直接应用线性方程通解 

公式,通解为 

y = e - —( J 2 xe ' xi e x2 dx + c ) = e ' x \ x 2 + c ). 

其中 c 为任意常数. 

解 3 组合成全微分形式 

ye* Ax 2 + e* 2 dy - 2xAx = yde* 2 + e s2 dy - dx 2 = 0, 
ye* 2 - % = c,y = e"* 2 ( + c). 

(2) ( e * + 3 y 2 ) d ^ + 2 xydy = 0. 

解 i 化为线性方程 f 有 

dx x x 

y 2 = e 卜 d， ( c ~ J * _l e x * 3 d*) = x~ 3 [c - ( x 2 - 2 x + 2) e* ], 
通解为 x 3 y 2 + ( x 2 - 2 x + 2 ) e x = c , 还有 x = 0 . 

M _ M 

解 2 =4 y #0, 不是恰当方程.但仅 

dy dx N x 
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与* 有关，有仅含*的积分子 M = e /^ =/.于是有0 =fiN = 

dy 

2 x 3 y,u = x 3 y 2 + ( p ( x ). 利用 # = m 财和积分式[附录 H § 3. 3 - 
ox 

3(21)] 可解得史 ’（*) = x 2 e x ,< p ( x ) = ( x 2 - 2 x +2) e *， 于是 u = 
+< p (. x ) = X 3 / + ( x 2 -2 x +2) e *， 方程的积分式为 + 
( x 2 - 2 x + 2) e x = c ， 还有 * = 0. 

注因同时有营 =/ mM ， 盖 =^ N , m ^ = ^较容易求积分. 

解3由解2知方程有仅含 * 的积分因子^ =/后，直接利用 
积分公式得 


J fiNdy + J ^/xM ~ ~ J fi^dyj d* = c ， 

j (2x 3 y)dy + J [x 2 (e M + 3y 2 ) - 3x 2 y 2 1 Ax = x 3 y 2 + j x 2 e x dx = c, 

即 

x 3 y 1 + (x 2 - 2x + 2)e* = c, 

还有 a : = 0. 

注含积分因子 M 的积分式有两种 形式： 

J /JiMdx + J - j"/iAf dx^dy = c, 

和 

j fiNdy + J ~ JM-^dyjdx = c, 

可视方便任选一种. 

解 4 方程乘积分因子 g = * 2 后组合成全微分形式，化为 
x 2 (e a + 3y 2 )dx + 2x 3 ydy = x 2 e M dx + d(* 3 y 2 ) , 

积分得 


还有 x = 0 . 
104 


( x 2 - lx + 2 ) e * + x y 2 = c , 



(3) 2xydx + (a; 2 + 1)dy = 0. 

提示线性方程 $ 二 -^pf =0, 是恰当 方程； 

分项组合 dx 2 y + dy = 0. 方程的积分式为 x 2 y+y = c( 含特解 y = 
0 ). 

(4) ydx - xdy = (x 2 + y 2 ) dx. 

提示利用全微分式 = d( arctan ^). 方程的解为 
x + y \ y / 

arctan — = c 及 x = 0. 


(5) ydx - (^ + y 3 )dy = 0. 


dM dN 


提示 线性方程 


d^: 


J x =-1，有积分因子 


dy y - /W y 

At =厂 2 ;乘积分因子私 = y ~ 2 后利用全微分式 dy = 

方程的积分式为 = y ^ y 1 + c ). 还有解 7 = 0 . 

(6) (y - 1 - xy)dx + xdy = 0. 

dM dN 

提示线性方程# = — y +~i dy N dX =-1 ，有积分因 
dx x x N 

子 At = e — 1 ; 乘积分因子 m = e ” 后分项组合得积分式： tye -* +e w = 
c . 通解为 y = —( ce * - 1) 及 * = 0. 

X 

(7) (y - x 2 )dx - xdy = 0. 


dM dN 
dx 


提示线性方程 I =子”;〜 


-1, 有积分因子 


m =， 2 ;乘积分因子 m 后利用全微分式二^^^: = 


d(j). 方程的积分式 y + x 2 = cx. 通解为 y = c* - 及 


* = 0 . 
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(8) (x + 2 y)dx + xdy = 0. 

dM ^dN 

提示线性方程 g =-^ f- l ^- dr N dx = 有积分因子 

=X. 方程的积分式为; x : 3 + 3 x 2 y = c . 还有解 X = 0. 

(9) [« cos (* + y ) + sin(x + y )] d * + xcoa(x + y)dy = 0. 
提示恰当 方程. 令 z = * + y . 化为的方程.通解为 

« sin (* + y ) = c,x = 0. 

(10) (ycoa x - *sin x)dx + (ysin x + xcos x)Ay = 0. 

dM dN 

提示 ^- m X = 1 ，有积分因子 M = ’ 直接应用积分公式 

J /jlM dx + J ^/ xN - J fiM dx^dy = c 

及积分式[附录 D §3.3 -5(44)]， 得方程的积分式为 
e y (y - 1 )sin x + e y *cos * = c 及 * =0. 

(11) x (4 ydx + 2 xdy ) + y 3 ( 3 ycL * + 5 xdy ) = 0. 

解 1 为多项式，设积分因子形式为 M =*■>•，于是方程 

乘积分因子后变为 

(4*- +， / +， +3 x m y n * 4 )dx + (2 *" + V +5*" + y +3 ) d y = 0. 
恰当方程充要条件为 

4 (n + l ) x m *' y n +3 (n + 4)*"/+ 3 
= 2 (m + 2 )^ m+ V +5 (m + 1)，/ +3 . 

对比系数项得 An -2 m = 0,3 n -5 m +7 = 0,有解 n = l ,m = 2. 
即积分因子为 g 方程乘积分因子后为 

4 x 3 y 2 dx + 3 x 2 y s dx + 2 x 4 ydy + 5 x 3 /dy = d ( x 4 y 2 ) + d ( x 3 y 5 ) = 0. 
求得方程的积分式为 

xy 1 + x 3 y s = <:和* = 0 ,y =0. 

解2 应用[书习题 2.3 =7 / = (2* 2 +5 xy 3 ) 

dy dx J 
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|-(4 x r + 3/)^/(，) =^( y )= 含’得积分因子为 /- 
e /^ + J > = x 2 y . 利用积分公式 


J fiMdx + J ^/xN - jfiMdx^dy 


=C, 


有 


x * y 2 + x 3 y s + J [2 x*y + 5 x 3 y 4 - (2 x 4 y + 5* 3 /)] d * = c , 

即方程的积分式为 * 4 y 2 + * 3 y 5 = c . 还有 * = 0 ,y = 0 也是解 • 

3. 试导出方程 M ( x , y)dx + N ( x , y)dy = 0 分别具有形为 
^.( x + y ) 和 gUy ) 的积分因子的充要条件. 

解 / x 为积分因子的充要条件为^^ .即 

by dx 




dy 


对 M (欠 + y ) ，令 . 


dy 
y •有 


dx 


dx 


dN 




即 


M V dy dx) 

即当且仅当 ( N - M )-' =/(*+ y ) 时有积分因子弘= 


e |«»)» _ e j/<*+r)<*(*+y) 


对 fi ( xy ) ，令 t ; = 有 


即 


xMfi' = yNfi' + fi 尝， 


(xM - yN ) fi ' + ( 逆 
\ dy 
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即当且仅当= g ( xy ) 时有积分因子= 
ef g(c), = e J ， ⑼ d( *” 

4 - 设 /(*， y ) 及 f 连续，试证方程 dy -/(*， y ) d * = 0为线性 
微分方程的充要条件是它有仅依赖于 z 的积分因子. 

证充 分性. 设方程为线性微分方程$ = P ( x)y + <?(*) 可 

化为 

办 ~/( x , y)dx = O f /( x , y ) = P ( x)y + Q ( x ) = - M,N - 1. 
dM dN 

H — dX =-尸(幻，有仅依赖于*的积分因子 M = e -! Plx)ix . 

必要性.设方程 dy - f ( Xj y)dx = 0 有仅依赖于 * 的积分因子 
^ = M *). 即 M(*)dy - fi ( x ) f ( x t y)dx = 0是恰当方程，即 
^ fi ( x ) d (/ i ( x ) f ( x , y )) df ( x , y ) 

扣 一 dy 一一屮 X ) ~ dy ~' 

可化为 

df ( x , y ) _ _ 1 d / i ( x ) 

dy M (*) dx 

方程右端仅含*，可设 = P ( x ) 于是有 = 
/!(*) dx dy 

P ( x )， 积分得 

f ( x , y ) = j P ( x)dy + Q ( x ) = P { x)y + Q ( x ). 

即 

d r - f ( x , y)dx = dy - lP ( x)y + Q ( x)]dx = 0, 

^ = P ( x)y + Q ( x ). 

方程为线性微分方程. 

5. 试证齐次微分方程 M ( x , y)dx + N ( x , y)dy = 0当; 《 A / + 
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yN^o 时有积分因子 M . 

xM + yN 

证由齐次微分方程的性质有 AfU ， u *) = x m M ( l f u ), N ( x , 
= x m N ( l , u ), 其中 m 为其常数.方程乘积分因子开= 

^^ ( X M + yN #0) 后变为 

^dx + - N dy =0. 
xM + yN xM +yN 

当令 y = ux 时有 dy = utb + xdu 于是 

M ( x , ux ) + uN ( x , ux ) +_ xN ( x , ux ) _ 

xM { x , ux ) + yN { x , ux ) X + xM ( x , ux ) + yN { x , ux ) ~ ' 

即 


-da: 


此为恰当方程，有解 


N(l ， u) 


M(\,u) + uN(l,u) 


du = 0 . 


= ce '/ sn ^ 


这证明了 /t = - xM ^ y N (xM + yN 关 0) 是使方程变为恰当方程的 
积分因子 . 


6_ 设函数 /(«) ， g(“ ） 连续、可微，且 /(“ ） #g(u ). 试证方程 
yf(xy)dx + xg{xy)dy = 0 
有积分因子 /a = \xy[f{xy) - g{xy) ] | 

证将 /! = \xy[f{xy) - g(xy)] 乘方程得 


yfM ^ + xg(xy) 

xy[f(xy) - g(xy)] xy[f(xy) - g(xy)] 

令 u = xy,du = ydx + *dy ， 上式化为 


dy 


= 0. 


y/( u ) a, + x g(u) / du 

u [/( u ) - g(u)] u[f(u) - g(u) ] V X 


-宇) 


= 0. 


化简得 


d* g(u) 

x «[/(«) -«•(«)] u 


= 0, 
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是恰当方程，有积分式 


In 


:| + /^ 


g (^) 


rdu = 


*[f(u) - g(u)] 

这证明 了 /a = Uy [/(* y ) - g (* y )] 丨 _l 是使方程变为恰当方程的 
积分因子. 

7. 假设方程 （2. 42) 中的函数 MU , y ),； V (*, y ) 满足关系 

尝 - 尝 = Nf{x) - Mg(y) , 

其中 /(*)4( y ) 分别是的连续函数，试证方程 （2. 42) 有积分 


因子/! = exp [|/(*) d « + | g ( y)dy ]. 

证将 M = ex P j 乘方程得 

e^ x)ix *! s(r)dr Mdx + = 0 . 

由条件可得 


d(tiM) 

dy 


d(/xN) _ 
dx 


^gM + 


dM 

dy 


fN 


昏 0 . 


_ d(fiN) 
dy dx 


，由积分因子的定义知 /x = exp 


[ J /(*) d * + 


jg (. y ) dy ] 为积分因子. 

8- 求出伯努利微分方程的积分因子. 

解 鑛 利微分方程为 S = P(*)y + C (*) y "， n #0， l .利用 
变换 z = y'-,dz = (1 - n) y _ n dy 可化为线性微分方程 
差 = (1 - n)P(x)z + (1 - n)Q(x). 


由第4题知，上面线性方程有积分因子从= 因此，原方 

程有积分因子 M = y - n e - l il - )Plx)d \ 

实际上，对称形式的伯努利微分方程 
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\ P ( x)y + Q ( x ) y' t ^dx - dy = 0. 

乘上积分因子 M = : + 后变为 

[ P ( x)y + Q ( x ) y ' l ] y -' , e - l ll " ,)Pix)ix dx - 广^卜* 0 〜 ><b dy = 0. 
取变换 z = y' _ *,dz = (1 - n ) y' n dy 可化为 

[P(x)z + 以 *)]e 十 -* >P “ ><u d* --^― e-/ (, - m，>i *dz = 0, 

1 — fl 

于是 


M _M = p( x )e-l ll ~ n)Pl%)iM - P(x)e~f°~' t)Hx)ix = 0. 
dz dx 


方程为恰当方程. 

9. 设 / i(*，y) 是方程 （2. 42) 的积分因子，从而求得可微函数 
U(x,y). 使得 d(7 = /x(Mdx + Ndy). 试证也是方程 
(2.42) 的积分因子的充要条件是 A(*，y) 其中？ >(0 是 

f 的可微函数. 

证 充分性•当有 d" =〆 A/dx + Wdy) 及 /l(*，y) = fi(p( U) 

时，对方程 （2. 42) 有 
d(jxM) _ d(^N) 
dy dx 

\ dy dx f \ dy dxl 


= _Mj+ +fi 2 M<p'(U)N - 

N^(p(U) -^ 2 N(p'(U)M 


= ( p { U ) \^ M1 - d ^ N l 1 + a 2 ( p '( U)(MN - NM ) ^ 0, 

L dy dx i 

即 A (*， y ) 也是方程 U . 42) 的积分因子 • 

必要性.设 A (*， y ) 也是方程 U . 42) 的积分因子.于是同时有 
/i(Mdx + Ndy) = dU 9 fi(Mdx + Ndy) = dV 9 
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即 


因此 


= 尝 ，^ v = 告承 M = t~^ n = 

ax dy dx dy 


d£/ 

dU 




dx 

dy 

= 

fiM 

/xN 

dV 

dV 


fiM 

fiN 

dx 

dy 





0 . 


函数 "(*， y )， K (*, y ) 的雅可比行列式恒等于零，且 ^ ^ = 

dx dy 

fi 2 MN # 0. 因此函数 U ( x , y ) , V ( x , y ) 彼此相关，可表示为 V ( x , y ) 
= i //( U ( x , y )). 于是 

fi(MAx + Ndy ) = dV = d ^( U ) = ^,'( U)dU 
= i / f '( U ) fi(Mdx + Ndy ) , 

即有关系式 M = ㈣ '（ U ). 记 < p ( U ) = 〆 （£/)， 有 /i = fup ( U ). 

10. 设仏（1；>0，仏（*，；)0是方程 （2. 42) 的两个积分因子，且 

— ^常数，求证= c (任意常数）是方程 （2. 42) 的 通解. 

弘 2 fl 2 

证按积分因子定义有〜 （ Md *+ yvd y ) = di / = 0.得积分式 
"(*， y ) = c ，其中 c 为任意常数•且由第 9 题知有 Ml =〜史（{/)，可 

^ = 〆 &).即3 = C (任意常数）等价于 ^{ U ) = c (任意常 
数）.于是 

Os d < p ( U ) s ( p '( U)dU = ( p '( U ) fi 2 (Mdx + Ndy ). 

因 / a 2 ^0,^( U ) 不恒为常数，即 < p '( U ) ^ 0 . 故 Mdx + Ndy s 0,即 
由 cp ( U ) = c ( 任意常数）确定的解 7 = y ( x ) 是方程的解.这说明 

了$ = c (任意常数）是方程的通解. 

11. 假设第5题中微分方程还是恰当的，试证它的通解可表 
为 xM ( x ， f ) + yN { x , y ) = c (任意常数）. 
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证 由第5题假设方程 A/ck + Ndy = 0有积分因子= 
xM \ yN - 而现又设方程还是恰当的，即又有积分因子= 1. 由第 

10题知& = c (任意常数）是方程的通解.代人即得: tA / U ， y ) + 
yN ( x , y ) = c 是方程的通解（任意常数）. 

§2.4.6 习题 2.4 及其解答 

求解下列 方程： 

(1) xy ' 3 = 1 + /. 

解1 可解出 *; 不显含 y . 解出戈.令/ = />，得 

_ 1 + p dx _1_ _ p 3 - 3 p 2 ( 1 + p ) dp _ - 3 - 2 p dp 

p 3 P p 6 dy p * dy ' 

dy = ~ 3 7 2p dp,y = A- + — + c. 

P 2/> p 

解为 


3 2 

卜 w c ， 

其中/>为参数， c 为任意常数. 

解2 不显含 y . 记/ ■，则 方程 化为对 _ 3 = I + r\x = 

t 3 + t 2 及 

dy = ^ = + t 2 ) - ( 3 t + 2 ) dt , 

3 

y = —t 2 + + c. 


解为 
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[y = 夺 * 2 + 2 t + c, 

其中 * 为 参数 , c 为任意常数 . 

( 2 ) / 3 - x 3 (l -/) = 0 . 

方程不显含 y. 记 / = 以，则方程化为 « 3 - ( 1 - tx) = 0,* = 
r' - t 2 . 又有 

dy = txdx = «(t _, - « 2 )d(t _l - t 2 ) 

=(1 -t 3 )(-r 2 - 2 t)dt 

- (-t~ 2 - t + 2t*)dt. 

积分得 

y = t' 1 - y« 2 + 夺 ^ + c. 

解为 


其中 i 为参数， c 为任意常数. 

(3) y = y ’ 2 e〆 . 

提示 已解岀 y ; 不显含令 〆 = 庐，有 y = p 2 e p 及 da : = 
~ d y =(p + 2) eMp . 解为 y = p 2 e p ,x = (p + l ) e ，+ c . 另外有解 
y = 0. 

(4) 7 (1 + y ,2 ) = 2a (a 为常数） • 

解 1 方程可解出; K ; 不显含 * •令 〆 = ；)，有7 = 又尸 = 

1 +P 

〆 = _ 乃 4 :: 2 ) 2 ,即 p = 0及 d * = - : a p 2 y d P . 由 p = 0得解 

J =2 a ， 后式可利用积分公式 
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(T777 d ^ 


x 

2 ( 177 ) 



2(1 + x 2 ) 2 


-arctan x 9 


得 x = - 、 2 fl 尸 -- 2aarctan p + c . 于是方程有解 

x = - ^ a P— - 2aarctan p + c 9 

1 +/> 

2a 


和 y = 2ix, 其中 p 为参数， c 为任意 常数 . 

解 2 令 〆 = tan cp ， 有 y = 2acos 2 (p . 且有 dy = -4asin cpcos (pdcp ， 

艮 P sin (p = 0 9 (p = 0 及 dx = —;Ay = - 4acos 2 pd 史，太 =-asin 2<p - 

y 

2asin 史 + c • 当史 = 0 时还有解 y = 2a . 于是方程的解为 
x = ~ asin 2cp - 2asin <p + c ， 
y = 2acos 2 <p, 

和 y = 2d ， 其中 p 为参数， c 为任意 常数 . 

注 上式是利用积分公式 [ 附录 II §3.3 -5(43 )]. 亦可将 
d^; = 一 4acos 2 ^>d 史化为 dx = — 4acos 2 ^)d<p = - 2a( 1 + cos 2<p)d<p , 
此时积分得 x = - a(2<p + sin 2(p) + c. 

(5) +/ 2 = 1. 

提示 1 方程不显含 y. 令/ = cos «，则方程化为 * = sin * 及 
dy = cos 2 fdf ，即 dy = •^■( 1 + cos 2t)dt. 方程有解 a: = sin f，y = 


^-t + -^-sin 2t + c. 
2 4 


提示 2 方程可解出 * . 令 / =/> ，得 : c =± /I - 〆 及 dy = 

广 p2 - ~dp . 方程有解 
-/I ~ P 2 
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x = ± -/l - p 2 ，y = 土含 -/l ~ p 2 + -^-arcsin p + c. 

(6) y\y' - 1) = (2 -y')\ 

提示方程不显含 * . 令 2 - / = 矽，则方程化为 y = t_' - t. 
于是 / = 2 - ty = I + t 2 ,dx = ^ = - t~ 2 dt,x = t~' + c . 方程的解 

为 x = 1 ' + = t ' 消去 f 得 y = x - c --- • 

X — c 

§2.4.7 习题 2.5 及其解答 

1. 求下列方程 的解： 

( 1 ) ysin x + ^cos * = 1. 
d* 

解 1 化为线性方程 # =-ytan* + 」一 . 方程的解为 

d* cos * 

y = e'I Unxd, f f — 1 — • —1—+ c) = cos x( tan x + c) 

V J cos * cos * / 

=sin * + ccos *, 

其中 c 为任意常数 . 

m bn 

解 2 化为对称形式 (ysin a; - 1 + cos x dy =0. yy dX = 

2tan * ， 有仅含 * 的积分因子 M = e h B : dx = cos -2 *. 用积分因子乘方 
程得 

(ysin x - 1 )cos" 2 ^do; + cos -1 戈 dy 
=ydcos" 1 ^ + cos'^dy - cos -2 xd^ 

=d(yco8 -1 ^) 一 cos^xdx = 0. 

利用积分公 式 ]^ Ck = = + c ，得解 

ycos' 1 * - sin ^cos" 1 * = c, y = sin * + ccos *, 
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其中 c 为任意常数 . 

(2) ydx - xdy = x 2 ydy. 

提示 1 化为 2^’ 二 xdy _ yjy，gp _ = ydy . 解为 



dM _dN 

提示 2 2 ■ ，有积分因子 /i_ = = x~ 2 . 

IS x 

(3) ^ = 4 e -，sin * - 1. 

提示化为 $■ = 4 sin a: - e 5 ■. 令 z = e y 得线性方程.解为 

〆 =z = e *( J4sin xe x dx + cj 
= 2(sin x - cos x) + ce~ x . 



解化为伯努利方程^ = y~'x - y~ T x T 9 n = # 0,1 •令 

^ =*+， 化为线性方程# = ^- z -- L ：. 有解 

d r 2 y 2 V 7 

z = 外吃 4 叫 = H ln 卜 I ) ， 

即 

* = ^( c - y ln lrl ) 2 * 

其中 C 为任意常数.此外方程尚有解 y =0. 

(5) ( xye ~ + y 2 )dx - x 2 e~dy = 0. 

提示令 z = f •有盖 = + _ f ■裝，*心= 2d * ，方程 
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化为 


( ze : + l)dx - z 2 e x dy = 0, 

( ze * + 1) + e z (xdz - zdx ) = 0, d ^ + e*xdz = 0, 

有专 +e :(k = 0 .得 e 1 + In I * I = c ，即通解为 e 7 + In I a ： I = c .另 

外有解 * = 0 和 y = 0. 

(6) {xy + 1 )ydx - xdy = 0. 

提示 y -2 乘全式化为* d * + ~ =0. 解为 i * 2 + —= 

y 2 y 

C. 另外有解* = 0 和 ； K =0. 

(7) {2 x + 2 y - \ )Ax ^ {x + y - 2 )Ay =0. 

解 i 方程为 f = - x + 2y +2y ~ l =0 ’ 的 

dx - x - y +2 l _*-”2=0 

行列式 2 2 =0，令“=-*_7.有 ^^=-1-处=-1_ 

- 1 - 1 d * d * 

" tty 1 = g ， 即 “ # 1 时 0 积分得 《 + 

31 n I u - 1 I = x + c . e - 4 *- = | 1 - u | 3 , 通解为 （* +” l ) 3 = 
ce 2 l +7 , 其中 c 为任意 常数 . u = l , 即 *+7=-1 亦为解，它含于通 
解中. 

解2 令 it = a : + y,du = (k + dy , 方程化为 
(2 u - 1 ) d * + (u - 2 )dy = (2 u - 1) d * + (u - 2)( du - da :) 

=(u + l ) d * + (u - 2 )du =0. 

分离变量后积分之，当 u - 1时有 

-- rdu = ( 1--- ) du = - dx , 

u + 1 \ u + 1/ 

« - 31 n | u + 1 | = -* + c , e u * x - 1 = (u + l ) 3 . 

方程的通解为 + 1) 3 = C e 2 * + ' 其中 c 为任意常数 .u =-1 即 

x+y =-1 亦为解，它含于通解中. 
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提示 • 方程为伯努利方程 ， n =2#0 ， 1 .方程乘厂 2 并令 z = 
y' X 后化为盖 = -子 ■.得 z = e 卡 (-j" \xdx + c) = x' l (x~' + 

c). 即解为丄 =^- + 丄 , 还有解 y = 0. 

y x x 

(9) 孕 = 3y + a: - 2. 

ax 


提示方程为线性方程•解为 y = eh[j (x-2)e^dx 
■] ，即 y = 


ce~ — —x + 


( 10 )夺 1 + (飪. 

提示方程可解 au; 不显含^.令裝 =p ，方程变为 ：=| + 
p . 且有 

7 = ^ = ( ] _*) 老 ， d ” [p-jYp^ = \p - ln \p\ +c - 


解为 * = 丄 +;>，7 = ^-p 2 - In I p I + , 
P 2 

(11) dr = ^ix±l. 

x -¥ y + 3 


提不方程化为 （x + 1 )- (ydx + xdy) - (y 2 +3)dy = 0. 


解为 


x - xy 一 - —y - 3y = c. 


( 12 ) 叫砮 + 1 卜 ，• 

提示令 ， = e ' 差…怒方程化为线性方程 


dz 

d~x 



xe x . 有解 


z = e*( _ J xdx + c) = e*(c _ 士 * 2 ). 

方程的积分式为 e * +y ( c - 1 - x 2 ) = 1 ，即 e - Uty> + j - x 2 = c . 

(13) ( x 2 + y 2 )dx - 2xydy = 0. 

dM _dN 

提示 ~~ _ yy 9X = - I ，有积分因子 /A = e '!^ = * _2 .用; 
乘全式，用公式或组合可得解 dx + ^ 2dx ~ xd y = 0 t x -^~ = <;或 

x X 

x(x - c ) = y 2 . 还有 ^ = o. 

(14) ^ =x+y + \. 


提示线性方程.有解 

V = e ^ d [ J (* + 1 )e~*d« + c] = e *(c - xe~ x — 2e~*) 


(15) 


= ce x - x - 2. 

# = e ++ I . 

dx x 


令 z = 得宇 =-x 


d 龙 


.^L = 

dx 


-e x 9 ln \ x \ = 


- e ' 1 + c ， 解为 In I x I + e •十 = c . 

(16) (* + 1) 孕 + 1 = 2 e - y . 

dx 

提示化为线性方程 # = ，有解 

ay 2 e r - 1 

* = e /^[ j -~ 1 _ i (2 - e^)dy + c ] = (2 - )-* ( e y + c ), 

即 *(2 - e ’）= e r + c . 

(17) (x - y 1 ) Ax + y(x + 1 ) dy =0. 
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提示化为伯努利方程# =- 2 L r -, '、 ,a =-1 #0, 

d* x + 1 (x + l)y 

1 .令 z = / 后化为线性方程# = ~^- rz - 4.有 

y 2 = Z = el^ [ - I ^j(x + l)' 2 dx + c] 

= u + 1) 1-J[(77T7'uTT7] da + c }* 

得解 / =2x + l +<; ( 怎 + 1) 2 . 另外有解文 =-l. 

(18) 4x 2 y 2 dx + 2(x 3 y - 1 )dy = 0. 

dM _dN 

提示 ^ - \f X ~ ，有积分因子 M = e'S^ dr = y' T . 用 y_ T 

乘全式可得 4* 2 y 7 d * + 2x 3 y r dy - 2y~ 7 dy - d | ^-x 3 y^ j - 2y~^dy = 

0,有通解 （* 3 y -3) y + = c (含特解 y =0). 

(19) *( 砮 f -2 y ^+4 x = 0. 

提示可解出 y 或 t 令# = p ，于是 



有; > 2 = 4 ，p = ±2 Rp = x-^,p = cx . 代入上面第一式得解 y = 
± 2 文及 2cy = c 2 x 2 + 4. 

( 2 叫 H 勃 V 1 . 

提示可解出 # = = 如， = 

dx y 7 
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X + c 9 y 2 = 1 + (^ + c ) 2 . 还有解 y = ± 1. 

(21 )(1+ e 含） d 欠 + e ~ I 1 - — jdy = 0. 

提示 可令 2 = — 9 ydz + zdy = dx ， 得 （ 1 + e * )+ e 1 ( 1 - 

y 

z)dy = 0 ， 即 （1 + e x )ydz + (z + e x )dy = 0. 于是有 - + e ， dz = 

2 + e z 

哇 ( Z + :)= 一处，积分得（艺 + e*)y = c , 即通解为欠 + ye 7 = c . 
z + e y 

( 22 ) ^dx + y - ~^ X \ y = 0 . 

y y 

提示 1 =° 为恰当方程.用公式 

dy dx 

jMdx + j(N-^-jMdx)dy (2 ^^ + ☆卜 

* 2 1 

= -- =c, 

y y 

即积分式为 cy 3 = X 2 - y 2 . 

提示 2 组合 积分： 

—^dx 2 + -ydy + x 2 d -^ = d 〜 + -^ r-dy = 0, 

y y y y y 

-j —— = c y x 2 - y 2 = cy 3 . 

y y 

(23) ydx - (1 + x + y 2 )dy =0. 

dM _dN ^ 

提示有积分因子 /i = = y '用 y -2 

乘全式再组合可得解 J dx - xd y - ( l - + l ) d y = d ( y ) - (-4 + 

ljdy = 0 ,-y + - y = c,x + \ = y(y + c ). 还有解 y = 0. 
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(24) [y - x(x 2 y 2 ) ]dx - xdy = 0. 

解用除全式，化为-油 = d ( arctan i )_ 

x + y \ y / 

xd : = 0 ，积分得解 arctan 戈 


y 2 


y 2 v y 

= c ，其中 c 为任意常数.另外有 


解 * = o . 


(25) ^ + -x = 0. 


提示可解出欠;不显含 y •令 # = p 有 a : = p + e ? ， 丄 = ^ = 

d* p Ay 

(1 + e p ) 解得 dy = p( 1 + e p ) dp,y = -^-p 2 + (p - l)e p + c •解 
为 x = p + e p ,y = -|~p 2 + (p - 1 )e <, + c. 

(26) 1 2xy + x 2 y + ^-jda: + (x 2 + y 2 )dy = 0. 


提示 


dM _dN 

― N dX = 1，有仅含*的积分 因子弘 = 』& = e ' 用 


e * 乘全式再组合有 

2«ye*d* + x 2 ye x dx + x 2 e'dy + ^—e x dx + y 2 e x Ay 


= d( yx 2 e x ) + = 0. 


积分得解 yx 2 e x + ^- e * = c . 

( 21 ) = 2 x +3 y +4 

dx 4 a ; + 6 y + 5 - 

解 可令 u =2 x + 3 y ， 有 

孕 =2+3 竽 =2+3 _^tl = Zli_+22 

cLc 2 u + 5 2 a + 5 

^ = itiii) du = [T-uiz 9 + 22)\ du - 
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积分得 


♦ u ~^ ln |7u +22\ = x +c, 

91 n |7 u + 22 I = 14 u - 49(* + c). 

解为 

91 n |7(2* +3y) + 22 | = 14(2* + 3 y ) -49(* + c ), 

即 91^7(2* +3 y ) +22| = 42 y -21* + C ，其中 c 为任意常数.另外 
有解 7u +22 = 0,即 14* + 21 y +22 =0. 

(28) * ^ ~ ^ = 2* 2 y ( y 2 - x 2 )( 提 示:令 * 2 y = u ). 

解 1 将方程变为如.由 = 

X X 

d ( 子)，令 U =子，则方程可化为伯努利方程普=- 2 ?“ + 2 以. 

取变换 Z = IT 2 , 可再化为线性方程 f =4*、 -4/ •用非齐次线性 
方程积分公式解得 

z = e 卜 ^( ~ J 4x 3 e' ,4 dx + c) = e* 4 ( - j" e'^tk 4 + c) 

=e* 4 (e _,< + c). 

由 z = “一 2 = Vy — 2 , 得通解 / = y 2 (l +<; /)，其中 < :为任意常数. 
另外有解 y = 0. 

解 2 令 i* = = 2*y + * 2 ^ = 3xy + 2x 3 y 3 - 2x i y = 

孕 + 爭 _ 2 * V 方程可化为伯努利方程普 =( i --2* 3 ) u + ^, 

n = 3 ^ 0,1. 再取变换 z = « T 2 , 可再化为线性方程$ = 
~ 2 (^-- 2x3 ) z ~^- 用非齐次线性方程积分公式解得 
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z = e-KT-^(_j V-'-^ +c ) = -J 4 ,V^ + c) 

=*' 6 e x4 ( - J e x4 dx 4 + c ) = : * _ V 4 ( e -* 4 + c ) = *"*( 1 + ce * 4 ). 

由 z = iT 2 = *- 4 厂 2 ,得通解: r 2 = y\l + c 〆 ）， 其中 c 为任意常数. 
另外有解 y = 0. 

( 29)# + I = e ' 


提不 令 z = ，有差 = y + * ^ = y - y + xe xr = xe . 积分 


得 


J^ 2 = - e 1 + c . 解为+ 

dy _ 4x 3 - 2xy 3 + 2x 


(30) 


d * 3x 2 y 2 — 6y 5 + 3 y 2 


解方程化为赛=绕=:^^，令…、=八 


变为线性方程$ = ^-~, U + ；. 方程组 f 2f； ~ U + 1 =0 ' 


v - 2u 


It ; - 2u 


= 0 


的解为 


=-+ •取变换 " =« - \,V = V +" f ， 化为齐次方程 


芸 ㈣ •再令4得 


必 = _ 互丄丄也 __ 互 1 • 2 - S _ 2S 2 -2S +2 
dV _ V 2 V dV ~ ~Y V ' 1 -2S = V(l -2S) ' 

■T*^T7T ds= f* (52 - s + 1)K2 = c - 

代回原来的变量，得解为 
U 2 - UV + V 2 = c, 

(3/ -l) 2 - (3 / - 1)(3/ + 1) + (3x 2 + l) 2 = c, 

其中 c 为任意常数. 

(31) y 2 ( xdx +ydy) + x(ydx - xdy) = 0( 提示： 令 * = pcos 0, 
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y = psin 0) • 

解 令尤 =pcos 0 ，y = psin 0 9 dx = cos ddp - psin 0 dd,dy = 
sin ddp + pcos 0 d 0， 方程化为 

p 2 sin 2 0 • pdp - pcos 0 • p 2 d 0 = 0 , sin 2 0 • dp - cos 0 • d 0 =0. 

有 

dp cos 6 1 / 1 \ 

de = -^r e tp = ~^Te + c ^ p ( l + ^) = c . 

代回原来的变量，得通解 

(* 2 + r 2 ) T ( 1 + +) = C ， ( + y 2 ) (y + 1 ) 2 = cy 2 , 

其中 c 为任意 常数. 另外有解 y = 0 ,y = - 1，它们含于通解中. 

(32) ^ | + =0( 提示：令 u = x + y,v = xy ). 

ax I + x y 

解 方程可化为 

0 = (1+ xy 3 ) da : + (1 + x 3 y)dy = d(x + y ) + xy ( y 2 dx + x 2 Ay ) 
= d (* + y ) + xy 2 (ydx + xdy - xdy ) + x 2 y(xdy + yAx - yAx ) 

= d (* + y ) + xy(y + x ) d ( xy ) - x 2 y 2 d(x + y ). 

令“ =* + y ， i ;= 叮，则方程变为 du + vudv - v 2 du = 0. 可变量分 
离解之 

( i ； 2 - l)du = uvdv ,^ = > = 丄. 

a v - \ 2 v-l 

21 n I u I = In I t ; 2 - 1 I + c , 

得 “ 2 = c(v 2 - l )( c #0). 即通解为 （*+ y ) 2 = c(*V -1)， 其中 
c 为任意 常数. 另有 u ( w 2 - l ) = 0,即 *+ y = 0,x 2 y 2 = 1 ，经检验 
亦为方程的解（特解），前者含于通解中. 

2. 求一曲线，使其切线在纵轴上之截距等于切点的横坐标. 

提示切线在 *， y 坐标轴上截距分别为亍=*- 乂•和 F = 

y 

y - x / ([见习题 1.2-8(5)]). 曲线方程为* = y - xy ', mny ' = 
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—- 1 ,y = I - J x~'dx + c j = x(c - In I x I ). 

3. 摩托艇以 5 m / s 的速度在静水上运动，全速时停止了发动 
机，过了 20 s 后，艇的速度减至= 3 m / s . 确定发动机停止2 min 
后艇的速度.假定水的阻力与艇的运动速度成正比例. 

解艇的运动方程为$ =心，其中 r 为摩托艇的速度, A 为水 
的 阻力. 解为也= kdt,ln I vl = kt + c,v = ce k , . 依题意，开始时 5 = 

V 

ce ° = c ，即 t ； = 5 e fa ,20 s 后有 3 = 5 e 20k ,k = ^ lny . 即摩托艇的速 

度为 t ; = 5 e ^'. 2 min 后艇的速度则为 i ； = 5 e >^ l2 ° = 5 e < = 
5( 夺） 《 0.233 m / s . 

4. 一质量为 m 的质点作直线运动,从速度等干岑的 

有一个和时间成正比（比例系数为 ft ,) 的力作用在它上 t 
点又受到介质的阻力，这阻力和速度成正比（比例系数 ， 

求此质点的速度与时间的关系. 

解设质点的运动速度为 t >(0 ，则质量为 m 的质点的运动竹 

用力为它受和时间成正比的力和介质的阻力购柠 r, - 

此质点作直线运动的运动方程为= k,t - k 2 v ( t) t ' 

k t ^0, k 2 > 0. 初值条件为《 = 0时 v ( t ) = 0. 

解此线性方程^ • =~^ vU ) 有解 

dt m m 

v (0 = e ^ d， (j + c ) = e_ "'( + cj 
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由初值条件为 f = 0时 v { t ) = 0，有 c = 即解为 

”⑴=|⑷-… e 4 ) =卽-苛)令 4 . 

5- 证 明：如 果已知里卡蒂微分方程的一个特解，则可用初等 
解法求得它的通解.并求解后面的方程 （1) ~ (7). 

证里卡蒂微分方程为裝= P ( x ) y 2 + Q ( x)y + R ( x ) ，设已 

知它有一个特解 r ( x ). 通过变换 y = z + 5 s 方程变为伯努利方程 

盎 H =P ⑷ ( ’+ 2 矜 ) +Q(X)Z 

= [2 P { x)y + Q ( x ) ]z + P ( x ) z 2 , n = 2 # 0,1. 
可取变换江 = f 1 ， 则再变为线性方程 

^ =-[2 P ( x)y + Q ( x )] u - P ( x ). 

有通解 

u = e "[— 渖 [ c-J />(小扣(柄(—斗 

即有通解式 

(y - y) e -f l2P ^^ 卜 _ = 1. ( * ) 

这证明如果已知里卡蒂微分方程的一个特解，则可用初等解法求 
得它的通解. 

( 1 ) y f e" x + y 2 - 2 ye x = 1 - e 2 ' 

解观察得方程有特解 f = e ' 取变换 r = z + e \ 方程化为 
z f e~ x + z 2 = 0， - z~ 2 dz = e s dx 9 z~ l = e * + c , 

(y - e *) ( e * + c ) = 1. 

方程的通解为 y = + - pi —, 其中 c 为任意常数. 

e + c 

(2) y ’ + y 2 — 2 ysin x = cos x - sin 2 ^. 
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提示 特解 f = sin 取变换 y = z + sin »，方程化为 
z' + z 2 = 0 , 2 _1 = x + c,z(x + c) = 1. 

通解为 y = sin x + —-— • 

X + c 

(3) x y' - X 1 y 2 + xy + 1. 

提示 特解歹 =- x -'. 取变换 y = z 方程化为 / = 

-x -1 z + z 2 . 令 u = z - l ，# u ’ = * _1 14-1 ，有解 “ =X ^ - J X~'dx + c j 
= x(c - In I * I ). 方程的通解为 



或直接用通解式 （* ) 

(y + * 1 ) el>dl， (c - J x "' d *) = (y + x " 1 ) x(c - In I * I ) = 1. 

(4) 4 x 2 (/ - y 2 ) = 1. 

提示特解 f = - +. 取变换 y = z - ±, 方程化为 / = 
Lx 2 x 

- x~'z + z 2 •令 u = z — 1 ， 得 = x~'u - l ，有解 u = a : J - I x''dx + 
c ) = x ( c-\n \ * I ) .方程的通解为 

( y + ±),( c - l „| x |) = K 2 x y=—- 2 nlxl -1, 

或直接用通解式 （* ) 

(y + ^)e'/ (_2 ^ )<u ( c - J x~'Ax) = (y + 占卜 ( c - ln I « I ) = 1 ■ 

(5) x \ y ' +/) = 2. 

提示有特解 f = -* _ l . 方程为 y ’ - - y % +2* _2 ，取变换/ = 
: - * _l ，方程化为？ = 2 x~ l z - z 2 . 令 u = z _l ， 得 u ’ = - 2 x~'u + 1 , 
有解 


u = e " 2 * d (J x 2 dx + cj = c + = ^■x~ 1 {x i + c). 
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方程的通解为 


(y + x~' )x' 2 (x 3 + c) =3, 


xy 


2x 3 - • 


或直接用通解式 （*) 

JVd:)= (”， + 誉 ) =1 ， 

2x 3 — c 


= 


x + c 

(6) x 2 y r + (xy - 2) 2 = 0. 

提示有特解 y = 方程为 / = - / + 4 x^y - 4 x - 2 . 直接 
用通解式 （* ) 

洫 (5 + f x 2 dx) = (y W(d + f) 


=~ x ~' )*" 2 <c + * 3 ) = 1- 

得通解 zy = + c . 

太 + C 

(7) / = (* - l)y 2 + (1 -2*)”*. 

提示有特解 r = l . 直接用通解式 （* ) 

= (y - 1 )e*(c + xe~ x ) = 1. 

通解为 y = 1 +— ^― • 

ce + 尤 
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第三章一阶微分方程的 
解的存在定理 


§3.1 内容提要 


§3.1.1 解的存在唯一性定理与逐步逼近法 

⑴微分方程裝=/(*，7)，尺 ： | x - * 0 1 ^» ly - y 。 丨彡&称 

/(*， y ) 在上关于 y 满足利普希茨条件，若存在常数 L >0 满足 
l/(»*y,) - /(* ， y 2 ) I -yj ，（ * ， yi) ，（ * ， y 2 ) e/?. 

i 称为利普希茨常数. 

若 / U ， y ) 在上 $ 存在且连续，则 / U ， y ) 在上关于 y 满足 
利普希茨条件. 

存在唯一性定理1 若 /(*, y ) 在/?上连续且关于 y 满足利普 
希茨条件，则方程裝 =/ U ， y ) 在区间 U -* 0 I ^上存在唯一解 
y =< p ( x ) ,( p ( x 0 ) = y 0 ，其中 

十 4) ， M % n^J/ ( *， y) |. 

(2) 隐方程 F (*，； k ， 〆 ）=0. 

存在唯一性定理2 若 F ( x , y , 〆 ） 在 U D ， y 。，％) 的某邻域中 
对 U , y ，/) 连续且存在连续偏导数，同时 F ( x 0 t y 0 , y ' 0 ) =0, 
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■^ jF ( x 0 ， y 0 ， y f 0 ) #0,则方程 F { x , y , y ') =0 存在唯一解 y =< p ( x ) , 

< p (* o ) = y 0 ^< p '(. x o ) = y ' o - 

(3) 逐步通近法微分方程$=/(\>0等价于积分方程 7 = 

yo +£ /(*， y ) 如取史(* 0 ) = y 0 , 定义屮 „(*) = y 0 +f /( x >9 > a _,( x )) dx , 
n = 1，2,…，可证明 limRb ) =< p ( x ) ，而 y = < p (*) 满足积分方程. 

n —♦» 

通过逐步逼近法可证明解的存在唯 一性. 先证积分方程与微 
分方程等价（[书 §3.1 -命题 1]); 后用数学归纳法证定义的 
*„(*) 存在且连续（[书 §3. 1 -命题 2]); 再坪％(*)在区间一致 
收敛（[书§ 3. 1 -命题 3]); 于是 #(*) 是积分 | 方程的连续解（[书 
§3-1 -命题 4]); 最后，用反证法证解的唯一性（[书 § 3 . 1 -命题 
5]). 

(4) 近似计算逐步逼近法中第 n 次近似解 &(*) 和真解 
史 U ) 有误差估计式 

I <Pn(x) ~<P(X) I ^-： ML 

(n + 1) ! 

可以通过控制 A 和 / i 使上面不等式右端误差值足够小，而得 
到满足误差估计的近似解 < pSx ). 

§3.1.2 解的延拓 

(1) 局部利普希茨条件若函数 /(*， y ) 在某区域 G 内每一 
点有以其为中心的完全含于 G 内的闭矩形 R 存在，在 R 上 /( ly ) 
关于 y 满足利普希茨条件，则称 /(*， y ) 在 G 内满足局部利普希茨 
条件. 

(2) 延拓定理若 /(*， y ) 在某有界区域 G 内连续且关于 y 
满足局部利普希茨条件，则方程 g =/(*， y ) 的通过 G 内任何一点 
(* 0 ， y 。） 的解 y = 可以延拓，直到点 （*#(*)) 任意接近区域 G 
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的边界. 

(3) 饱和解方程 $=/(*, y ) 的解 y = < p (*) 的定义区间为 

a <* <沒，且当 *— ►0 ： + 或时（*，史（*) ) 趋于 G 的边界，则称解 
y = (p(x) 为饱和解. 

当 G 是无界区域时，方程 g = f ( x , y ) 的解可能无界， a ，/3 亦可 
以是- 00，+ 00 . 

(4) 若 /( X , y ) 在整个平面上定义、连续和有界，且存在关于 y 
的连续偏导数，则方程 g =f(x,y) 的任一解均可延拓到区间 

- 00 <x < + 00 . 

§3.1.3 解对初值的连续性和可微性定理 

(1) 解对初值的对称性定理设方程 g =/(*， y ) 的满足初值 

条件7(*。）=7。的解是唯一的，记为7 = ¥>(*,*。，；^。），则（戈，7)与 
(*。山）对称，即有7。 =<p(x 0 ,x,y). 

(2) 解对初值的连续依赖定理若 /( x ， y ) 在域 G 内连续且 
关于 y 满足局部利普希茨条件， （* o ， y D ) e G，y = ip ( x ， x 0 ， y 0 ) 是方 

程 g =/"( x ， y ) 的满足初值条件 y (*。）= y 。 的解，在区间 a ^ x^b 

上有定义 （ a 矣*。矣6 )，则对任意>0,有3=5(^6)，使得当 

(七_*。） 2 + (歹。_7。） 2 ^ 2 时方程 g =/(*, y ) 的满足条件 yU 。） = 

y 0 的解7 =炉（*，5。，歹。）在区间<*矣*矣6上也有定义，且 
I (p(x,x 0 ,y 0 ) -<p(x,x 0 ,y 0 ) \ <e ， a 矣 x 矣 b. 

解对初值的连续性定理 若 f ( x ， y ) 在域 G 内连续且关于 y 

满足局部利普希茨条件，则方程 g =/(*， y ) 的解 y = ^>( n D ， y)) ) 作 
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为 的函数在它的存在范围内是连续的. 

(3) 解对初值的可微性定理 若 /(*, y ) 和 f 在域 G 内连续， 

dy 

则方程 $=/(*，；)0的解:^ =史(*，*。山）作为\*。，7。的函数在它的 

存在范围内是连续可微的•且$= -/(* o . y 0 ) exp [ 

是初值问题$=^^ 2 , 2 (*。）= -f(x 0 ， y 。） 的解； # = 
ax oy dy 0 

是初值问题 f = 心。 ）=1 的解 • 

(4) 含参数微分方程兹=/(*，7,久），用6, 表 示域： G A : (*, y ) 
e G,a < A </3. 

若 / U ， y ， A ) 在域 G a 内连续且关于 y 满足局部利普希茨条 
件，当其利普希茨常数 L 与 A 无关时称为 G a 内一致地关于 y 满足 
局部利普希茨条件. 

含参数方程的解对初值和参数的连续依赖定理 若 /( X ， y, 
A ) 在域 G a 内连续且在 G a 内一致地关于 y 满足局部利普希茨条 

件， Uo ， yo ， A。）e G A ，y =史(*，；《。，7。，人。）是方程裝 =/(*， y ， A ) 的通 

过点 （* 0 ，； T 0 ， A 0 ) eG A 的解，在区间 a ^ x ^ b 上有定义 （ a 矣; c 。 矣 6) ， 
则对任意《>0,有 5=5(^6，《，沒），使得当（5 0 - x 0 ) 2 + ( y 0 - 

n ) 2 + ( A 0 - A 0 ) 2 ^5 2 时方程 g =/ U ， y ， A ) 的通过点（无。，歹。， A 。） 

e G a 的解 y =史（*，5 0 ，歹 0 ，又 0 )在区间 a ^ x ^ b 上也有定义，且 
I <p(.x,x 0 ,y 0 ,X 0 ) -<p(x,x 0 ,y 0 ,\ 0 ) | <e,a^x^b. 

含参数方程的解对初值的连续性定理 若 /(*， y ， A ) 在域 G a 
内连续且在 G a 内一致地关于 y 满足局部利普希茨条件，则方程 

€=/'(*，7，人）的解7 =史（*，*。，7。，久。）作为 *, a : 0 , y 0 , A 0 的函数在 
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它的存在范围内是连续的. 

§3.1.4 奇解 

(1) 包络对单参数曲线族 

^(x,y,c) = 0 , 

其中 c 是参数 ，少是 *,y，c 的连续可微函数，曲线族的包络曲线指 
它本身不在曲线族中，但过包络曲线的每一点有曲线族中的一条 
曲线在该点与其相切. 

C - 判别曲线曲线族0 =0的包络存在于下面两个方程 
j^(x,y,c) =0, 

1 少 '( W ) =0 

消去 c 而得的曲线中，称为 C - 判别曲线 . c - 判别曲线需通过实际 
检验才能确定是否是曲线族的包络. 

(2) 奇解奇解是微分方程的解，但其解曲线上每一点处唯 
—性不成立. 

奇解定理一阶微分方程的通解的包络若存在，则它是奇解. 
反之亦然. 

隐微分方程=0的奇解，包含在方程组 
jF(x,y,p) =0, 

消去 P 而得的曲线（称为 P - 判别曲线）中.需通过实际检验才能 
确定是否是奇解. 

(3) 克莱罗方程 +/(/»)，/»=$(/(/)) 连续可微）的通解 

是一直线族 y = c * +/( c ). 此直线族的包络为方程的奇解.可用 c - 
判别曲线求其包络（奇解）. 

• §3.1.5 数值解 

(1) 求微分方程的初值问题 
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^ =f(x,y) ,y(x 0 ) =y 0 

的解 y = y (*)， 从初值条件 y (*。）= y 。 出发，按照一定的步长 I 依 
某种方法逐步计算微分方程解 y(x) 的值 y n = y(*J ,这里 *„ = 
x 0 +n. h. 这样求出的解称为数值解.用一种方法，其局部截断误 
差为步长 A 的 0( V + l ) 时，称此方法有/>阶精度. 

(2) 欧拉公式 （1 阶精度） r n + 1 =y H +h •/(*„, 

y m ) =x 0 + n • h. 

改进的欧拉方法 （2 阶精 度）： 

=y n +h */(*..r„). 

Xn*i =r» + y[/(*„»r») +/(*„ +l ， n +l ) ]• 

(3) r 阶（段）龙格-库塔方法 y . + 1 =y n +h A . A ., 

i = l 
j-l 

k j =/(*„+ djh,y n +h ^ Pj. k , ) » ；' = 2, — ,r. 

2 阶龙格-库塔公式 （2 阶精度 ） ： r =2， A , =1 -^-, A 2 = rV ， 

Za 2 za 2 

AI =d 2. 

4 阶龙格-库塔公式 （4 阶精度）: r =4, 

y i + i = y < +-|-(*I +2 A 2 +2k 3 +k 4 ) ， 
k \ =/(* i . y .). 

A 2 =/(*. +y.r. + Y k ') * 

*3 =/(*‘ +y，yi +Y k 2 ) * 

=/(*i + 厶， 50 +hk 3 ). 

(4) 相容性当 A —0 时平均斜率趋近真正斜率.局部截断误 
差为 P 阶时称为 P 阶相容. 
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收敛性当 A — 0时计算公式收敛于精确解. 

整体误差 〜=I (在整个区间[*。，*„]). 

P 阶收敛存在正数财，其整体误差 e n ^ Mh p . 

定理不计舍人误差时, P 阶相容的方法一定是 p 阶收敛的. 
(5) 刚性问题微分方程组的初值问题中方程组的解的各分 
量值存在数量级的 差别. 微分方程组线性近似部分之特征值实部 
的绝对值中最大与最小之比称为刚性比.刚性比很大的刚性问题， 
其数值方法与常规数值方法有所不同. 


§3.2 学习辅导 


§3.2.1 学习要点 

(1) 掌握一阶微分方程解的存在性、唯一性、延拓定理及其 
证明. 

(2) 熟悉逐步逼近法和误差估计式，能运用误差估计式估计 
误差和确定存在区间. 

(3) 理解一阶微分方程解对参数和初值的连续性、可微性定理， 

掌握解对初值的微分公式 -/(* o . ro ) exp [ £ ， 

(4) 理解包络、奇解 、 c - 判别曲线和 p - 判别曲线，能运用判 
别曲线方法寻求和判别奇解. 

(5) 掌握克莱罗方程 y = xp + f ( p ) 的通解为7 = <：*+/(<；)，并 
能寻求和判别克莱罗方程的奇解. 

•( 6 ) 理解求微分方程初值问题的数值解方法，包括欧拉方法 
和改进的欧拉方法及龙格-库塔方法.能应用龙格-库塔方法数 
值解函数软件求微分方程的初值问题的数值解并画出图形. 


137 



§3.2.2 例题选讲 


例 1利用唯一性充分条件，试在0町平面上找出每一点都 
有微分方程 

X f x =y+ ^ 2 -* 2 

的唯一解的区域. 

解 方程可化为 / .于是 

QX X 

f { x , y ) 山__2^ 

* x x 

在 acy 平面上除* =0，/矣* 2 外的任意区域内连续且有界.根据 
解的存在唯一性定理，在平面上方程有唯一解的区域为*# 
0, |y| > UI. 

例 2试求微分方程初值问题 

裝 =*- r 2 , y (0) =0 

的第一、二次近似解，并按存在唯一解定理讨论在区域 Z )= j -0.5^ 
x ^ 0 . 5 ,-\^ y ^\ 中的存在区间和误差估计. 

解 令％(*) = y 。 =0,于是 

< pA *) = y 0 + f [*-^ o (*)] d * =^-, 

J o L 

<Pi( x ) =y 0 + f o [ x = £ ( x ~^) dx= Y~^' 

在区域 /> 可取 Af = max \ x - y 2 I =1.5, a =0. 5,6 = l,/i = 

(*.r) 

―卜，去) =0 . 5 .利普希茨常数可取 L = ( max o j ^ j = 
max I 2 y | = 2 •于是在存在区间 I a : - * | 矣 A = 0. 5 上第 1、2 次近 

(*,y) eD 

似解的误差为 
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I <Pi(») -<p(.x) I 《劈 h 2 = - - 5 2 ' X2 x 0.5 2 =0.375 ， 

I <P2^ X ) ~<p( x ) I x 0.5 3 =0. 125. 

例 3 试求微分方程初值问题 

砮 = 竽 + ( 子 ) ^*o)=r 0 ^o^o 


的解 yU ，*»， y 。） 对初值偏导数 


dy(x ， x 0 ， y 0 ) dy(x,x 0 ,y 0 ) 


的表达 


解由解对初值的可微性定理知，对微分方程 f =/(*， y ) 的 


解 y (*，* o ， y 。） ，7(*。，*。，7。） = y 。， 有 
dy(x,x 0 ,y 0 ) rt 、 r 〆 

—^— =-/( Wo ) e X p [ 九。 

及 


3f(x t y(x,x 0 ,y 0 )) 

-< 

dy 
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y 0 ( 6x o + ro ) x 2 

z =. --— 

3 *0 (x 0 y 0 +x 2 0 -xy 0 ) 2f 

dy(x,x 0 ,y 0 ) 「广 df(x,y(,x t x 0 ,y 0 )) i 

= exp U 0 - ^ - dx J 

_ _ 

(* 0 y 0 +x 2 0 -xy 0 ) 2 

例 4( 奇解）试求微分方程 2 y (/- l ) -*/ 2 =0 的奇解 • 

解令；>=/，将方程及其求导式联立 求解： 

f2y(p -l) -xp 2 =0, 

[2y - 2xp = 0. 

消去 p 得 />- 判别曲线 /- 2 砂 = o , 其解为 

y = 0, y = 2x. 

它们都是方程的解. 

为判断它们是不是方程的通积分 （[ § 2.2. 2 -例 6]) 

2cxy = ( 1 + cx 2 ) 2 

的包络，先求 c - 判别曲线 

{2cxy = ( 1 + cx 2 ) 2 , 
ly =*( 1 + cx 2 ). 

将后式代人前式，解得 c ="4■，于是 y =*( 1 + cx ) =«( 1 + 1 ) = 2 x , 
x 

故直线 y =2* 为方程的包络.奇解为 : r = 2*. 如图 3. 1. 

'例 5( 数值解）试判断微分方程组 


x' =Ax + 


000.25 

0 




999.75 


是否为刚性方程. 

解线性方程的特征方程为 


det( A 忍 -A) = 


A + 2 000 


-999.75 
A +1 


= A 2 +2 001 A +1 000.25 =0. 
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[ 

图 3.1 2 y (/- l )-*/ 2 =0 的包络 

方程有特征值 A , = -2 000.5, A 2 = -0.5 .其刚性比为 

m r Re( - A ^ ,2 000.5 _ 1Q01 
minRe ( - A .) " 0.5 ~ 

方程是刚性方程. 

§3.2.3 测试练习 

1. 试判断下列函数在所给区域上是否满足利普希茨 条件： 

( 1 ) /(*, y ) = y T , ( a ) |*| ^1,0 < c ^ y ^ d ； ( b ) \x \ ^ 1 , 
0 <y^d. 

(2) f ( x , y ) = xy 2 ,( a ) a ^ x^b ,c ( b ) - oo 

<y < + oo . 

( 3 ) /( *, y ) = xy , ( a ) a ^ x ^ b , c ^ y ^ d ； ( b ) a 矣 x 彡 b , 
-oo <y < + oo ； ( c ) 全平面. 
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(4)y,= ^ #y - 

2. 试用唯一性充分条件判断下列方程存在唯一解的 区域: 


(1) (y-x)y' =yln x\ (2) y' 

x-y 

(3) 〆 =y+ 3y T . 

3. 试列出下列微分方程初值问题的第 1 、 2、/i 次近似解及第 n 
次近似解的误差估计式.第 / t 次近似解不必具体计算. 

(1) / = 1 + y 2 ,y(0) =0 ； (2) / =/ +3* 2 - 1 ， y( 1 ) = 1; 


导数 


(3) xy ' =2 x - y , y ( 1 ) =2. 

4. 试列出下列微分方程初值问题的解 y ( H D ， y 。） 对初值偏 

dy ( x , x 0 , y 0 ) 


dx 0 dy 0 

(1) / =p(*)r 2 + q ( x)y + r ( x ) , y ( x 0 ) = y 0 ; 

(2) y ' = sin (* y ) , y (0) =0； 


(3) xy 9 - ^sin —— y =0,y( 1) =0. 
x 

5. ( 奇解）试列出求下列微分方程奇解的判别式.不必具体求 
解（具体求解见 [§3.3.1 -8, §3.4.2-8]). 

( 1 ) xy ,2 - 2yy 9 + = 0 ； (2) y(y - 2xy r ) 2 =2y f ； 

(3) yy ,2 +1=0; (4) xy ,3 - 2yy f2 - \6x 2 =0. 

6. ( 奇解）已知微分方程的解族，试求其方程的包络及奇解. 
先列出方程，暂不具体解岀（具体求解见 [§3.3.1 -9, §3.4.2- 
9]). 

( 1 ) xy =cy - c 2 ； (2) c x" -c 2 y -2=0; 

(3) y = c|a: 5 (4) y = c(x - c) 2 . 
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§3.3 补充提高 


§3.3.1 补充习题 


1. 判断下列方程在什么区域上保证初值问题解的存在 唯一： 

(1) / =* + co 8 y ； (2) y ' = y/JyT ； 

( 3 )/=^. 

x ■ y 

2. 求初值问题/ = y 3 +*cos *， y (0) =0 的 o (* 5 ) 的近似解. 

3. 已知要求误差等于或小于 0.05, 试求 §3.2.3 第 3 题 （1) 
和 （2) 中微分方程的近似解在 U -*。 | ^1, | y - y 0 | ^1处的逼 
近次数. 

4. 设 /( x , y ) 在区域矣 a , |y | 矣6上连续且对 y 是非 
减的，且当0矣时有/(*，0)多 0. 试用逐次逼近法证明初值问 

题/ =/ U ， y ) , y (0) =0的解在0彡上存在，这里 A = min ( a , 

去)卜 

5- 指出微分方程 / = (1 - y 2 ) e 〃 2 的每一解的最大存在区间 
及当％ 趋于区间两端时解的性状. 

*6. 求方程/ = ^过原点 （0,0) 的一切解.并指岀其解中有 
最大解和最小解，且最大解和最小解之间的区域被方程经过原点 
的一切解充满. 

•7. (1) 试求带参数微分方程 /=/(*, y ， A )， 其右端 / UosA ) 
对 iy , A 连续可微时解对参数的微分公式. 

(2) 求下列方程的解7(*，*。，7。，人），7(*。，*。，7。，人） = y 。， 当 

*o =0， y 。 =0时^7(*，*。，7。，>\)在久=0 的值. 

OA 
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( a)/+Ay = l ; ( b ) y ' =y y/l - A 2 * 2 . 

8. (奇解）试具体判断 § 3.2.3 第5题中微分方程的奇解 • 

9. ( 奇解）试具体判断 §3.2.3 第6题中微分方程解族的包络 
及奇解. 

•10 •(数值解）试用二阶泰勒级数展开法求解初值问题/ = 
*(l + y )'\ y (0) =1. 

§3.3.2 排疑解惑 

(1) 解的存在与 唯一性 微分方程（组）初值问题（柯西问 
题）/ =/( x , y ), y ( x 0 ) = y 0 之解的存在与唯一性是常微分方程基 
本理论的核心，常见的有几种基本方法 :皮卡 （ E . Picard ) 逐次逼近 
法（压缩映象原 理）； 欧拉折线法（差分 法）； 巴拿赫 （ Banach ) 空间 
绍德尔 （ Schauder ) 不动点 方法; 柯西优级数法.第三种方法需用到 
巴拿赫空间算子的不动点定理，最后一种方法要用到解析函数优 
级数理论.利普希茨条件是存在唯一性最常用而广泛的 条件. 右端 
函数仅仅连续也能保证解的存在性，但不足以保证解的唯一性.还 
可以利用最大、最小解（上、下解）的概念和方法处理解的存在性. 
见[文 15 § 1]. 

(2) 佩亚诺 （ Peano) 存在定理与欧拉折线法一阶微分方程 
/ =/(* ，: T ) 右端函数连续时其解存在，这个局部存在性定理称为 
佩亚诺 定理. 最著名的证明方法是欧拉折 线法： 先对任意小的衣> 
0,构造方程的一个 s 逼近解——欧拉折线，仅在有限个点处导数 
不 连续； 然后对任一趋于零的正数序列 〜， 构造满足一定条件的 
〜 逼近解匕（*),证明|^>„(*)丨的一致有界性和同等连续性，再 
利用 Ascoli - Arzela 定理， 丨史 “*) 丨存在子序列 丨炉〜 （*) 丨 一 致收敛 
于某函数 cp ( x ) ;最后证明史（*)就是满足初值条件的方程的一个 
解.因欧拉折线是由方程的微分换成差分而得，欧拉折线法又称差 
分法.[文18 §2.2] 给出了欧拉折线法的收敛性的详细 证明. 

(3) 压缩映象原理和不动点定理皮卡逐次逼近法是以压缩 
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映象原理思想为 基础. 压缩映象原理是在度量空间研究泛函方程 
解的存在唯一性的有效方法.可以直接应用不动点定理证明常微 
分方程初值问题解的存在唯一性. 

不动点定理算子4将完备度量空间 A / 映射于本身，且存在 
常数 a < 1,对 A / 中任意一对元素 （*， y ) 成立矣 
M (*， y ), 其中 P (*， y ) 为度量空间 W 的距离，则泛函方程 Ax =x 
存在唯一解. 

对常微分方程初值问题可定义算子/!为 

A r = y 0 + I f ( x , y ( x )) dx . 

J *0 

若微分方程右端函数 / U ,； K ) 满足利普希茨条件，则算子 /! 满足不 
动点定理条件，微分方程的解存在唯一.见[文15 § 1. 1、§ 1.2,文 
18 §2.7]. 

(4) 延拓定理[书 §3.2] 已证明方程初值问题的任一解均 
可延拓成饱和解，其延拓定理表明饱和解可任意接近区域 G 的边 
界. 这也是判别给定解是否为饱和解的方法.可以将延拓定理写成 
(仅要求 /(*, y ) 连续，见[文15 § 1.3])： 

延拓定理设 /( a :， y ) 在区域 G 连续，则 y = ^>(*)， a <; r <；8 是 
微分方程/ =/(*,； r ) 初值问题的饱和解的充要条件 为：当 
*—/^时，有 

lim |[ d (^(*), G - C )]-' + | M ( x ) | | =« , ( * ) 

其中 3/(*) =(* ，史 (*)), | M (*) I = o 2 + 〆 （*)]+.若 G 是整个 
空间，则6 - G 是空集，上式第一项为零•对允许《 = 
- 00 = + 00 . 

证必要性•用反证法.设 *-^3- 时 （*) 式不成立，则存在单 
调增加数列 U ] /5,使得 \ M ( Xi ) I 小于、 rf ( Af (*,)， e - C > 大 
于某正 常数. 从而有界，有收敛子序列 Up I ， 
lim tpix .^ ) = y *. 由后一式有 ) e G . 现证 lira〆 *) = y ••取 

任意充分小衣>0，使及={(*，7)||；(：-/3丨矣农， \ y - y * I CG , 
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令 K = max |/(*, y ) |. 并在 | 中取 满足丨 < p ( x H ) - y ' \ ^ 

(*.y) « « 

■及 K(fi - x m ) 则当 * ■矣 * </8 有 I < p ( x ) - y " I ^£ r . 否则在 

存在 * 使丨穿 （*)-〆I >占，取*的下确界5则有 
I < p ( x ) ~( p ( x n ) I ^ I ?>(*) - y ' I - I <P («») - y * I ■，而 

I <p(x) -<p(x n ) I = I £ /(* ， 炉 （*) )da: I ^K(x-x n ) <"|~ ，矛盾 . 

由 lim ^ p (*) = / 及 （/3， y _ ) eG 知史 （*) 还可自 /3 向右延拓，与 
一 

史 (*) 为饱和解矛盾.对 a + 可同样证之. 

充 分性. 反证之.设 〆 *)不是饱和解，则 < p ( x ) , a < t < p 还可 
向右或向左延拓，则 （* ) 不成立，矛盾 • 

(5) 比较定理和最大解、最小解当常微分方程初值问题的 
解存在但不唯一时，会引出最大解、最小解的概念.其根据是比较 
定理. 

第一比较定理设/(*,7)，尸(*， 7 )在域6连续且有/(*，；^) 
< F ( x , y ) ，则两方程 〆 = f (. x , y ) , y ' = F (*, y ) 的过同一点（*。 ， y 。） 
的解 y = < p (*) ,y = 0(*) ，在 * >*。及其共同存在区间有 < p ( x ) < 
少 （*); 而在 *<* 。及其共同存在区间有央 U ) >0(*). 

取 〆 *) =少(*) -< p ( x ) ，则有 z '{ x ) >0, z ( x 0 ) =0. 用反证法 
易证得*>* 0 且靠近时有 z ( x ) > 0 ； M « < * 0 且靠近*。时有 
z ( x ) <0. 即证得定理. 

利用比较定理容易定义最大解和最小解，并证明存在饱和最 
大解和饱和最小解.利用最大解、最小解可以将第一比较定理推广 
为针对 / u , y ) 矣 / Xty ) 的第二比较 定理. 参看[文16 § 1.4]. 

(6) 奇解奇解是其上每一点均有其他解的解.判断奇解的 
方法有直接法、 c - 判别曲线法、 /)- 判别曲线法和混合法.直接法 
是直接寻找方程不满足唯一性条件的点集/ = Ax , y ) J \( x , y ) = 
0;如果是对隐方程，则直接法变成 p - 判别曲线法，由 /(^ y ，/)) = 

146 



0, f ' P ( x , y , p ) =0 消去 p 得 =0 ;C - 判别曲线法通过方程 
的通解再求其包络，由 g ( x , y , c ) =0, g ：( x , y t c ) =0消去 c 得 
少 (*， y ) =0;混合法则混合使用 p - 判别曲 线法央 （*, y ) =0和 c - 
判别曲线法 i / t ( x , y ) =0的公 因式. 前三种方法均要再验证是否是 
奇解或包含奇解，但混合法除外 . =0,^( x , y ) =0分别称 
为 P - 判别式， c - 判别式.判别式因子中除奇解外还可能含有满 
足或不满足方程的切点、节点和尖点三种轨线 形状. 见图 3. 2.其 
中 P - 判别式的因式将含包络（奇解）式 （1 次）、尖点式 （1 次）和 
切点式 （2 次 ）； c - 判别式将含包络（奇解）式 （1 次）、尖点式 （3 
次）和切点式 （2 次）.见[文7 § 10]. 关于奇解的存在性定理可参 
考[文19§4]. 




> = 0为切点轨迹 



产0为尖点 4UE 

图 3.2 切点、节点和尖点三种轨线 


(7) 奇解判别曲线法的等根条件对二次多项式 ap 2 + 6 P+c 
= 0, 由 p - 判别法有 2ap + 6 = 0,p = - f , 于是 b 2 - 4 ac = 0 ， 此为 
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二次多项式的等根条件.可直接由此等根条件6 2 -4 ac =0 解出可 
能的奇解.同理，对 P 的《次多项式方程 /(*， y ，/>) =0,可在/ = 0, 

# = 0中消去/>得到可能的奇解.更好的办法是在 n /- p |^ = 0，|^ 
dp dp dp 

= 0 中消去 p , 从而求出可能的奇解.见[文7 § 10]. 

、8)数值解的收敛性当不计舍入误差时，若平均斜率函数 

V U , y ，/ i ) 满足关于 y 的利普希茨条件，则 p 阶相容的方法一定 

是 P 阶收敛的.事实上，依相容性的定义有 

y (*. + i ) = y(*J + h • k . +h - t ( x m , h ), 

其中 U (*,*) I 矣 W . 上式减去[书 §3.5.2-(3.42)], 应用利普 

希茨常数 k >0 及误差\的定义，得 e n + , 矣 （1 + hL k U ， Nh ”'. 

易推得（[文24§1.1-引理 1.1.1]) 

e , ^ c 0 exp ( nhL k ) + Nh p [ exp ( nhL k ) - 1 ]/ L k . 

由于 *• -» 0 = nfc , e 0 = y (*。）- y 0 =0, 最后得 c n ^ W [ exp ( (*„ - 

x 0 ) L k ) -1]/1 4 = 3//1'从而证明了方法是0阶收敛的. 

如考虑舍人误差的影响，计算出的数值解不是真正的而 

应是，这里 k . ( x mt z „, h ) + a , 其中表示每计 

算一步由于各种舍入而产生的误差.于是包括舍入误差的整体误 

差弋= ly(*J I 的递推式变为弋♦，名 （1 * hL k ) e n + Nh p * 1 + e , 

其中 e = max | ~丨 . 整体误差估计式变为+ ^.这表示 

缩小步长会减少截断误差，但因步数增加又会扩大舍人误差.计算 
时应选取整体误差最小的步长.数值计算除考虑相容性、收敛性外 
还要考虑数值算法计算过程的稳定性.可参看 [ 文24 § 1.6]. 

•(9) 刚性常微分方程微分方程组 y 在区间 /C 

0。，71内称为对特解是刚性的，若对于*£/有 ReQJ < 
O.max Re( - A；) » min Re( - A,.) ， 这里 A, •是方程组的雅可比矩 

I max Re( - A,) 

阵 /(*) = f -\ 在 * 处的局部特征值.比值 f . p , v , 称为局 

dy I ,( X ) mmRe( - A,) 


148 



部刚性比. 

数值求解常微分方程时，应选择步长和求解区间.步长由特征 
值中绝对值大者 决定； 求解区间由特征值中绝对值小者决定.刚性 
比过大时，步长和求解区间难以统一，不能应用一般的数值方法求 
解，要考虑特别的解刚性方程的数值方法.参看[文24 § 1.7]. 

§3.3.3 应用实例 


(1) 曲线轨迹 

( a ) 求曲线族，曲线上切点与 y 轴间切线部分的长度等于 y 
截距； 


( b ) 求过原点的曲线，其上的点平 行于: 轴的直线与 *，y 
轴围成的矩形由曲线分割成1:3的两块面积. 

解 （ a ) 如图 3.3, y 截 距为； k - x /， 切 y \ 


点与: K 轴间切线部分的长度是两点“， y )， 
( o ， y -*/) 之间长度，即 * v / TT 7 r ，于是得 


曲线方程* v /1 +/ 2 =”砂 ，，即 x 2 =y 2 - 
2xyy'. 有解 * 2 + y 2 = c;t ( [ § 2. 4. 2 - 2 
(8)]). 其中 C 为任意正常数，其图形 为以一 

为圆心 ，+ 为半径的一串相互切于原 

点的上半圆（在第一象限）.任意圆上的任 




图 3.3 曲线轨迹 


意切线只要不平行 y 轴必满足要求. 


(b) 矩形面积 : ty ， 曲线面积 (%d *. 方程为 
Jo 

^ ^ydx=xy- 或 3 ( - £ yd* J = £ ydx, 

对 * 求导得 3y = y + *〆- y 或 3y + 3 xy r - 3y = y ， 即； t〆= 3y 或 
^xy' =y . 解为 y=c* 3 或 *=<;〆. 如图 3. 4. 

(2) 正交曲线 


149 



图 3.4 曲线轨迹 


( a ) 求双曲线族 = c 的正交 曲线； 

( b ) 求抛物线形的电力线族 y = C * 2 的等势线（正交曲 线）； 

( c ) 求心脏曲线族 p = c(l + sin 0) 的正交 曲线. 

解 （ a ) 微分双曲线族，得微分方程* 〆 + y =0 .其正交曲线 

方程为以代替/，即=0,即 y / =*. 解为/ -* 2 = c . 
如图 3. 5. 



( b ) 微分抛物线族，有/ =2 cx . 与原方程消去 c ，得微分方程 

/=&. 以-人代替/，可得相应的正交曲线方程-^7=&.有解 
x y y x 

2 ydy + xdx =0,2/ + x 2 = c 2 . 此为一同心椭圆族 • 如图 3. 6. 




图 3.6 电力线族）^ = <：* 2 的等势线 

( c ) 对0微分心脏曲线族，得 g = c COS 0，解出 C 后代人方程 

得心脏曲线微分方程 g = ,^° 8 其正交曲线方程为以# 

dd 1 + sin 0 op 

代替 #， 有 -n 2 ^ = f C ° S 、 ，即 ♦ + ( sec g + tan 0)d0=O. 可解得 
dd dp 1 + sm 6 p 

In p + ln(sec 6 + tan 0) - ln(cos 6) = In c 或卩 = C :° S ,~BPp = 

K sec 0 + tan 6 

c( 1 - sin d ). 如图 3. 7. 



图 3.7 心脏曲线族的正交曲线 


(3) 圆简壁传热 单层圆筒壁的内、外半径分别为 r , = 
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10 cm , r 2 =20 cm , 传热系数 A , 内、外圆筒壁表面温度分别为 £/,= 
200 ° C , U 2 =50 丈•试求与同心圆柱的轴的距离为 r(r , 处 

的温度分布函数，距离为 r 3 =15 cm 时的温度及长度为 L =20 m 
的管段内每分钟流失的热量. 


解 用柱面坐标，如图 3. 8.对 9 = 

改为 dr ，半径为 r 、 长为 L 的圆 

柱面表面积为/4 =2- nrL , 即有 

Q — ~ hxrkL ~ r ~, — lirkLAU = 

dr r 

对单层圆筒壁 ， 9 为常数，且满足条件 
"(O = U ,， U ( r 2 ) = f / 2 .从 r , 到 r 积分上 



图 3. 8圆柱面坐标 


式得 


2irAL[ U t - f/( r) ] = ^ln —. 

r i 

将叭 r 2 ) = t / 2 代人可求出 

q=2irkL(U, - U 2 )j\n^- t 
即 

U(r) = U { — ( i/, - U 2 ) • In —/In —. 

r J r, 

此即为同心圆柱内的温度分布函数.而距离为 r 3 = 15 cm 时的温 
度为 


U ( r 3 ) = U t - ( U l - U 2 ) 'In —j In — 

= 200-1501 n ^/ ln ^«112 

将 A =0. 15， i * = r 2 ， L =20 m =2 000 cm 代人算得每分钟流失的热 

量为 
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q =2irkL(U l -U 2 ) I \ny-=2TT xO. 15 x2 OOO xl 5 o / In ^ 
«407 912 cal / s . 


*(4) 年代的判断与艺术品防伪地壳岩石中含有少量的铀， 
铀衰变为另一种元素，另一种元素又再衰变为其他元素，直至衰变 
为不放射的铅-206,形成铀衰变系列.中间包括靠前的镭-226,靠 
后的铅 -210 及钋 -210( [文9§4-图 4.1]). 见图 3.9. 



(不蝴 


图 3.9 轴衰变系列 


西方油画颜料白铅中含有少量的放射性元素铅 -210 和更小 
量的镭-226,而镭 -226 通过衰变为铅 -210 减缓了铅 -210 的衰变速 
度.设7(0为《时刻每克白铅中存在铅 -210 的数量， y 。 为最初生 
产时 t 。 时刻每克白铅中存在铅 -210 的数量，「0)为 * 时刻每克白 
铅中镭 -226 衰变为铅 -210 的数量， A 为铅 -210 的衰变常数.则有 

= -Ay+ r(«) ,y(t 0 ) =y 0 . 

因只考虑存在 300 年的西方艺术品的存在年代，而镭 -226 的半衰 
期为1 600年，可假设心）=»*为常数.此时，方程的解为 
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上式中 A 已知 ，: KO , r 容易测量，但还需知道 y D 才能计算存 
在时间我们利用铅 -210 开始时与开采的矿石中大量的镭 
-226 处于放射性平衡状态这个事实来确定 y 。. 对岩石样本进行测 
算，得知生产时每分钟每克白铅中铅 -210 的衰变数在 0. 18 - 140 
之间，与铅 -210 的真正衰变数 A =(ln 2)/22-0. 03相差太大.计 
算出来的年代较为粗糙，但仍可区别17世纪的画和现代的伪造 
品 • 

还可用另一方法测算.设画作存在时间 f - t 。 =300年，则有 
Ay 0 = Ay ( Oe 300 A - r ( e 300 A - l ). 

首先因若干年后钋 -210 的衰变率与铅 -210 的衰变率相同，可用较 
易测得的钋 -210 的衰变率代替铅 -210 的衰变率，利用上面的半衰 
期公式对铅 -210 有 A = (In 2)/22,即 e 300A = e 300 x < ln 2)/22 «2 1J0/ ". 

通过测算，艺术品 “ Emmaus 的信徒们”中钋 -210 和镭 -226 的 
衰变率分别为 8. 5和 0. 8. 于是 
Arc = Ay ( Oe 300 A - r ( e 3 OOA - l ) 

«8.5 x 2 150/11 -0.8 x (2 1S0/,1 - 1) =98 050. 

这个值大得使人无法 接受. 因此，这幅画一定是现代的伪造品. 

通过类似的分析，发现了一批伪造品及证实了一些真品.参看 
[文9§4]. 

•(5) 技术革新的推广速度考虑在行业中技术革新的推广， 
设有斤个农场的社会中， P (0 为时刻 f 采用某项革新的农场主的 
数量. 已采用某项革新的农场主的接触宣传使未采用某项革新的 
农场主采用.因此，在时间段 At 内，采用某项革新的农场主数 AP 
与已采用某项革新的农场主数 P 和未采用某项革新的农场主数 
均成正比，比例常数为 c . 于是有关系式 

^P=cP(N-P)^t,^=cP(N-P). 
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令 A «—»■() 得 


^= cP ( N - P ), 

此为 Logistic 模型. 可以测算技术革新的推广速度.当开始时仅有 
1个农场主采用，初始条件为 P (0) =1. logistic 模型的解（见[书 
§1.1 -例3,书 §2.1 -例 3]) 



比较20世纪50年代两项革新在美国农业社会中推广的数 
据. 其中图 3. 10( a ) 为 1944—1955 年间美国依阿华州采用除草喷 
雾器的农场主的累加数字，图 3. 10( b ) 是 1934—1958 年间美国三 
个州的杂交玉米种植面积占整个玉米种植面积的累加百分比.模 
型与数据很吻合.但开始部分有差异，査其原因，发现不完全是靠 
已采用某项革新的农场主的接触宣传，大量的报刊、收音机、电视 
宣传也能促使农场主采用某项革新技术，其比例常数 为 〆 ， 即在模 
型中要增加一项，变为 

^ f -= cP ( N - P ) + c '( N - P ) 

Qt 


= ( cP + c , )( N - P ) , P (0) =0. 



( a ) 采用除草喷雾器农场主累加数 （ b ) 三个州的杂交玉米种植面积 

图 3.10 
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其解为 （[ §2.4.2-7(4)]> 

Nc'[e leN * c ， u -I] 
cN + c'e (tN * c，), ' 

修改后的模型结果与数据非常一致了. 

Mansfield 研究了 12 项新技术的使用在烟煤、钢锌、酿造及铁 
路四种主要行业企业中推广速度问题•设/ I 为某一行业中企业总 
数」时刻该行业已采纳新技术的企业数为/>，在 At 时间内，采纳 
该项技术的企业数与还未采纳的企业数成正比，即 △/> = 

A(» -p) = A(n -/>). 令 A*_»0 得 


^=AU- P ). 

比例因子 A 依赖于投资该项技术的效益 7 T 、 投资该项技术占企业 
总资产的百分比 S 及已采用该项技术企业的百分比，即 A = 

•将其展开成前几项的泰勒级数，得 


A =a, +a 2 7r +a 3 5 +a 4 —-fa 3 7T 2 +o 6 5 2 


r —+a 9 5 — 




经过对大量数据的分析，有 a ,。 =0，且+ a 2 7 r + a 3 5 + a 5 7 T 2 + 
a 6 s 2 + a 7 7 rs =0. 若令 k = a A + a g ir + a 9 5, 则模型变为 


H ( n _ p) ， 


这也是 logistic 模型•若设开始时仅 1 家企业采纳该项技术 P 0。） 
=1，则上述模型有解（见[书 §1.1 -例3,书 §2.1 -例 3]) 


p(0 


( n - l) f 


i-io) - 


对12项革新中的每一项均估算岀常数 n , t 0 , a 4 ， a 5 , fl 9 , 7T J 的 
值，并用上式进行测算.其结果相当准确.见表 3. 1. 详细资料可参 
看[文9 §6] 及所列论文. 


156 



新技术 

n 

^0 

mm 

mm 

mm 


m 

内燃机火车头 

25 

1925 

-0. 59 

0. 530 


B 

59 

集中化的交通控制 

24 

1926 

-0.59 

0. 530 


E 

48 

车厢减速器 

25 

1924 

-0.59 

0. 530 



m 

连续宽带轧钢机 

12 

1924 

-0.52 

0. 530 

-0.027 

l 

87 

副产品炼焦炉 

12 

1894 

-0. 52 

0. 530 

-0.027 

l 

47 

连续退火线 

9 

1936 

-0.52 

0. 530 

-0. 027 

l 

25 

短距运行车辆 

15 

1937 

-0.57 

0. 530 

-0.027 

l 

74 

无轨机械装载机 

15 

1934 

-0.57 

0. 530 

-0.027 

l 

65 

连续采矿机 

17 

1947 

-0.57 

0. 530 

-0.027 

2 

00 

罐头 

22 

1935 

-0.29 

0. 530 

-0.027 

5 

07 

高速装瓶机 

16 

1951 

-0.29 

0. 530 

-0. 027 

1 

20 

货盘装载机 

19 

1948 

•0.29 

0. 530 

-0. 027 

1 

67 


0. 575 






















§3.3.4 历史与人物 


(1) 简史（解的存在唯一性、奇解、数值解）因大量微分方 
程不能用初等函数方法求解，微分方程的解的存在性、唯一性便成 
了首先要解决的基本问题.柯西于1820年首先提出并建立微分方 
程初值问题及其解的存在和唯一性定理.后人把微分方程初值问 
题称为柯西问题.利普希茨1869年将柯西的定理加以简化并叙述 
得更明确•皮卡创立逐次逼近法完善了其证明.1890年佩亚诺则 
在更一般（只是连续）的条件下建立了柯西问题解的存在性定理. 
佩龙 （0. Perron ) 在更广的条件下作了证明 （1915) .关于解的唯一 
性,还有奥斯古德 （ W . F . Osgood ， 1898)、佩龙 （1925) 等人的工作. 
后来，又出现了用上、下解及压缩映象不动点等多种近代方法研究 
微分方程解的存在和唯一性问题. 

奇解问题早在1694年莱布尼茨就已发现，微分方程解族的包 
络也是方程 的解. 克莱罗和欧拉对奇解作了探讨，给出了求奇解的 
P - 判别曲线法•拉格朗日则系统研究了奇解和通解的关系，给出 
了奇解是积分曲线族的包络的几何解释和判别曲线法. 

微分方程数值方法是由天文计算的需要和在发现大量微分方 
程无法求解时出现的，属于数值分析的内容，已有几种方法，能把 
微分方程的数值解计算到任意精确度.最早出现的一阶微分方程 
数值解方法是欧拉提岀的，很简单但颇粗糙.后来才出现用梯形法 
则改进的欧拉法.直到19世纪末，才岀现现在通用的微分方程数 
值解的龙格-库塔方法. 

(2) 利普希茨 （ R . Lipschtz , 1832—1903) 波恩大学教授•除 
简化柯西提出的微分方程解的存在唯一性理论外，还推广了函数 
可表示为傅里叶级数的狄利克雷定理，并在变分法、贝塞尔函数等 
方面作出过贡献. 

(3) 皮卡 （ E . Picard ，1856—1941) 法国杰出数学家.曾任巴 
黎大学教授，1917年当选为法国科学院终身秘书.突出贡献有逐 
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次逼近法 （1890,1893) 和复解析函数在本性奇点附近取值的皮卡 
大定理 （1901). 

(4) 佩亚诺 （ G . P eano ，1858 — 1932) 意大利逻辑学家和数 
学家，都灵大学教授 • 1890年他作出一个完全充满正方形的平面 
曲线而震惊数学界.1886年他给出常微分方程存在定理的证明， 
但尚不完善. 

(5) 克莱罗 （ A . C. Clairaut ， 1713—1765) 法国数学家、力学 
家 • 16岁被选人法国科学院.曾因精确计算哈雷彗星到达近日点 
日期而获彼得堡科学院奖.在二重曲率曲线、变分法、单摆振动等 
时性等方面作过贡献 • 1734年建立了克莱罗微分方程.还证明了 
—阶线性微分方程的积分因子的存在性问题. 

(6) 龙格 （ C . R unge ，1856—1927) 德国应用数学家•曾任哥 
廷根大学应用数学系 教授. 其著名工作是塞曼 （ Zeeman ) 效应和丢 
番图 （Diophantine ) 方程的研究. 

(7) 库塔 （ M . W . Kutta ，1867_1944) 德国应用数学家.以其 
在空气动力学中的库塔-茄可夫斯基机翼上升理论方面的贡献留 
名于世. 

与存在、唯一性研究有关的历史人物还有 ：柯西 （[§7.3.4 - 
(2)])、刘维尔（[§8.3. 4 - (3)]). 与奇解研究有关的历史人物 
还有:莱布尼茨（[ §2.3.4 - (2)]) ，欧拉 （[ § 1.3.4 - (3)]) ，拉 
格朗日 （[§5.3.4-(2)]). 

§3.4 习题与习题解答 

§3.4.1 测试练习解答 

1. ⑴ （ a ) 对 y ,， y 2: 0 < c 矣 y,，y </，当取厶时有 

2c 了 
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\f(*,yi) - /(* ， y 2 ) I = yJ -yl - 


yf -yJ 


yf +yf 


h^T ly '- y21 

\y t -y 2 1 Iri -y 2 1. 


即方程满足利普希茨条件，利普希茨常数为 t 
( b ) 对 yphsO < y"y rf , 由 

yT _ yT I 

l/(*.y.) -/(* ， y 2 ) I = |yf-r? | = y ~y\\ I y> ~ yi I 

l 


yf +rt 


I y. -y 2 1 . 


当 y ,， y 2 —o Bt , ± ±| -^ oc . 故方程不满足利普希茨条件 • 但满 

\yJ +yl I 

足局部利普希茨条件. 

( 2 ) ( a ) 对 矣 y ,， y 2 矣 d ， 有 

\A*,y,) - /(* ， y 2 ) \ = \ xy] -*y\ I = U I Iri +r 2 1 I y t -yi I 
^263 I y, - y 2 I , 

其中 & = max ( I o I , I 6 I ) ,3 = max ( | c | , | d | ). 方程满足利普希 
茨条件，利普希茨常数为 2J3 . 

( b ) 对 < 1 矣*矣 6 ，-» < y , , y 2 < + «，有 
l/(*,yi) - f ( x , y 2 ) \ -\ xy \ - xy \ I = I * I I y, +y a I I y, -y 2 I. 
因可以 Ul | y , + y 2 1 —* ，故方程不满足利普希茨条件.但满足 
局部利普希茨条件. 

( 3 ) ( a ) 对 名 y ,， y 2 矣 < i ， 有 

l/(* ， yi) - /(*.y 2 ) I = I xy x -xy 2 1 =|*| I y, -y 2 1 ^ ^ I y, -y 2 1 • 
其中 fc = max ( | a| ， I 6 h . 方程满足利普希茨条件，利普希茨常 
数为 
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( b ) 对 矣6, - » 矣 y , + oo ，有 

l/(*.ri) ~f(x,y 2 ) I = I xy x -xy 2 | =\x\ \ y, -y 2 \ ^ | y, -y 2 \ . 

方程满足利普希茨条件，利普希茨常数为 

( c ) 对全平面，即 - » <*, y ,， y 2 < + 00 ，有 

1/(*.ri) - /(*»y 2 ) I = l*Xi -xy 2 1 = 1*1 Iyi -r 2 1• 
因可以 ± 00 ，故方程不满足利普希茨条件.但满足局部利普希 
茨条件. 

⑷因 


\ f ( x t y ,) - /(*， y 2 ) I = 


\ x + y t x + y 2 I 

I * - y \ * - y 2 1 

I _2,_ 

I (*-r t )(*-y 2 ) 


-y 2 ) 

(* -ri)(*-r 2 ) 
I y . - y 2 1» 


在域 y 中有 * - y — o , 方程不满足利普希茨条件.但只要 x ^ y , 
方程满足局部利普希茨条件. 

2. (1) 方程化为.仅当*>0且: r #* 时右端函数有 
y ^ x 

定义，此时存在 y 的偏导数，满足局部利普希茨条件. 


(2) 方程有 


{ x - y x )( x - y 2 ) -%丨，只要即时方程右 


y. + 2 _ y 2 +2 
* -ri * -r 2 


U+2)(y, -y 2 ) 
(* -yi)(* -ra) 


端满足局部利普希茨条件.方程又可变为.由 lq - 

ay y +2 I y +2 

yfll = 1^2 I U , -*2 I ，当 _ -2 时方程右端满足局部利普 

希茨条件•综合以上两个条件，平面上除点 （ -2, -2) 外均存 
在唯一解. 

(3) 右端函数 /( y ) = y +3 y + 连续，但^^ = 1 + 厂+当；^=0 
时无界，不满足利普希茨条件.当 r ^ O 时存在唯一解.方程有特解 
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y=0 和通解 J ^^7=*-*0，且当7经过7=0时/(>0变号，故 
在 y=0 处解不唯 一. 

3. (1) 设定义区域 /?: \ x ~x 0 I 彡 a, \ y - y 0 | 矣6,取 *。=0, 
y 0 =0,则 


ri = y 0 + 

y 2 = y 0 + 
y . = y 0 + 



+ ro)d* =x. 


f o ( 1 +y^)dx = £ (l +x 2 )dx =x +y^ 3 , 

[(! + yL .) d *- 


lr.(*) -yU) 丨 ( ( . n .fe"* 1 , 

(« +1)! 

M = 1 + 6 2 ,L =2b,h = min( a,^j. 

(2) 设定义区域 /?: I * - * 0 I ^ a , \y-y 0 \ 矣6,取: c 。= 1， y 0 = 

1，则 


y\ = y 0 + f (yo + 3x 2 - l)cLe = 1 + * 3 - 1 = X 3 ， 
y 2 = y 0 + f (y 2 , + 3x 2 - i)dx = i + y* 7 + * 3 - x ~y 

1 7 3 6 

=Y X x + y* 


y » 



+ 3* 2 - l)cb：. 


Iy.(*) -y(x) I ^(~^yy fc " +, .^ = (* + 0 2 +3(o + i) 2 . 


L=2(6 + l),fc = min 


十，去) • 

(3) 方程化为 /=2 - 上, y(l) =2.设定义区域/?: U-*。 I 
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d \ y - y 0 I 矣 6 ,取 a：。= 1 ,y 0 = 2 ,则 
y . = y 0 + ((2 = 2 + /[(2 _ 香)如 =2x -2ln\x \ , 

y 2 = y 0 + /[(2 - 令卜 = 2 + J :(2 ) 

= 2 + In 2 I « I , 

y- = yo + ((2 - — jdx = 2 + J (2 - 

I y.(^) -y(*) I ^ x .h m *' ,M = max I 2 -— I , 

(打 + 1 )! \x-l\Ka,\y-2\^b | % \ 

十， 去)， 

其中若 l 过大时可缩小 a ， 再通过解的延拓逐步扩大解的存在 
范围 . 

4 - U)/(* ， y) =p(x)y 2 +q(,x)y +r(x) J r (x,y) =2p(x)y + q(x) 
在全平面 连续. 设方程的解为 y(x,x 0 ,y 0 ) ,y(x 0 ,x 0 ,y 0 ) =y 。， 于是得 

办 ( 龙 ’ 龙 0 ’y。) I _ +«(x)]dx 及 dy(*,3 ： o»yo) I 

~^o — ― ^ — I 口 = 

- [P(x 0 )y 2 0 +q(x 0 )y 0 +r(* 0 ) ] eO^ ，>y( *-* 0>ro>+,( * )]dl . 

(2) f(x,y) = sin(*y) ,f r (x,y) = xcos(xy) 在全平面连续.设 

方程的解为 y ( x, x 0 , y 0 ) , y ( x 0 , x 0 , y 0 ) = y 。 ，于是得 
dy(x ， x 0 ， yo ) I ^dy(x,x 0 ,y 0 ) I = J^rc.o.o),^ _ ^ 

dx o I J：8 dy 0 I ;：8 _ 6 

(3) /(*,y) =sin f+ f ， / y (a ：， y) = + (l +cos 子 ) 当 : e_0 

时连续 • 设方程的解为 y(x f x 0 ,y 0 ) ,y(x 0 ,x 0 ,y 0 ) =y 。， 由方程有解 

y“ ， l ， 0) =0 ,于是 d J^ x ' x ^y^ 1 =0 及 空 (3; ， * 。山） I = 

dx 0 U:A dy 0 丨 ；:4 

; 卜 ㈣ 卜 n 
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5. (1) p -判别曲线法.令 /> = 〆 ，方程化为印 2 - 2 yp +4 x = 0, 
对 P 求导得2印 -2 y =0, 联立消去 p . 再检验是否为方程的解，是 
则为奇解. 

(2) 令/» = 〆 ，方程化为 4* V /» 2 - (4 x / +2) p + y 3 =0,对 p 求 
导得 Sx 2 yp -4 xy 2 -2 =0,联立消去 p . 再检验是否为方程的解. 

(3) 令 p = 〆 ，方程化为 yp 2 + 1 =0，对々求导得2州=0，联立 
消去/>，再检验是否为方程的解. 

(4) 令 p = y ’， xp 3 -2 yp 2 - 16? =0与 3 xp 2 - 4 yp = 0联立消去 
P ， 再检验是否为方程的解. 

6. (1) c - 判别曲线法.方程的通解（解族 ）* y = C y - C 2 对 c 求 
导得 y -2 c =0, 并与解族联合消去 c ，再检验是否为方程的解，是 
则为奇解. 

(2) c 3 x 2 - cy -2 =0,3 c 2 x 2 -2 cy =0,联立消去 c ， 再检验是否 
为方程的解. 

(3) ”十_|) 3 ，卜-士) 3 +3 卜_|) 2 .| =0 ，联立消去 

C ， 再检验是否为方程的解. 

(4) c 3 - 2 c x + cx 2 -y =0,3 c 2 - 4 cx + x =0,联立消去 c ， 再检 
验是否为方程的解. 

§3.4.2 补充习 题解答 

1.(1) 因 /(*， y ) =x + cos yj ' r ( x , y ) = -siny 在整个 平 
面连续，因此在整个平面上初值问题的解存在唯一. 

(2) 因 /(*, y ) = / TFT ， 当 y 彡0时 / U ， y ) = y / yjy ( x , y ) = 
而当 y <0时 /(； r , y ) = V -y , f y ( x , y ) = —— . 方程除 r =o 

外在整个 ary 平面连续，因此除 y =0 外在整个平面上初值问 
题的解存在唯一. 

164 




( 3 ) 对方程，由 I 琦-激 =I 


2*(y, -y 2 ) 




-y\ * -y 2 I I (* -y,)(« -y 2 ) 

Uy , - y 2 1 ，只要即时方程右端满足局部利普希茨 

条件.方程又可变为笋=^.由 | - I = 

ay x +y I x x +y +y I 

\ w ^ yHx 2 + y ) I 1*1 -心 I ，只要-〜，即*— - y 时方 

程右端满足局部利普希茨 条件. 综合以上两个条件， Oty 平面上除 
点（0,0)外均存在唯一解. 


2. 因 在原点 邻域有 cos * = 1 - ^-x 2 + i-x A - i-x b 

2! 4! 6! 

令 * 。 =0 ， y 。 =0 , 得 

ri =ro + f o (.yl +*cos x)dx= £ (* ~^f* 3 + ^] x> "* 

1 2 1 4 1 6 

= Y X -Y x + H 4 X + …， 

^ 2 =^ 0 + j 1 (y? +*cos x)Ax 

= /](> 6+ …… 扣 3+ ir 5 +•••)& 


•，于是 


\dx 


2 M 8" 丁144" T ， 

y.=y 0 + I (yLi +*cos x)dx 

J 0 

= £(+ /+ ." … 合 3 + 吉* 3+ …卜 


= — "X ■ — X + ■ X + • • • 

2 8 144 - 

在原点邻域，解为 -4 v +T ^ 6 +... =4-* 2 - 


144 


2 8 
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0( * 5 ) •故 <>(* 5 ) 的近似解为 y = 

3. (1) 对方程 /=.l + y 2 ， y (0) =0 •在 I *-*。 丨矣 1， | y - y 0 I 
矣 1 有 a = 1 ,b = 1 , L =2 b =2 ,M = 2,及 /i = min | 1 ，-根据误 
差要求 

I 以⑷丨 ⑽" 

=丄祕 

由^= 3 时 04 ,知误差等于或小于 0.05 的逼近次数 
为 3. 

(2) 方程 〆 =/ + 3* 2 - 1 ， y ( l ) = 1.在 U -*。丨矣1， \ y - y 0 \ 
<1 有 a = l ,6 = l , L =2(6 + 1) =4 ，M = max | y 2 + 3 x 2 - 1 | 

=1 5 ，及/» = 11^(1，占)=占 •根据误差要求 

1^)-办)丨^^ +, =7^77(叫- 

2 = oT 7 T ) t (^)^ 0 05 - 

由 n =2 时封吾） = §^ r °.° 12 ’ Mn =3 时古(吾）=81^0^ 

7.9 x 10 ― 4 ,知误差等于或小于 0. 05的逼近次数为 3. 

4. 初值问题等价于积分方程 y (*) = f /(*， y )< b . 作逐次逼 

J 0 

近序列 

y 0 ( x ) =0, y m ( x ) = f /( n〆 *) ) d*，n = 1，2,…， 

J 0 

由数学归纳法，证明 ly „ U ) I 矣 AM 矣6.首先， | y , ( x ) I ^ 
£ 1/(*.0) { dx ^ Mh ^ b ； 设对 n 成立，则有 | y, +l (*) 丨矣 
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J * \ f ( x , y m ( x ) ) I da : ^ Mh ^ b . 即对 0 矣 a : 矣 /i 及任意 n 有（太， 

: K,(*))e/f. 于是，当 0 矣 * 矣 /1 时 y,(*) = ^f(x,0)dx^0 = 
y 0 (x ). 设对 n 成立 y n (x) 彡 0 则有 y a+l (x) -y n (x) = 

f[/(x,y H (x)) -/(x t y m .,(x))]dx^O. 由归纳法，知 y 0 U ) 矣 
y, (*) 矣 … 矣 y n ( a:) 矣 …. 单调有界序列必有极 限 y, ( * )= 

: K *). 且对0矣*矣/»是一致收敛的.即 y (*) 满足积分方程，故在 
O ^ x ^ h 是初值问题的解. 

5. 方程右端函数 /(*, y ) =(1 - y 2 )， 2 在全平面连续可微，故 
过任何点的解均存在唯一.由方程右端为零推得方程有两个特解 
y ,= l , y 2 = - 1. 这两个特解将全平面划分成三个 区域 ： y > 1， 
-1 < y < 1 ,y < -1. 

在区域 y > l , 因 y 0 ， y > l ， 由 f -^r = f 〆 心知 ，当 y —1 
J ro i -y J *o 

时左端 —+ ® ，使右端积分上限 ; 而当 - 1 时左端 
—- »，使右端积分上限对其他区域亦类似.因此特解 
y= ±1是其两侧其他积分曲线的渐近线. 

再由方程知当 y > 1 ,*—► - »时 /—»■(); 而当 y < - 1 , x —* + » 
时/ — - 00 . 故方程的所有解均能延拓到 （- 00，+ * ). 

6. 方程可直接分离变量积分得通解 

\ y \ ~ T dy =1*1 T d *, lyl 7 = +1 * I 了 - c . 

过原点 （0,0) 的解应有0=0,即解为又方程还有解 y =0. 

此两解在方程右端有定义且连续的区域即第一、三象限 
上.在第一象限通解中可取任意 c ^ O . 而与: c 轴相交 
于 * = (3 c ) T . 因要求故当 * < (3 c ) 7 时可取 y =0. 即在第一 
象限中的解可定义为 
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x ^ (3c)Tf 

lo, *<(3c)+. 

同样，在第三象限中的解可定义为对任意^多0, 


y = 




* 彡 -(3c)+, 
x < - (3c) T . 


方程的最大解 y 和最小解 >• 分别为 


y = 



x^O 
x <0, 



x ^ O , 
a: <0. 


在 x 轴正半轴和最大解 f 之间充满方程的解.同样，在 X 轴负 
半轴和最小解2；之间也充满方程 的解. 方程的所有解均在其中. 

7 -⑴ 由’ :广 ’人) 3 /(*，7(*，*。，7。，人） ， A ) 知有 

8 dy ( x , x 0 , y 0 , A ) d dy(x , x 0 , y 0 , A ) 
d \ dx dx dA 


=f y (x,y(x,x 0 ,y 0 ,\) ,A) 


dy(x,x 0 ,y 0 ,\) 


dA 


而当 * = 时 
dy(x,x 0 ,y 0 ,X) 


入 （ ^ ， y( *，*o ， y。 ， A ) ， a). 

dy(x 0 ,x 0 ,y 0 ,X)^ dy 0 


dA 


dA 

，则 z 为初值问题 


dX 


= 0. 因此若令 


Jd^=/ y (*.r(«,*o.yo.A.) ,\)z+f A (x,y(x,x 0 ,y 0 ,\) ,X), 

U(* 0 ) =0 

的解. 方程是非齐次线性方程,其解为 
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z = e r^rC^*.«».ro.A).A)d.|*/ A (x,y(x,x 0 ,y 0 ,A) ,A )e'r^ ( *- , ， ( *- ， 0 - ro>A) - A)d *(k. 
即有公式 

~^； ， y ° ， A ) = 办—〔/“*,；^。，：^)，入）. 

e -/ V r (.. r (... 0 . yo .*).*) d . d ^ 

(2) (a) 方程为非齐次线性方程，有解 yU ， 0,0, A)= 
e-hJ^dp+U-n .于是有 

办 (* ， 0,0 ， A) 1 M •*,、 . 1 _ A , e A *(l +A*) -1 

~~^~ - _ ^ (1 ~ 6 )+ T e x= - X 1 - • 

用洛必达法则求 A =0 时 ay(X f t ’ Q ’ A) 的值，有 

OA 

= lim dl + 产 ）-1 = lim ^ 2 e - 

A—0 d\ A—0 \ 2 A—o 2 A 



或利用 e* = i 4 有 

= + 丄 、 Y ( -A»)" 

2 2 I A A 2 ) .4, nl - 

可 ~^y(i ， o,o ， A) I = 

dA I a _o 2 

(b) 解 y(* ， 0,0 ， A) 存在且可分离变量解之 . 直接由解对 A 的 
微分公式 
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Jo ^1 - A 2 ^ 2 , 

知对 A =0 有 否 ^， 0 , 0 ， A) I =0. 

dA Ia-o 

8_ (1) p - 判别法. 联立： ep 2 - 2 yp + 4 x =0,2 xp - 2 y = 0 . 消去 
尸得 y = ±2 x . 此亦为方程的解，故为奇解. 

c - 判别法.方程有通解 （[§2. 3. 1 -8(2)， §2.4.2- 

8(2 )]) y = c * 2 +丄.联立通解及其对 £ 求 导式/ -~^=0,消去 c 

C C 

得久=± 2 *.将 7 = ±2 x , y ' = ±2代人原方程知 y =±2 x 亦为其 
解，故是奇解. 

(2) 方程化为 4 x 2 yp 2 - (4 xy 2 + 2) p +/=0, 与 % x 2 yp -4 xy 2 - 
2=0联立消去 p 得 

叫皆 ) 2 _ 2(2 心 ” 安 1 ” 3 =°， 

- (2 xy 2 +1) 2 +4 x 2 y 4 =0,4* y 2 +1 =0. 

将4*/+1 =0对 * 求导，有 8* y /+4 y 2 =0,即 2 xy ' = - y ， 于是原 


方程左端有 y ( y -2* y ’） 2 =4 y 3 =-上=2 〆 ，知 4* y 2 +1=0亦是方 

X 

程的解，故为奇解. 

(3) yp 2 +1 =0,2 yp =0. 因 y =0 ，p =0均非方程的解，故方程 
不存在奇解. 

(4) xp 3 - 2 yp 2 - I 6 x 2 = 0与 3 xp 2 - 4 yp = p (3 xp -4 y ) =0即 
联立得 


xp 3 -2 yp 2 -\6 x 2 =^-^ L .- ie x 2 = - p ^-16* 2 =0, 
2y +21 x a = 0 . 

将 2/ +27* 4 =0 对 : r 求导得 6 y 2 y r + 108? =0,/= 即 

y 
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xy t3 - 2 yy ,2 


18 3 x 10 2 • \ S 2 x b _ 4 • 18 3 , 4 • lS 2 x 6 

'~ y 6 ?~~~ __ 21 2 x a + 21 x * 

— 32* 2 +48« 2 = I 6 x 2 . 


知 2/ +27/ =0 是方程的解，故为奇解. 

c - 判别法.方程有通解 （[§2. 3. 1 -8(3), §2. 4. 2 - 8 
(3) ] ) c 3 * 2 - c 2 y -2=0. 求奇解具体见下面第9题 (2). 

9. ( 1 ) xy = cy - c 2 , y -2 c =0. ^ c =号•代人前式得 X y = ^-~ 
f ，解得 y (4*- y ) =0. 即7=0, 7 =4*.对*求导解族（代数） 


方程，消去 c 可推导出解族微分方程 x 2 y ,2 + (2 x - y ) yy ' + y 2 =0. 
y =0 ,y =4* 均为微分方程的解，故它们为解族的包络，微分方程 
的奇解. 


(2) c 3 x 2 - c y - 2 =0,3 cV - Icy = 0. 后式有 c = ^•，代人前 

式可得 c 3 * 2 - C 2 y -2=^^ 2 -^ r -2= -给-2=0,包络为 

2/+27* 4 *0.可判断它是解族方程* 〆 3 -2 yy n -\6 x 2 =0( [ §2.3.1 - 
7(5)，§2.4.2-7(5)])的解，故是奇解. 

( 3 ) 7 = 七_|) 3 ，卜_|) 3 +3 卜_|) 2 .|十_|) 2 卜 

+~ j = o . 对后式有 x = ~~*y = ~( x ~ % y = o 或*= -—,y = 

+ y ) = •因解 族当* 一±*时7不趋于有限值，故 

原方程没有奇点 ， y =0， y = -^- X 2 均是 奇解. 实际上，微分方程为 
( xy r -3 y ) y ,2 =27 y \ 

(4) c 3 - 2 c 2 * + cx 2 —y = 0 1 ① 

3 c 2 -4 c * + x 2 =0. ② 
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3 ①- C ②得 

- 2 c 2 * + 2 cx 2 -3 y = 0, ③ 

3③+2*@得 

— 2 c * 2 + lx -9 y =0 ,c = — ~ r ^. 

2 x 

将求得的 c 代人②可化简为 y (4* 3 -27 y ) =0. 奇解为 y =0 ,y = 
微分方程为 〆 3 +2( V -2 y ) 2 -2(*/ -2 y ) xy '=0. 

10. 泰勒级数展开式为 y ( x . + 1 ) = y ( x H + h ) = y ( x „) + 

hy，(xj + … ，其中 =/ 4 , (*,r(*)),/ 4> = [忐 + 

^ X , y ^ dy ]^ k) ' 二阶公式为 h+i + A /» + [/,(*..>.) + 

/ y ( m )/ J /2 •对 / U ， y ) =*(1 +/)-■ 有 /: = (1 + y 2 )~\ ff r = 
-2 x 2 y(l +/)' 3 . 取气 = nA ，二阶泰勒级数展开法就是从 y 。= 1 

开始的递推公式^ ^4^- TT^y 

§3.4.3 习题 3.1 及其解答 


1. 求方程 $=*+/ 通过点 (0,0) 的第三次近似解. 

解 令外（幻=0,于是 

=ro + I [* +^J(*)]d» =0 + f (x +0)dx =4-#*. 

J o Jo 2 

< Pi ( x ) = y 0 + /] [* +< p !(*) ] d * =0+1 |* +^- x 4 ^dx =-|-* 2 +^* 5 , 
^ 3 (*) = y 0 + f o [x +( p \^ x)]dx =°+ f o [* + ( y* 2 +^* S J ] d * 

=/: 卜 ++*‘+ 釦 7+ S’h 
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2 20 160 4 400 

即得方程的第三次近似解为 

/ \ 1 2 1 5 1 8 1 11 

+ 20 x + 160* + 4 400* - 

2- 求方程通过点（1，0)的第二次近似解. 

提示令9。（*)=0,于是 

<Pi(*) =y 0 + [x-<p\{x)]dx =y * 2 -y, 

灼 (*) = r 0 + J ( [*- 〆 (*)] 如 = _呈_+*++* 2 ++* 3 -士 

3. 求初值问题 

_^=* 2 -y 2 , /?: I* + 1 丨 矣 1 ， lyl 矣 1 ， 

y ( -1) =0 

的解的存在区间，并求第二次近似解，给出在解的存在区间的误差 
估计. 

解因在定义域/?内方程右端连续可微，由財 = max |* 2 - 

(*,y) c R 

y 2 1 = 4及6 = 1 ，知未计及延拓时解的存在区间丨》+ 1 丨矣 


令7。（*) =0,于是 

y»(*) =Xo + f [* 2 -yo( ac )] d *=° + f (* 2 -o)d*=^-» 3 +4~, 

J -l J -i 3 3 

yt( x ) =y 0 + f t [* -y](,x)]dx =o + J ■ (* 2 —|-* 6 --1-* 3 -+卜 


3 63 18^ 9 42' 

即第二次近似解为 y 2 U ) = y * 3 -^ 7 -^ 4 -i 


1 11 
9"* + 42" 
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由 Af = 4 及 L = max I ^ max | -2 y \ =2,且 /i 取 <z = l 

(*,y) e R I dy I (*,y) « R 

及去 = +中最小者，即 "=+ ，可见在区间 |* + l I ^1内第二次近 
似解的误差估计为 

ly (^) - y 2 ( x ) I =^. 

注当在定义域 /? 内方程右端连续可微，初值亦在定义域/? 
内时，根据存在唯一性定理，初值问题的解在整个定义域7?内存 
在.但对具体的解而言，使解在域内存 在的太 的区间会较窄小， 
这里求出的 * 的存在区间由 [§3. 1 -定理 1] 确定，真正的存在区 
间可通过延拓适当扩大，使: •: 或解 y 到达域/?的边界. 

4. 讨论方程 


^=3 i 

dx 2 J 

在怎样的区域中满足解的存在唯一性定理的条件，并求通过点 
(0,0) 的一切解. 

解记 /(*， y ) = yy 7 , G = I ( x , y ) \ - eo < x <+ oo ,\ y \^ 
a ! (其中 a 为任意正常数），在域 G 上 /(*, y ) 连续且 


1/“ ， ， i) -/(*,r 2 ) I =y rF -y7 I 


3 y. -y 2 

2 \yf + yfyj + yf 


^ 3 I y . - y 2 1 
、 2 



I ri - y 2 1. 


即 /(*， y ) 在域 g 上满足利普希茨常数为 l 的利普希茨条 

件，故方程在域 G 上满足解的存在唯一性定理的条件.由 a 的任 
意性知在 y ^ o 的区域中方程的解存在唯一. 
y #0 时方程有解 
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= dx , y ~ =x - c t I y I = (* - c ) T (*> c ), 

3 y~ 

其中 c 为任意常数.此外，方程还有解 y =0. 

由通过 （0,0) 的一切解可写为 

f 0, *矣0， 

lyi = A 

1(* - c ) 2 , x >0, 

其中 C 5=0 为任意常数（含特解 y =0). 

5. 叙述并用逐步逼近法证明关于一阶线性微分方程的解的 
存在唯一性定理. 

提示 设一阶线性微分方程为 

^= P ( x)y + Q ( x ). ( * ) 

存在唯一性定理 如果 P ( x )，<? U ) 在区间 a ^ x ^ b 上连续， 
则对区间矣6上的任何数％及任一初值 y 。， 方程 （* ) 存在唯 
—解； K *)， 定义于整个区间 a 矣 x $ b 上，连续且满足初始条件 
y (* o ) =y 0 . 

证明与[书 §3.1.1 -定理 1] 中的证明相同.其中设 | p (幻 | 
d I Q ( x ) I 矣尺，<1矣*矣6.取 M = L I y 0 I +尺.收敛性分; c 。 矣 a : 备 6 
和两种情形分别证明. 

6. 证明格朗沃尔 （ Gronwall ) 不 等式： 

设尺为非负常数，/(0,客 0) 为在区间 a 矣 f 矣 )3 上的连续非负 
函数，且满足不等式 

/(0 + J /(s)g(s)ds,a^t^/3, 

则有 

/(0 ^A：exp [ | g-(s)ds ] 

并由此证明定理1的命题 5. 

格朗沃尔不等式证明 先证 A ： >0时不等式成立.再取正尺- 
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0，可得当尺 =0 时/(0 =0. 于是不等式对非负尺均 成立. A： >0时 
不等式成立的证 明有： 

证1逐次逼近方法令 

fo(0 = K ， 

f n (0 + j ， f„_ l (s)g(s)ds (n = 1,2,-). 

现用数学归纳法证明 / n+l (0 -fM /山 ]" + l . 

显然，当 n=0 时成立.设 n=m-l 时成立，则 

/- + ,(0 £ [f m (s) -f m . l (s)]g(s)ds 

= ^if a [ J / ( s ) d 5 ]" d [ r / (5)ds ] 

= m ! 二 1) [/*/ ⑺山广 

= T;:i)![f/ ⑺ ds 广， 

即对任意《 均成立 /•+,(t) 从 

m/A0= 4 ?„^[// (s)di ]*- 

设 I f a g ( t)dt I 于是对 /•(*) =/o(0 + X [A(0 - 
/*-, ⑴]有 

1/. + ,(0-/„(0|^^(| f ⑴叫厂 



即在区间矣/3上|/,(0 I— 致收敛.当 》-► + » 时有 
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n—•• J a i«—*oo 

f ( t )^ K + f /( s ) g ( s ) ds , 

且 /( f ) 2 ^[[ / ^( 5 ) d5 ] = ^exp [ J g ( s)ds ]. 

证 2 不等式方法.令 /?( t ) = J " /( s ) 客⑴ ds , 由 gO ) 多 0 ，a 幻 
矣 /3 有 

R '( t ) = f ( t ) g ( t )^ Kg ( t ) + R ( t ) g ( t ), 

即 


R ' U ) - R ( t ) g ( t )^ K g ( t ). 
两边乘以 exp [- 后可化为 


去 [ ex P[-j* g(u)du j /? ⑴卜々⑴ exp [ - j" g(u)du ]. 
从 a 到 f 积分得 


ex P [ - f g ( u)du J R ( t ) J g ( s)exp ^ - J g ( u)du J ds 
=K - Kexp [ - J g ( u)du j . 
于是两边乘以 exp [I g ( u)du ] 后得 

R ( t ) ^ Kexp J j g ( u)duj - K , 


即 


证得 


/(*) ：$AT + /f(0 矣尺 exp [ j" g(u)du j. 

/(0 ^Kexp [ J g(s)ds ] 

定理 1 命题 5 证明定理 1 的命题 5 要证当 9 0), 少 O ) 均满 
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足积分方程 


y = y 0 + 


f ( x , y ) dx , x 0 ^ x ^ x 0 +h 


时应有史 (*) =^( x )( x 0 ^ x ^ x 0+ h ). 由利普希茨条件 
\ f { x ,< p { x )) - f ( x , tf /( x )) I I ( p ( x ) I (* 0 ^*^* 0 + h ) 

得 

I 史 （*) I ^ f \ f { x ,( p { x ) ) ) I dx 

J x 0 

苳 ("L I ( p ( x ) I d *. 

J *0 

利用格朗沃尔不等式，由尺=0，当*。矣*矣*。+/1时有 
0矣 | < p ( x ) I 矣尺 exp [ J * Ldx ] = 0. 

于是 < p ( x ) = if /( x ) ( x 0 ^ x ^ x 0 + h ). 

7. 假设函数 /(*， y ) 于 （％,； K 。） 的邻域内是 y 的不增函数，试 
证方程 （3. 1) 满足 条件； K *。）= y D 的 解于： O *。 一侧最多只有一 
个 • 

证设方程有两个解满足条件，则存在区间 * 。矣 x 在％+&使 
得 

( p ( x 0 ) = if /( x 0 ) ,< p ( x ) ^ i //( x )( x 0 ^ x ^ x 0 + h ). 

因 / U ， y ) 是 y 的不增函数，即 

f ( x ,< p ( x ) ) 多/(*，呤（*) ) , x 0 ^ x ^ x 0 + h . 

于是 

0矣 i / r ( x ) -< p ( x ) = I [/( x , i //( x ) ) -/(*,^ p ( a :) ) ] cb :^0. 

J *0 

这只有 < p { x ) = l /,( x )( x 0 ^ x ^ x 0 +/ l ) ，即方程于一侧最多只 
有一个解. 

8. 如果函数 / U , y ) 于带域 a 矣*矣/3上连续且关于 y 满足利 
普希茨条件，则方程 （3. 1) 满足条件 y (*。）= y 。 的解于整个区间 
[«，/3]上存在且唯一. 
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证设 M= njax |/(x ， y 0 ) I，/t =a = 泠 - a ，6 = Ai// 及有某常 

*« [a./ 3 J 

数乙使 得在域 /?= |(*， y ) l a = S *^3, | y - y 0 I 矣 6 f 中有 

1/(*, yi ) ~ f ( x , y 2 ) I I y , - y 2 I ,(*, y 2 ) e R . 


构造逐步逼近函数序列 

r^ 0 (*) = r 0 . 

! , 、 r x a^*^/ 3 ,n = 1 

\<Pn(x) = Xo + I f(x,(p H . l (x))dx, 


因 

I <Pi(x) -ro I = I £ f(x,y 0 )dx I ^ I |/(*,y 0 ) | d* 
^； M(x - x 0 ) ^ Mh ^ b . 

可证 


I A ⑷ - < P n -M I ^ L n -\ p - a )\ 

事实上，有 

1 史 “1(*) ~V>n( X ) 1 矣 I / */(**< P n (*) ) ~A X y<Pn-l( X ) ) I 

矣 l | £ L \( p n ( x ) Id * I 


M 


(n + 1)! 


L a \x-x 0 \ n *' 


n^ryy 聲 a) "' 

因级数 ^ € d )8- a ) 4 收敛，知级数 


<P,(x) =(p 0 (.x) + 2 [(p k {x) 

km\ 

在区间 [ o :，/3] —致 收敛. 于是存在极限 lim ^ p n (:*:)=供（*), 它在区 


179 



间 [«,i8] 连续.且 

< P (*) = lim 炉 •（*) =y 0 + lim 「 /(*,?>„.,(*) )d* 

II—♦ 00 J sq 

=y 0 + f /(*,linnp..,(*) )d* 

J *o 一 

=r 0 + I /(*,<?(*) )dx. 

J *0 

故史 u) 是积分方程也就是微分方程的解. 

设史 U)， 少 （*) 均满足积分方程 

r = r 0 + I /( x , y ) dx , a ^ x 0 , x ^^. 

J x 0 

当: c5=*。 时利用格朗沃尔不等式，由 

| < p { x ) - ift ( x ) I < f |/(s,^p(s) ) - f ( s , ij /( s ) ) I ds 
J *0 

^ f ^ I <P(s) -屮 (5) I ds 
J *0 

有 I < p ( x ) I 矣0,即央 （》) =少（*) ( a ^ x 0 ^ x ^ fi ). 同样，当 

a ^ x ^ x 0 时由 

I ( p ( x ) I ^ £° |/(s， 炉 (s) ) ) I ds 

^ ^ I ( p ( s ) I ds. 

有 I ( p ( x ) -少 （*) I 矣 0, 即供 （x) = ij /( x ) ( a ^ x ^ x 0 ^ p ). 于是证明 
了积分方程也就是微分方程的解是唯一的. 

9. 设 /(*) 定义于 -00 <*< +00 ， 满足条件 
1/(*1) - /( X 3 ) I - x 2 \ , 

其中斤<1，证明方程*=/(*)存在唯一的一个解. 

证任取*。，作逐步逼近点列\ + | =/(*„). 因 

*» =*o + y (**-**-■) , 

“1 

而 
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I **♦! ~ X k I = 1/(**) -/(**-.) I I 矣 … 矣 /V* I *■ -*0 I , 

即 

Z '** -**-1 I ^ I*, -x 0 \ ^ N 1 " 1 = I*, -x 0 d 
k = \ ht \ 1 -N 

由 N <\ 知级数 

n 

X . =*0+2 ( *t ~ x k-l) 
k = l 

绝对收敛，即存在极限 n U^* B 即有 

}^ x n*i =/( Jun*J ,X =/(*)， 

即存在方程 * =/(*) 的解 5. 

由极限 lim : c n 的唯一性，知方程* =/(*) 的解 i 是唯一的. 

10. 给定积分方程 

(p(x) =f(x) +A j K(x,^)(p(^)d^ (*) 

其中 /(*) 是 [ a ，6] 上的已知连续函数，尺 （*， f ) 是 a 矣矣在矣 
6 上的已知连续函数，证明当 I A 丨 足够小时 （ A 为常数 ），（* ) 在 
[ a , 6] 上存在唯一的连续解. 

证构造逐步逼近函数序列 

( 屮 0(*) =/(*)， 

<Pn(x) =f(,x) + a[ ^(*,s)^>,. l (5)ds (n = 1,2, …）. 

J a 

显然，对所有正整数 n , 史 •（*) 在区间 a 矣 a :矣 6 上定义且连续 • 

下证函数序列 丨史 〆 *)1 在区间 a 矣 x 矣6上一致 收敛. 考虑函 
数级数 

<Po( x ) + 2 [<Pj(,x) -<pj. x {x)] , a^x^b. ① 

其部分和为 

k 

<Po( x ) + X [%.(*) -fpj-i(x)] -<p k {x). 
y-i 
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因此，证明函数序列 I A(*) I 在区间 a 矣*矣6上一致收敛化为证 
明级数①在区间 a ^ x ^ b 上一致收敛.因 /( 幻和尺 U,() 在闭区间 
a ^ x^b R a ^ x^b , a ^^ b 上连续，因此有 

1/(*) I d | K(x t ^) I 矣 K ， a 矣 x 矣 b ， a 笑专在 b. 

取 M= I A |欠（6-“）.由 （* ) 有 
I < Pi ( x ) ~< Po ( x ) I = I < P ,( x ) ~/( x ) I ^ I A I J I K ( x , s ) || 史。 (s) I ds 
矣 I A I KL ( b - a ) = LM . 

于是 

1 妒2 (*) ~<P\ (*) I ^ I A I J I K(x,s) I I ( 4 ) -<p 0 (s) I di 
^ I A I j'kLMds = LM 2 . 

现设成立 

I <Pj(x) -(pj.i(x) I ^LM j , ② 

则由 （* )， 有 

I <Pj*i( x ) I I I [<p y (s) _%-i( s )] I 山 

^\ KLM J ( b - a ) = LM j *'. 

由数学归纳法知，对一切 ） 成立②.可取丨 A | 足够小使得 M< 

从而级数 i 收敛.由函数项级数一致收敛的魏氏判别法，级 

“1 

数①在矣6上一致收敛.因此函数序列丨丨也在 a 矣* 
矣6上一致收敛.设 

=< p ( x ). 

裊一 ♦«» 

因史 U) 是％ (*) 的一致收敛极限函数，故史 （*) 也在区间 a 矣 
*矣6上连续•对逐步逼近函数序列，两边取极限，可得 

=/(*) + A f K ( x , s ) lim^p^^sjda, 

J a 
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< p ( x ) =/(*) + A J 夂（*，5) 史 （s)ds， 

即史(幻是积分方程 （* ) 在区间 a ^ x ^ b 上的连续解. 

设少 （*) 是积分方程 （* ) 在区间 a ^ x ^ b 上的另一个连续 
解，即 

少 （*) =/(*) + A | K ( x , s ) if /( s ) ds . 

因。3■^丨〆*)-少（无）丨存在且 U | K ( b - a ) =M ■，有 

I 央 (*) -M I 矣 =( U 丨 J | K(x,s) | | (p(x) -^U) Id*) 

气^ ^ ( I A I j K \ < p { x ) I ds j 

^ I A I 犮 （6-a) max | < p ( x ) - d /( x ) \ 

=M max I < p { x ) - d /( x ) I 

aKxKb 

< max I ( p { x ) - i //( x ) I . 

‘ a<x<6 

可见。巧么 I < P ( x ) I =0 .故史 （*) =^,( x ) , a ^ x ^ b . 因此 

(* )在1>，6]上存在唯一的连续解. 

§3.4.4 习题 3.3 及其解答 

1 -假设函数 /( 〜及轰都鐵 G 内连续 ，又: ^ 

y 0 ) 是方程 （3. 1) 满足初值条件 < p ( x 0 , x 0 , y 0 ) = y 0 的解，试证逆■存 

dy 0 

在且连续，并写出其表达式. 

解记初值为（*。，7。+ Ay。） 的解为 y = t / f ( x , x 0 , y 0 + Ay。） ， 其 
中丨 Ay。 | ^a,a 足够小.则有 

9 ~ya + f /(*,<p)d*,^ =y 0 + Ay 0 + f f(x,d/)dx. 

J x o J *0 


于是 
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中 -tp =Ay 0 + 厂 [ f (, x , i //) - f ( x ,< p)]dx 
J x 0 

=Ay 。 + 〔 n (々- y ) - ) ( 少 - y) 卜 

其中 0 矣 0矣1. 由竽及 ( pj 的连续性，有 
dy 

df ( x,<p +0(4/ -< p ) ) df ( x ，< p ) 

by ■ by +r， 

其中/•有 性质： Ay 。一>0 时 r —*■() , Ay 。 = 0时 r =0. 即对有 

'^2 = 1 + f [M£i£l + r l!^ d ^ 

△ y 0 J » 0 I dy \ Ay 0 


•- 中 
Ay 0 


= [ M ^ + 小， 


dz 
dx 
2 ( ) = 1 


的解，即 


于是 




dy 


i5P = lim ?^ = exp{ f M£^l dx l 
dy n Aro-o Ar„ I Jm„ dy J 


dy 0 知 o—o Ay 0 

它是 *,* D ， y D 的连续函数. 

2. 假设函数 P (*) 和 <?(*) 于区间 [ a ,/3] 上连续 ，y = pU ，* 0 , 
y 。） 是方程 

dy 


d* 


■P(x)y + Q(x) 


的解, v (* D ，* n ， y 。）= y 。. 试求及并从解的表达式出发， 

利用对参数求导数的方法，检验所得结果. 

解由 / U ， y ) zPUk + CU ) 及有关公式，可得 
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^=-/(-o ， yo)exp[£ o ^^dx] 

=- [P(x 0 )y 0 +0(*。）]exp [ £ , 

^ =f(x,<p(x,x 0 ,y 0 )) =P(x)tp(x,x 0t y 0 ) +Q(x). 

因非齐次线性方程有解的表达式 

y = el Plx)ix [jQ(x)e-! Pit)Ax dx + c], 

于是 

<p(x,x 0 ,y 0 ) = y 0 • ello^ + f Q(s)ef. P(t)dx ds. 

直接对参数求导，此时 

— 广 ’ y0) =- P(x 0 )y 0 • e/> 冰 - Q(x 0 )ef.r^ 

O x o 

=-[p(* 0 )y 0 + e(* 0 )]J:/ ⑴' 

i x 7 x o ， y。) — e 厂 p(x) 6 m 
dy 0 s ° ’ 

— (a： ^ 0，yo) = P(x)y 0 • ef^ + Q(x) + f Q(s)P(x)ef/ (t>lh ds 

= P(x) [y 0 e^ Pit)ix + £ 0 ⑴ e /> )d *ds] + <?(*) 

= P(x)(p(x,x 0 ,y 0 ) + Q(x). 

与直接应用公式相同 . 

3 . 给定方程 


dx X 


.dy(x,x 0 J y 0 ) dy(x,x 0 ,y 0 ) 


在 * D = i ， y D = o 时的表达式. 
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提示彔 = ，/( Wo )- P [ =0， 

-^ = exp[ f ^^-dx] =expf f cosXl . L dx ) 
dy 0 K L J, 0 by J ^ \ Js 0 x I y , 0 x I 

=exp( In lx I - In II ) = I 戈 I • 

4. 设 y =爭（》，* 0 山，入）是初值问题 

盖 = sin(A*y) ,(p(x 0 ,x 0 ,y 0 ,\) =y 0 

的饱和解，这里 A 是参数，求•在 U ，0,0，1) 处的表达式. 

dx 0 dy 0 

提示茇=-和。山， A ) eX P [ Jl 巡 ^如卜 0 ， 

= exp [ j" cos( Ax<p) j • \xdx J 
= ex P [ "2"( * 2 ~ *o ) ] = ex P ( y ) • 

§3.4.5 习题 3.4 及其解答 

1. 解下列方程，并求奇解（如果存在的 话）： 

⑴ ” 2 士 ，⑵ 4 . 

解令 p =^ ，得 y =2 邛及 

学 = p = 2p + 2xp 4 + (2^ + 4% 2 p 3 ) 学， 

dx QX 

(1 + 2xp 3 ) (p + 2* 塞 )= 0. 

有解 

P 3 - -士’裝 = ~( 2x ) _T ，dy = - (2*) " T d*,y +-|-(2*) T =c 
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及 


— ^ —,ln p 2 = - In I * I +c,x = ~ 2 . 

P x p 

通解为 y +|(2*)+= c 或 

C 

~ T , 

P 

-+ c 2 , 
p 

其中 C 为任意常数 ，/ >#0 为参数.由 p =0,还有解 y =0. 

由上式可消去/>，得 i =/) 2 = 4c 2、2 ，(y - C 2 ) 2 =4 c *， 这是通 
x (y-c ) 

解的另一形式 .p- 判别曲线为 

[y = 2xp+x 1 p\ 

\lx +4*V =0, 

即 p _0 时 

1 

… P 

3 

y= "v- 

可检验它是方程的解，且不包含在通解 中：对 任一点 
/>^0)，取 c = ■，便得通解中的一个解 
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ax ax dx * d ^: 2 p ’ 

dx = |2 +^^ 了 1 «^，积分得 x = 2 p + ln(p - 1 ) 2 + c . 通解为 

f*=2p+ln(p-l) 2 + c , 
ly =P 2 +2p + ln(p -l) 2 + c , 

其中 c 为任意常数， P 为参数 ./> 方程还有解/ > = 1 即 y =* + l . 

/>- 判别曲线为 

jy = x + p 2 , 

Up=0, 

即 y = *. 因 y = * 不是方程的解，故方程不存在奇解. 

(3) ^砮+ ^/ 1 + (砮 )' 并画出积分曲线图. 


7 . c - 判别曲线 

c X 2 2 


提示 克莱罗微分方程•通解 y = ^+ / TTZ . c - 判别曲线 
为联立 y = cx + yi + c 2 和; *： =- c ，有 x 2 = c 2 , x 2 = c 2 ， 

/I +C 2 1 +C 1 

c -- X ，即 y =- - - — + — = y /\ -x . 可检验 y = 

yl-x y /\ - x 2 y /\ - x 2 

yi -* 2 是方程的解，故是奇解.积分曲线图如图 3 . ii . 



/ 

A 

Y\ r 

/ ,-1 o 

1 、5 


图 3. 11 y = xy ' + ^1 +/ z 积分曲线图 


⑷⑶ 2+ 巉一 
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提示克莱罗微分 方程. 通解 y = cx + c 2 . c - 判别曲线为 

( y - cx ^ c 2 9 
^ +2 c = 0, 


j 2 

y= -y* 2 +^-, 4 y + x 2 =0. 

可检验 4 y =0 是方程的解，故是奇解 ■ 

( 5 )⑵ +2士” 0. 

提示令/> =髮，得7 = 2 邛 + 〆 ，取导数得线性方程$ = 

~~ -2 -有解 x = _+，+4.通解为* = -\p +-^,y = —- 
H ° P i P P 

> 2 ./»-判别曲线7=2印+/> 2 ,2*+2/)=0，即7=-；«： 2 不是方程的 


解，方程没有奇解. 

(叫 砮) - y d 1=0 . 

提示令/>=/，方程化为克莱罗方程 y=*p - p -\ 通解 y = 
沉 - c - 2 ， c - 判别 曲线; - 2 c - 3 , y = -3 c — 2 , 解得4/ +27/ =0. 
可检验 4 / + 27 x 2 =0 是方程的解，故是奇解. 

⑺叫 1 AH 紅. 

提示化为 y = *(! +p) +/> 2 ,取导数得线性方程轰= -*_ 
2p. 通解为 *=ce -<> -2p+2， y = c (l +/>)e” - p 2 +2 .由 p _ 判别曲 


m,y=x(l +p) +p 2 ,*+2p=0,^ r = *-i-* 2 . my=x--^-x 2 
方程的解，故方程没有奇解. 

( 8 ) *( 砮) _(*- a ) 2 =0 ( fl 为常数). 
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提示方程可化为 dy = r dx = ( * 7 - a * _ T ) d *. 解得 
y/x 

-|-* 7 - 2ax T = y +c. 通解为 4x(x -3a) 2 =9(y + c) 2 . 由 p - 判别曲 

线 xp 2 - (x-a) 2 =0,2 邛 =0 得 ^= a . 它不是方程的解，故方程没 
有奇解. 

W 去谁 )' 

提示 化为 y =2；«+ p -4~ p 3 ， da := -~~ dp = 

5 p - 2 

(-p -2 - x = - ^-( p +2) 2 - 31 n I p - 2 I + c,y = 

1 2 
~~2~P 3 ~P 2 _3 p -4 -61 n I p -2 I +2 c . 另还有 />=2，/=2*-丁，也 

是解.由 />- 判别曲线厂 2*+p-+p 3 ，l -p 2 =0 得： k=2 *±|~， 检 

验奇解为 y =2*-|~. 

(10) ( 裝） + (* + i)£-y=o. 

提示有 y = (* + 1 )/>+ p 2 ， （* + 1 +2 p ) 〆 =0， 
p' = 0,p =c t y = (x + l)c +c 2 . 

由 p - 判另 lj 曲线 ; r = (* + l ) p +/> 2 ，* + l +2 p =0^#4 y + (* + l ) 2 = 
0,它是奇解. 

2. 求下列曲线族的包络，并绘出 图形： 

( 1 ) y = cx + c 2 . 

解 由 c - 判别曲线 7 =以+ < ： 2 ，* + 2 < :=0消去 c ， 得包络 4 y + 
* 2 =0. 积分曲线图如图 3. 12. 

(2) c y + cx 2 -1=0. 

提示由 c 2 y + cx 2 - 1 = 0, 2cy + x = 0，得 * 4 + 4 y = 0. 见图 
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图 3_12 曲线族 y = c* + c 2 的包络图 3. 13 曲线族 c 2 y + c** - 1 =0 的包络 
(3) (x - c ) 2 + (y - c ) 2 =4. 

提不由 (* - c) 2 + (y - c) 2 =4,2 c sx + y,^(x - y ) 2 =8. jSL 
图 3. 14. 



(4) (x - c ) 2 + y 2 =4 c . 

提示由（*-<0 2 +/=4<：，0=2+*，得/=4(* + 1).见图 
3. 15. 

3. 求一曲线，使它上面的每一点的切线截割坐标轴使两截距 
之和等于常数 a . 
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图 3. 15 曲线族 （*- c ) 2 + 〆 =如的包络 

解由[书习题1.2-8(2)]及[§1.4.3-8(2)]，切线在 * 
轴和 y 轴上的截距分别为！ 和题设要求两截 

距之和等于常数 a ， 即 

x +y -xy' = a. 

y 

解得7=*/+-^.令/=；>，代人有7=邛 + -^ 7 .此为克莱罗方 

y - 1 p - 1 

程，有通解7 = ^+-^,其中0为不等于 0，1 的任意常数•由 C - 
c — 1 

判别曲线 



将第2式中 c -1 = ± A g 代入第1式，得 y = cx +-^ = a+ ^ + 

( c 一 1 ) 怎 + a — = a + ^ ± 2 y / ax . 艮 P(y — x — a ) 2 = 4 ax . 检验 ( y 一 
c -1 

x - a ) 2 =4 似是方程的解，事实上，对 7 =邛+-^求导有 p=p + 

p - 1 
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<-^17, 即卜 "^171 〆 =0 .得 p - 1 = 土 代入方 

程有 y = a + x ±2 / a *. i^(y -* - a) 2 =4 ax 是方程的解，它是奇 
解. 

4. 试证 :就克 莱罗微分方程来说， p - 判别曲线和方程通解的 
c - 判别曲线同样是方程通解的包络，从而为方程的奇解. 

证克莱罗微分方程 y = xp + f ( p ) .其 P - 判别曲线为 

jy = xp + f ( p ) , 

而方程对* 求导得 P=P + [*+ 厂 （/>)»' =0， p = c ^ W* y = 
xc + f ( c ) ，其中 c 为任意常数.由通解 y =; cc +/( c ) 推导得其 C - 判 
别曲线为 

ry=xc +/( c ) ， 

U+f^c) = 0 . 

它是方程通解的包络•对任 一 psp 。 值有点 （* 。，: k 。） 对应，两者一 
致，均为方程的奇解. 

§3.4.6 习题 3. S 及其解答 

1 . 从例1的欧拉方法、改进欧拉方法、2阶龙格-库塔方法、4 
阶龙格-库塔方法中选择一种方法，每一步从精确解岀发 计算出 
下一步，并求岀其相对误差，同时与表中的积累误差比较. 

解 欧拉方法 

=r - +h =* 0 + « • h. 

改进欧拉方法 

r-i = y „ +h , 

y B+l =y, +y[/(*,,,y.) + /(*. + , ,y. +I )]. 

2 阶龙格-库塔方法 
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y“i =y. + hk 1 ， lc i =f(.x n ,y n ) ,k 2 =/(*• +y,y. + y*, J. 

4 阶龙格-库塔方法 

y“i =y, +2k 2 +2*3 +k 4 ), 

k i =/(*i»y.). 

K =/(*i + Y ,yi+ Y kl ) * 

k 3 =/(*； +y.y, + y a 2 ). 

K =/(*i +h,yi +hkj). 

对方程 

^= y(i -/), y (0) =2 
有 /(\，yj = y.(i - yj . 精确解为 
y(x)= 

取 A = o . oi ，则可计算得欧拉方法、改进欧拉方法、2阶龙格-库塔 
方法、4阶龙格-库塔方法的逐步计算及其相对与积累误差. 

( a ) 相对误差（每步均以上一步精确值计算），见表 3.2( a ). 

( b ) 积累误差（每步均以上一步同样方法计算•再与精确值 
比较），见表 3.2( b ). 

2. 计算线性微分方程 



的刚性比. 


■ - 0.1 

y ' = Ax,A = 0 

. 0 
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解特征方程为 

A +0. 1 49.9 0 

det ( \E - A ) = 0 A +50 0 

0 -70 A +120 

=(A +0. 1 )(A +50 )(A +120) =0. 

其特征根为 A , = -0.1, A 2 = -50, A s = -120. 特征根绝对值的最 
大、最小之比为 

maxlA.I IAjI 120 , ^ 

-=-=- =1 200 • 

tninlA.I IA,I 0.1 

因此刚性比为1 200. 

3. 试用附录 n 中的数学语言求解例 1. 

解见第十章[§ 10.2. 1 -(5), § 10.3. 1 -(4), § 10.4. 1 - 

(5), §10.5.1 -(4)]. 
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第四章高阶微分方程 


§4.1 内容提要 


§4.1.1 线性微分方程的一般理论 
(1) 基本概念 

n 阶线性微分方程（线性方程） 

S +a i ⑴ + … + a ,- i (0 棠 + a „(0*=/ ⑴， ① 


当函数/(0 时称为 n 阶非齐次线性微分方程（非齐次线性方 
程）.而当函数/0) =0时称为 n 阶齐次线性微分方程（齐次线性 
方程） 


^ + a ,( 0 ^ 
dt K ' At n 


a »-i(0^ + a n (0* =0. 


② 


朗斯基行列式（函数文,.（0(丨=1，“.》&)在区间 a 矣可 
微* -1 次） 


Xi(t) ^(t) … x k (t) 


w (0 =W[x l (t)^ 2 (,t),—^c k (t)]= 


彳⑴ <(t) … x^(t) 


Mm*) … o| 

线性相关对定义在区间 a 矣 f 矣6上的函数 *,( t ) (i = 
1^"4)，如存在不全为零的常数0,心=1，一3)，使得在整个区间 


a 矣 t 矣6上恒成立 
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C,«| (0 +c 2 * 2 (0 + … +C**〆 。 sO, 

则称之为线性相关•不是线性相关的函数 = …， ft ) 称为 
在所给区间上线性无关. 

基本解组（基解组） n 阶齐次线性方程②的一组/^个线性无 
关解. 


(2) 齐次线性方程基本性质 

( a ) 存在唯一性 设 = …， n ) 在区间 as 6上连 


续，则对任意 ~ e [ a ，6] 及任意初值:方程②存在 
唯一解 * =史（0定义于区间上，且满足初值条件 


<p(t 0 ) = x 0f 


dy ( f 0 ) 

dt 


= x o 


d n -'< p ( t 0 ) 


dr 


= * o "' 


d <p“o ) _ d*y(t) 

At k d〆 ，=«o 


( b ) 叠 加原理 方程②的 A : 个解；^(«)，* 2 (<),…， * t (0 的线 
性组合 


Cl*l(0 +c 2 x 2 (t) + … +c k x k (t) 

也是方程②的解，其中 c ,， c 2 ，…， c t 为任意常数 • 

( C ) 定理 若函数 *,(0 ，*2(0 ,…， *,(0 在区间 <* 矣 f 矣6上 
线性相关或无关，则在区间 a 在 t 餐 b 上它们的朗斯基行列式 
史(0=0或恒不为零. 

( d ) 齐次线性方程②的基本解组的朗斯基行列式恒不为零. 

( e ) 通解结构 设*,⑴， * 2 0), …人⑴是齐次线性方程② 
的一个基本解组，则齐次线性方程②的通解可表为 

*=^*,(0 +c 2 x 2 (t) +••• +^,,(0 , ③ 

其中 c ,, c 2 ,..., c n 为任意常数.通解包括了齐次线性方程②的所有 
解. 

(3) 非齐次线性方程基本性质 

( a ) 存在唯一性 设 a ;( t ) (i = 1, I )和/⑴在区间 a 幻矣 
b 上连续，则对任意~ e [<*,6] 及任意初值…，方程 
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①存在唯一解 *=史（0 定义于区间 a 矣*矣6上，且满足初值条件 


( b ) 若 * o )，*( o 分别为 n 阶线性方程①，②的解，则 
*(0 +元⑴也是方程①的解•若 *, ⑴，* 2 ⑴均为方程①的解，则 
^,(0 -h(0 是方程② 的解. 

(C) 通解结构 设*〆。，*〆*)，…， * B 0) 是齐次线性方程② 
的一个基本解组， i(t) 是方程①的某一解（特解），则非齐次线性 
方程①的通解可表为 

x - c t x y { t ) +c 2 x 2 ⑴ + … + c n x n ( t ) +i(i) , 

其中 c,，c 2 ，…， C „ 为任意常数.反之，对方程①的所有解，必存在常 
数 A，c 2 ，…， c„ ，表为上述形式. 

(d) 常数变易法 当已知方程②的一个基本 解组七 （0, 
々（*),…，时，可用常数变易法求得方程①的解 

n n 

x = X H ⑴ + X * •⑴ f ( pi ( t ) dt , 

i -1 i«l J 

其中％⑴为视③中 c,= Ci (f) 时由 H -1 次对 f 求导通解式③得到 
的 n 个方程 

*1(*)4 ⑴ + x 2 ( t ) c ^( t ) +— +*.(<)<(«) =0, 
xl ( t ) cl ( t ) +* 2 ’ ⑴《 2 ’⑴ + … +*»(0 c «(<) =0, 


x ( r 2) (t) c ； (t) +^- 2 ) ( 0 ^( 0 +- +x i r 2) ( t y n (t)=o, 

诈- 1 )⑴ c ; ⑴十彳-”⑽⑴+… n ， ⑴=/⑴. 

求解 4(1) (i = 1,…， n ) 而得 (?'•(£) =的（*) (i =* 1，…，71〉；而 y ，为 
积分 <(*) =^(<)的积分常数，可任意或由初值条件确定. 

§4.1.2 常系数线性微分方程的解法 

(1 ) 复值函数和复值解设实变量 f 在区间矣6上有实 




函数史 （*)， 少 （0,i= /^为虚数，则可在区间《名*在6上定义复 
值函数 z(f) =< p ( t ) + i«A(*) ，史 0) 称为其实部， 《A( f ) 称为其虚部. 
复值函数40和实函数 v(0，*A(0 有同样的极限、连续、导数、微 
分、积分及数乘、函数和等性质.满足微分方程①的复值函数 z(t) 
称为方程①的复值解. 

设《，沒为实数 d 为实变量，则尺=« +矽为复数，复指数函数 
定义为 

e* = e ( * +w， = e a, ( cos fit + isin fit). 

有性质（尺，尺,，尺 2 为复 数）： 

cos ^ = -i-(e^+esin 炽 =g e 讲 - e - 讲）， 



de K, 

，_ dT 


= Ke K 


d ' e * 

，_ d 7 


= K H e K 


称犮 =« - 矽为复数 K = a + i /3 的共轭复数.有/ = P . 

定理实系数函数微分方程①的复值解的实部、虚部及其共 
轭复值函数均是原方程①的解. 

对实系数函数微分方程①，设/(0 = u (0 + it »( f ) 为复值函 
数, M (0，《(0 为实函数.如复值函数 * = u (0 + i * K 0 是微分方程 
①的复值解，则实函数 “（0 ，《(«)分别是实微分方程 


出" 


+ <* i (0 


d n - 


dt n - 


a »-i(0^j + a.(0* =M(0 , 


¥ +a ，（ *)^77? + … +a„-.(0^ + a.(t)*=t；(0 


的解. 


(2) 常系数齐次线性方程的特征方程系数为实常数时的常 
系数齐次线性方程 


L[x] 


d *« 

-+ a 

dt " 


dt -' 


s *= e A ‘代人得到的方程 



④ 
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F (人) = A " + a l A n_l + … + a B _, A + a n = 0 
称为④的特征方程.特征方程的根 A 称为特征根，亦称为微分方 
程的特征值. 

( a ) A 为（实）单根时，方程④有解 e A ‘. 

( b ) A=a + v8 , A = a - i i 8 为共轭复根时，方程④有两共轭复 
值解 z = e A ‘ = e S ‘ ，或对应的两实值解 ：e °' C08 

( c ) A 为 A 重实根时，方程④有 A 个解 

eWe'-.W 

( d ) A=a + v8,A = a - 矽为 A 重共轭复根时，方程④有 A 对 
共轭复值解 

e A ‘ ， e' « … ■ e 
或对应的 A 对实 值解： 


e a, cos ,e a, sin fit,telcos ^t,te a 'sin pt ，…， 

t*"'e a, cos pt ,t k ' 1 e a, sin pt. 


(3) 欧拉方程 


■ £ J ： 
d *" 


n - I u 




称为欧拉方程，可引进自变量变换: t = e ‘或 t = ln * 化为常系数齐 
次线性微分方程 




d " _ 


dt n 


^ b n-i^ t +b n y =0. 


(4) 常系数非齐次线性方程比较系数法常系数非齐次线性 

方程 


L[x] 


• d " a : 

= d 7 


cU "- 


d * 

'di 


+ a,x =/(0 ， 


⑤ 


可按非齐次项 /(*) 的类型用比较系数法求方程⑤的特解. 

( a ) 类型 I : At ) =( b o r + b l r - 1 + ... +b m .,t + b m )e A, . 特解 
i=t k (B o r +5,1"-' +••• + B m _ lt+ B m )e A, . 其中 A 为特征方程 
F ( A ) =0 的根 A 的重数，当 F ( A )#0 时4=0;^为待定常数•将 
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特解 5 代人方程⑤，比较 f 的同次幂系数，可得一系列 B , 的线性方 
程，解之得坎. 

W 类型 n :/(0 = [ i 4(0 cos ^ + fl(Osin pt ] e a ', A ( t ) , B ( t ) 
是 f 的最高次数为 m 次的实系数多项式.设 A +矽为特征方程 
FU) = 0 的 A 重根，则方程⑤有特解元=/ [ P ( t ) cos 你+ 
0(0 sin /3*] e ° •，当 F ( A ) 尹0时 ifc =0. 其中 /»(*),?(*) 为待定的 * 
的最高次数为 m 次的实系数多 项式. 将特解 i 代入方程⑤，比较 t 
的同次幂系数，可得一系列线性方程，解之得特解. 

当非齐次项/0)由多种不同类型的函数组成时则按不同类型 
分别求不同特解. 

(5) 拉普拉斯变换法实或复值连续函数/0),当£多0满足 
1/(0 I ，时称 


F ( s ) = J o e - u f ( t)dt 

为原函数 /( t ) 的拉普拉斯变换， F ( s ) 称为像函数，在复平面 
Re s > o ■上有定义 . 

对常系数非齐次线性方程⑤及初值条件 

*(0) =%,?(0) =*，。，…， *(-”（0) =珍_"， 

非齐次项 /(/) 满足原函数条件.记 


尸⑺= J o e -' f ( t ) dt , X ( s ) = I e - u x ( t)dt 

时，如对方程⑤两边进行拉普拉斯变换，可得关系式 
>4(5) 尤⑴ = F ( s ), 

其中 A ( s )， F ( s ) 均为已知多项式，因此有 

这是方程⑤满足初值条件的解的像 函数. 再利用拉普拉斯反 
变换公式可由 XU ) 解得*0)，此即为拉普拉斯变换方法. 

(6) 质点振动 

U ) 数学摆的无阻尼微小自由振动方程为 


e ~ 9, x ( t)dt 


203 



a^ + i~ <p=0 或如 v =o ( w2= 予 ). 

特征方程为 A 2 +w 2 =0, 特征根为共轭复根 A,, 2 = ±ioi. 通解可改 
写为供 =4 S i n ( o ^ + ^ ，/4,0为任意 常数. 以上方程及其解称为简谐 

振动，称为圆频率，/»为振幅，0为初相位.周期为 r = h ，频率 


当把数学摆移至位置史=%即=%再松开时特解为 
(p = (p 0 sin a)t. 

( b ) 有阻尼自由振动方程为 


子). 


特征方程为 A 2 +2 raA + a ) 2 = 0,有特征根 A 12 = - n ± ■/ n 2 - co 2 . 

小阻尼》< 0 >时特征方程有共扼复根 A i>2 = - n ± (o x '\,oj x = 
■/(o 2 - n 2 . 通解可改写为+ + 00 时妒 （ f ) 

摆动地（振动着）趋于零. 


大阻尼 /I >o» 时特征方程有两个不同的负实根 A 2 < A , <0 .通 
解为 <p = c , e A| ' + c 2 e A *‘ .当 *—► + » 时 < p ( t )—► O - 

临界阻尼 n = w 时特征方程有重根 A , = A 2 = -n. 方程有通解 
<P = e ' ， M ( c l +c 2 t). 当 + oo 时史 （ f ) 摆动地趋于零. 

( c ) 无阻尼强迫振动方程为 



当时有通解 


<p =i4sin(o)< + 0) 


H 

+ -- 2 Slr> P 1 . 

(O -p 
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当 P =0> 时有通解 


(p = i 4 sin ( o >^ + d ) --—名 cos o ) t . 

2o) 

( d ) 小阻尼/1<0>强迫振动方程为 

—~Y + 2/1 + a ) 2 (p = Hsin pt ， n < a ). 

dt dt 


有通解 

<p = i 4 e ' n , sin ( G>,t + 0 ) 


y (< u 2 - p 2 ) 2 + 4 n 2 p 2 
其中 w , = -J ( o l - n , tan O' = — _ 


sin(pt + 6 '), 


~P 


当外力的圆频率/>= Va ) 2 -2 n 2 时其振幅冗 „ =_ 


H 


2 n y / to ~ — n , 2 

最大，出现共振现象.这时的圆频率称为共振频率. 

工程技术中共振现象往往具有破坏性，如桥梁、建筑要避免共 
振现象.无线电、乐器则利用共振现象. 

§4.1.3 高阶微分方程的降阶和幂级数解法 

(1) 可降阶方程类型 

( a ) + = 0 ( 1 <*矣； 1 )可降低*阶. 

令 y =* (i, ，方程降为 ytf ^ n-k 阶方程 F ( t , y ,/,..., y ( -* , )=0. 

( b ) F (* 〆 ， … y °) =0可降低一阶. 

令 y = /，视*为新自变量，可降低一阶，化为 




... dH ' l r \ _ 


_y\ 

-I 一 

I 


0. 


( c ) 齐次线性方程已知 A 个线性无关的非零特解 x ,，* 2 ，- 
，可降低阶. 

先令 * =* 4 y ， 逐步求 * 的》阶导数后代人原方程 
*("> +<!• ( 0 *(" -1> + … +a n _ l (t)x , +a H (t)x=0, 
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化为 y 的 n 阶方程，再令 2 = / ，并用 h 除全式，便得 Z 的 n-l 阶 
方程 

z("- u +& 1 (0* ( "- 2) +•■• + b n . 2 ( t ) z ' + b H . l ( t ) z =0. 

因有关系 x = x t f zdt,z 的方程的/I - 1个解 z, ,2 2 ，…八_,仍线性无 
关. 

仿上做法，可进一步令 z = z t _,J udf 而得 U 的 n - 2 阶方程，且 

有 n -2 个解线性无关.因此，已知 A 个线性无关的非零特解 
*!.••• f X k 时可降低&阶. 

(d) 二阶齐次线性 方程# +p(f)$ + 7 O)*=0, 已知非零特 
解力 时，方程可解.其通解为 

… 小 , +c 2 J*e-”d，] ， 

其中 c,， C2 为任意常数. 

(2) 二阶线性方程的幂级数解对带初值条件的二阶齐次线 
性方程 

^ + P(*)g + 9 (*)y = 0,y(0) = y 0 , y '(0) = y' 0t 

这里*。=0,否则可引进新变量化为 t。=0. 有如下定理 
(a ) 定理若方程中系数 , g(*) 或呼 （*)，* 2 g(*) 能展 
成收敛区间为 |x| </?的幂级数，则二阶齐次线性方程有收敛区 
间为|*丨 的幂级数特解 

y= X a 〆 
«-0 

或 

r = ^ a 2 «„*"= i 

这里《为待定常数. 
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(b) n 阶贝塞尔方程 / + * ^ + ( * 2 - n 2 ) y = 0 ( n 为非负 


常数），有特解 

® ( * \k 2k 4-n 

y ' = Ut) o )， 

od 广 -v A 2k - n 

y2= Lk\ r (…“ 1).(1") O). 

n 阶贝塞尔方程有通解 y = c 丄（幻 + c 2 J . n ( x ), c lf c 2 为任意常数. 

J ,(*)( 或】_，（*))是由贝塞尔方程所定义的特殊函数，称为 n 
(或-約阶（第一类）贝塞尔函数. r ( s ) 的定 义：当 ；多0时 r ( s ) = 

厂 * 卜 , e -\ k ; 当 s <0且非整数时 r (5> + i ). r ( o 有性 

Jo s 

质 ： ro + i ) = sr ( s ); 对正整数 n , 有 r( n + i ) =/ i !. 

( c ) 第二宇宙速度计算发射人造地球卫星的最小速度称为 


第二宇宙速度.由万有引力定律，需求解 


d 2 r 

d ? 


..^, r (0)= R ,^ = Vo . 


这里 t=0,7?=63 xlO 5 m 为地球半径， t；。 为发射速度， W 为地球质 
量.上式令去=«，降为一阶方程《帛=爭，解得 y = ^ + 

求得最 小发射速度为 



其中当 /• = /? 时重力加速度 g= 9. 81 m/s 2 , 由引力尸=*-^•求得 

T 

kM = gR 2 > 
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§4.2 学习辅导 


§4.2.1 解题指导 

(1) 首先要掌握线性微分方程的一般理论和函数相关性概 
念，线性齐次方程存在基本解组和叠加原理，线性齐次和非齐次方 
程解的通解结构，能运用朗斯基行列式是否为零判别函数线性相 
关或线性无关，能应用常数变易法求线性非齐次方程的特解. 

(2) 对高阶微分方程先分清是常系数还是变系数微分方程， 
是齐次还是非齐次，以及是否是特殊类型，如欧拉方程、可降阶方 
程•或是指定用特殊方法，如幂级数、拉普拉斯变换方法.按常系数 
线性齐次、欧拉方程、常系数线性非齐次、降阶方程、变系数线性非 
齐次，以及指定的方法如幂级数法、拉普拉斯变换方法分别处理. 

值得注意的是，有些高阶方程化为一阶微分方程组可能更为 
方便或容易求解•微分方程组的求解，线性方程见第五章、非线性 
方程见第七章对称型微分方程的积分和第六章解性态的判断. 

(3) 常系数线性齐次方程 



相应的特征方程 

F (\) =\ n + a , A" _l + …+ o„-i A + a . =0 
有 m 个重次为卜的特征根 A ,• ( I = 1，…， m )， A :, +…+ L = ji . 

A 为 A ： 多〗重实根时，方程①有 A 个解 

eAWeV.W 

A 为 A ： 重共轭复根 A = a + i /3 ，X = a - 矽时，方程①有 A 对共轭复 
值解 

或对应的 A 对实 值解： 
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e a< cos pt 9 e <al sin fit 9 te at cos pt 9 te tia sin pt ，…， 

•4-1 al .4 — 1 al • 

t e cos pt,t e sin pt. 

与特征方程的特征根相应的方程①的 n 个解 = 
n ) 构成方程的基本解组.方程①的通解为 

x(t) =0,«,(0 +C 2 X 2 (0 + … +C 入⑴， 

其中 C , 为任意常数. 

(4) 欧拉方程 ^ + <*,*""'^7^ + ••- + a „.,* ^ + a„y = 0 


可通过变换 x=e‘（f = In*) 变为常系数线性齐次方程求解，或直接 
令 y = / 代入求得尺值 而得 . 注意， m 重实根时解为 x K ,x K ln 丨 * | ， 
x K ln 2 U | ， … ， /lrT- 1 |* 丨 . 而对共轭复根 K = a ±ip , 则为 
* a cos(/3ln |*|) ， *°sin(/3ln 丨 * 丨 ).m 重复根时为 «°cos(j8ln 丨 * | ) ， 
•* a sin (j8ln I * | ) ， ... ， * a ln m " 1 | x \ cos (/3 In | « | ) , 戈 °ln m ' | * | • 
sin(/3ln | « | ). 


(5) 常系数线性非齐次方程 

d "* d n ~'x dx 

dr " df "' 1 dt 


+ a n x = f ( t ). 


② 


先求相应的线性齐次方程的通解 ^(0 ，再求线性非齐次方程的一 
个特解 x ( t ) ，则常系数线性非齐次方程的通解为 x (0 + x ( t ). 

可根据非齐次方程右端函数 /(*) 的类型求非齐次方程的特 
解： 

( a ) I M ^(<)= ( V "+6.< m " ， +- +6 BI _ l * + 6 „) e '特解元= 
+ V 1 + … + U + flJ e A , . 其中 * 为特征方程的根 A 

的重数，当 FU ) #0时 A =0； fl , 为待定常数.可用比较系数法确 
定待定常数. 

( b ) II 型: /(*) = [ A ( 0 cos 炉 + B ( t)sin /5*] e °‘ ,<4( t ) 是 * 
的最高次数为 m 次的实系数多项式.设 A =« +哆为特征方程的 A 
重根，则非齐次方程有特解 i /3 t + Q ( t)sin /3 t ] e a, , 
P ( t )， Q ( t ) 为待定的 t 的最高次数为 m 次的实系数多项式.可用 
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比较系数法确定待定常数. 

( c ) 不符合 I 、 n 型的/(0，可用常数变易法求其特解.常数 
变易法可设特解为 * = c ,(0 *i + c 2 (*); e 2 +…+<^(0*.，然后在求 
«的过程中不断令 C : (0*1° + < ( t ):^ +… 
+ c i (0* i ° =0， i =0， l ，…， n - 1 ，最后求得 c ;(0 ,4(0 ，…，<(0 
的 n 个代数方程.求出 <(0后积分便得到特解 • 

另一个方法是化为线性微分方程组直接应用常数变易公式 
[书 §5.2.2-(5•29)、（5.31)]求解• 

⑷ 可降阶的高阶方程 

( a ) ，*(* + " ，...， x (" > ) =0 •令 x ⑷ = y , 可降低 A 阶. 

0>) F ( x , x ',-, x (lt) ) =0 .令 x '= y ， 视 rr 为新自变量，可降低 
-阶. 

( c ) 线性齐次方程有 A 个线性无关特解 Xi (i = l ,-, k ) ，逐次 
令 * =*._ y ， 可降低 A 阶. 

(7) 变系数线性非齐次方程 

求岀相应齐次方程的基本解组后可用常数变易法或待定系数 
法求其特解. 

(8) 二阶线性方程的幂级数解 

带初值条件的二阶齐次线性方程 

+P (*)S + 9 ⑷ y = 0 ， y ( 0 ) = ^o.y , (0) =y’ 0 , 

这里 *。=0, 否则可引进新变量 f = x - x 0 化为 f 。= o . 

若方程中系数 />(*) ，9(*)或叩 （*) ，* 2 ?(幻能展成收敛区间 
为|*丨</?的幂级数，则二阶齐次线性方程有收敛区间为|*丨< 
ft 的幂级数特解 


r = * a i 

这里 《 为待定常数. 
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(^ )打阶 贝塞尔方程欠 2 + « ^- + (- fi 2 ) y =0( n 为非负 

常数）有特解 

y， = *?o ~k\ r(nli + l)(f) O ) ， 

72 = *?o k\ r( ( -n^ + i)(f) o). 

« 阶贝塞尔方程有通解 y = c 丄（幻 + C 2 J _„(*)， C | , C 2 为任意常数. 
更一般的 n 为任意常数的通解 y = 0 ,^(*) + c 2 Y _ a (*) 要用到第二 
类贝塞尔函数，见 [§4.3.2-(7)]. 

(9) 拉普拉斯变换方法 

对常系数非齐次线性方程②及初值条件 

*(0) = W ，(0) =<，...， n (0) =4" _,> , 

可对方程②两边进行拉普拉斯变换，得到代数关系式，求解代数方 
程后再利用拉普拉斯反变换公式便可得方程的解 • 

§4.2.2 例题选讲 

例1已知特解 3 x ，*-2， e * + l , 试写出尽可能低阶的线性齐 
次方程. 

解先证特解3*，*-2/+1线性无关.设3*4-2, 6 * + 1线 
性相关，则有关系式 

3 *a + (*-2)6 + ( e * + 1 ) csO . 

于是 

3 *a + (*-2)6 + ( e * + 1) c = ce * + ( 3 a + b)x + (c - 2 b ) = 0 , 
c =0,6 =0 ,a =0， 

引出 矛盾. 即特解 3*，； c - 2 , e x + 1 线性无关，构成基本解组.线性 
齐次方程的通解为 

y = 3 xa + (*-2)6 + ( e *+ l ) c ， 

其中 《，6， c 为任意常数 • 
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通解 y 及其对: t 的导数联立方程组，消去三个任意 
常数 a ，6, c ， 即可构成线性齐次方程.联立方程组是 
3xa + (*-2)6 + ( e * + 1 )c = y , 

3a + b + e*c : y’ 、 

e x c=y\ 

ec=y m . 

因方程的解有三个任意常数，故微分方程最低阶数为三阶.由最后 
两式便得线性齐次 方程： 

r-y H =o. 

事实上，方程的通解为 

y = c,e* + c 2 x + Cj. 

如图 c , = c ， c 2 =3 a +b,c 3 =c - 26, 其中 a ，6，_ c 仍为任意常数，通解 
变为由三个特解 h =3x,y 2 =x-2,y 3 =e x -^1 所构成 
y - 3xa + («-2)6 + ( e * + 1 ) c . 

例 2 已知二阶线性非齐次微分方程的三个特解为 y , =1， 
y 2 =x,y 3 =/，试求其通解及微分方程 • 

解由线性微分方程的解的性质，非齐次方程解之差为齐次 
方程的解，于是= y 2 - y , =x -l , y 2 = y } - y , = x 3 - I 为对应的齐 
次微分方程的解.再因* - l ,* 3 -1 线性无关（如相关应有 a (*- 
1) + P ( x 3 - 1 ) = px i + a * - (a + j 8) = 0, BP a = 0， j 8=0, 矛盾），知 
y ,, y 2 构成对应的二阶线性齐次微分方程的基本解组，齐次微分方 
程的通解为 y = c,y, +C 2 y 2 =c,(x - 1 ) +c 2 (x 3 - 1 ). 而二阶线性非 
齐次微分方程的通解为 

y = c,y, +c 2 y 2 +y, =1 +c,(x -l) +c 2 (x 3 -1 )， 

其中 C | ， c 2 为任意常数. 

可通过微分两次通解 

y' - c , +3c 2 x 2 ,y" = 6c 2 x 

求得 
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C 2= 1 ， CI = 〆 -+☆， 

代人通解消去任意常数 c , ，求得微分方程： 

” 1 + (〆 _ +/*)(* - 1 ) +^(* 3 - 1 ) , 

即 

(2* 3 —3x 2 + l)y n —6x(x — l ) y '+ 6xy -6x = 0. 

例 3 求解常系数线性微分 方程; T - y w = 12/-6. 

解对应的齐次 方程广 - y ”=0 有特征值 A , =1及两重特征 
值 A 2 , 3 =0,通解为 y = C | e * + c 2 *+ c 3 . 常系数非齐次方程右端为多 
项式，对应于齐次方程二重零特征值，即右端为 I 型 A =2, m =2, 
方程有多项式形式特解7=* 2 (>4* 2 +Bx + C ) ，代人原方程有 
f -/=4 x 3 x 2 Ax +3 x 2 B -4 x 3 Ax 2 -3 x 2 Bx -2 C = 12 x 2 -6, 
得4= - = -4, C = -9 •于是微分方程的通解为 

y=c,e M + c 2 x + c 3 -x* -4x 3 -9x 2 . 

例 4 解微分方程以〃 -4*'= i 3 . 

解令 y = /,方程化为 f〆 - 4 y = f 3 ，即/ - = ?，为一阶线 

性方程.有 

^ ^ = e />( f ^- I > dt + c ,) = 

= 〆 (--|- + d i ) / 

解为 



例 S 解微分方程 n w -2，=0. 

解方程对* 〆 ，，是 齐次的，即用 fceXib ” 代替 x ， x ，， x ” 方 
程不变.可用代换* =6'*'=«； 7 /,，= 6，（， + / 2 )，化方程为 
W ( ，+， 2 ) - 2 e V 2 = 0，即' - y ， 2 = 0. 
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再设 / = Z ， 得方程 z ' - z 2 =0.解得 z =0及 


BP 有解 z =#=0 ，y = d ，*= e 7 = e e = c_S 

Gt 

ft =2= S ”- ln0 + Cl) +0 - x = e " lB< ， +e ， >+i2= 77^* 

方程的解为 *= C 及* =7^ — ，其中 C , C ,， c 2 为任意常数. 

^ + C, 

§4.2.3 测试练习 

1. 称函数组 i /, U )， … ，人 （幻丨线性相关，如果存在不全为零 
的系数 C ,, …人，使得等式 Cl /, U ) +… + cj m ( x )^0 恒成立.不 
线性相关的函数组称为线性无关或线性独立.证明下列各函数组 
线性 独立： 

( 1 ) sin ax 9 cos ax ； (2) l , x , x 2 ； 

(3) x f e s 9 xe s . 

2. 求具有如下通解的最低次数的微分 方程： 

(1) y = c , e 2 * + c 2 e ' 3 * ； (2) y = c , x 2 + c 2 x 2 ln x ； 

(3) y 2 = c t x + c 2 + 2 x 2 . 

3. 判断下列高阶方程的可能的处理或求解方法，但不必具体 
求解（具体求解见 [§4.3.1 -1， §4.4.2-1]). 

(1) y " + Y = ~ r ~ —; (2) y " +2 y ' + r =3 e "* Jx + 1 ； 

sin x 

(3) x 2 y " - xy ' + y = Sx 3 ； (4) x 3 y " -2 xy =61 n x \ 

(5) (2* +3 )V +3(2* +3) / -6 y =0. 

4. 判断下列常系数高阶方程的通解类型及可能的处理或求 
解方法，但不必具体求解（具体求解见 [§4.3. 1 -2, §4.4.2 - 
2 ]). 
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(1) y ⑷ +4 y =0； (2) y <5) +8，，+ 16, =0； 

(3) y " + 1 y ' —3 y = * 2 e * ； (4) y " — 5 y r — 3 x 2 + sin 5*； 

(5) y 1 " + y ' = sin x +*cos x ； (6) y " -9 y = e ~ 3 x ( x 2 +sin 3 x ). 

5. 判断下列高阶方程的类型及可能的处理或求解方法，但不 
必具体求解（具体求解见 [§4.3.1 -3, §4.4.2-3]). 

(1) yy n + l = y ,2 i (2)+/=*/; 

(3) W 2 + y ， V ; (4) ( x 2 + \)( y ' 2 - yy n ) =* r /； 

(5) x 2 yy n = (y - xy ') 2 . 

6. 试用观察法求下述条件下二阶齐次线性方程 / + 

+ <?(*)： K =0 的特解 • 

(1) P ( x ) + xQ ( x ) =0 ； (2) 1 + P ( x ) +<?(*) =0 ； 

(3)1 - P ( x ) + Q ( x ) =0; (4) m + mP ( x ) + Q ( x ) =0. 

7. 试判断下列高阶方程的级数解形式或是否可化为贝塞尔 
方程，但不必具体求解（具体求解见 [§4.3.1 -6, §4.4.2-6]). 

( 1 ) y " + — y ' - \ y =0； 

x X 

(2) x y " - x ( a ; + 4)7* +4 y = 0; 

(3) x 2 y " + xy ' + (4* 2 -+)y =0; 

• (4) x y " - 2 xy r + 4(- 1 )y = 0. 

8. 试判断下列高阶方程的拉普拉斯变换类型，但不必具体求 
解（具体求解见 [§4.3.1 -8, §4.4.2-8]). 

(1) x n -2 x f ^ x = t 9 x (0) =^ ; (0) =0; 

(2) x M — 2 ax r + ( a 2 b 2 )x =0 9 x (0) = 1 9 x f (0) = 0 ； 

(3) x M - x 1 =2 sin t 9 x (0) =2 ,« ; (0) =0； 

(4) y w +3/+3/+ y = x 3 e -\ y (0) =/(0) =/(0) =0. 
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§4.3 补充提高 


§4.3.1 补充习题 

1. 具体求解 §4.2.3 第3题中所列的高阶方程. 

2. 具体求解 §4.2.3 第4题中所列的高阶方程. 

3. 具体求解 §4.2.3 第5题中所列的高阶方程. 

4. (1) 试求解追线方程/ = f vTTT ' yb 。） = y 0 ， y ’(* 0 ) 


(2) 试求解悬链线方程0 = |^1 + (裝 = b , 
/(O) =o. 

•5. (1) 微分方程 F (*， y ，/， …， 〆 M ) =0 •若存在常数 r 使得 
对任意 S >0 均有 

( a ) F (龙… ，叮 ("> ) = s r F ( x , y , y ', y (H) )； 

( b ) F { sx , y t s ' l y \ — , s ' n y ^ ) ) = s r F(x ,y , y r ,-• , y (m> )； 

( c ) F ( s *, i m y , s m "' y , , — , s """ y ( * ) ) = *， y ， 〆 ， …， y ⑷）， 

m #0 为某常数.则分别称 F 为 （ a ) y ,( b ) x ,( c ) lyi 的广义的齐 
次函数.试证明对应上述齐次函数的方程均可以降阶. 

(2) 试解方程 

( a ) xyy " - xy ' 2 - 3 yy , = 0 ； ( b ) Ax 1 y i y " = * 2 - y 4 } 

( c ) x 3 y " = ( y - xy , )( y - xy ' - x ). 

6. 求 §4.2.3 第 7 题 （1) ~ (4) 中所列的高阶方程的级数解 
或贝塞尔函数解. 

•7. (1) 试用变换2 =似*，访= 〆 将贝塞尔方程 
+ ( z 2 - p 2 ) w =0 化为新方程，并用贝塞尔函数表示新方程的通 
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解. 


(2) 用变换将特殊里卡蒂方程# + fly 2 = C ** •化为 

U QX QX 

新方程，并进一步用 （1) 的结果求新方程的通解. 

(3) 证明： 里卡蒂方程# + % 2 = C * m 满足条件/»= 

d * 2 k + 1 

(其中 i 为整数）时，通解能用初等函数表示. 

8. 用拉普拉斯变换求解 §4.2.3 第8题 （1) ~(4)中所列的 
高阶方程. 

§4.3.2 排疑解惑 


(1) 朗斯基行列式和范德蒙德 （ Vandermonde ) 行列式由 /i 
个解及其/» - 1阶导数组成的朗斯基行列式是判别解是否为基本 
解组的关键 . n 阶常系数线性方程的 n 个特征根 A , 均不相同时， 

其解的朗斯基行列式等于 exp 卜 g 乘以范德蒙德行列式 


1 

1 

•• 1 

A , 

入2 

•• A „ 

A ；'* 

Ar '. 

.. A ；' 


对上述范德蒙德行列式，将第 i 列减去第列可抽出因子 A <- 

•因此，范德蒙德行列式有因子 f ] ( A .- A ,.) ，此因子式展开 

1 </<*•<» 

式中的最高次数和系数与行列式展开式的相同.因而，范德蒙 
德行列式等于该因子式0 ( A .- A y ). 

(2) 算 子法与高阶常系数线性方程和拉普拉斯变换法类 
似，也可以用算子（又称运算子）法解高阶常系数线性方程.定义 

微分算子公=去•显然 | 便是积分算子 *) d * •对于 Z ) 的常系 
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数多项式 /(/>) 和任意函数 FU )， 高阶常系数线性方程可以写成 

微分算子形式 /( Z))y = F (*)， 然后通过积分算子 y =^ yF (： c ) 求 

解.其中要利用一系列算子性质，当 F (*) 取一些特殊形式，如多项 
式或乘多项式或 sin < y *, c 0S ow 等形式时容易求解.详细情形可 
参见[文20 §2. 4,文7 §13,文8 §5] 等. 

(3) 变系数线性微分方程 一般方程可解的有欧拉方程（又 
称柯西线性方 程）： + a 〆 -' 〆 -" +… +«„.,*/ + a.y = 
?(*) ，用变换$ = e ‘化为常系数方程解之.更广泛的还有勒让德线 
性方程（取6 = 1 ，c =0时变为欧拉方程） 

(6* + c )* y ( " > + a l (bx + c ) a ~ i jr (a ~ l) + …(6» + c ) y ’+ a lt y = q >(*). 
可以令 6 *+ C = e ‘将其化为常系数 方程. 对特殊方程则可用降阶 
法，如缺因变量 y 或缺自变量 re 或已知一特解 《(*) 时，可通过令 
z =/或令因变量为自变量或变换 y = av 降阶.此外，如高阶方程是 
一恰当方程，即能化为低一阶方程的微分式，亦可以积分降阶. 

(4) 二阶线性微分方程 变系数线性高阶方程以二阶微分方 
程为 代表： 

^ + P ( x )^+ q ( x)y = r ( x ). 

( a ) 利用观察法或其他方法求对应齐次方程 （/•(*) =0) 的一 
个解； h ，然后可通过变换 y = y t Jzdx 求得通解 


y = ri [c, + cj \e-b xU ， dx^ . 

知道齐次方程的基本解组 y ,， y 2 后可用常数变易法求非齐次 
方程的特解 


y(x) = 


y 2 (*)y.(«) -y t (.x)y 2 (s) 


r(s)ds 


W[y t (.s) ,y 2 (s )] 

其中阶为朗斯基行列式（见[书 §5.2.2-(5.31)]). 
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( b ) 计算 9 U ) -\ p { x ) -^/(*) ，若结果为常数 A ： 或 f ， 则 
可通过变换 y = « e _+> ( l 0< b 将原方程化为常系数方程或欧拉方程. 
( C ) 设_ = (要求根号下 为正） ，代入 < + 0 3：) 〆 ， 

结果为常数时可通过变换 z J 将原方程化为常系数 
方程. 

( d ) 对齐次方程作因式分解化为两个一阶线性方程.这与常 
系数方程的特征方程的因式分解（如[书习题 4. 2 - 2(9)、（12)、 
(13)、（15)]等）及用/)算子法（见[§ 4 . 3. 2 -(2)]) 的因式分解 
不同，而是分解成两个不可交换线性算子厂（/))，尸 2 (1))，使得 
\F.iD) • F 2 (D)\y =F,(D) • \F 2 (D)y\ 

= \P(x)D 2 +R(x)D+S(x)\y = Q(x). 
于是可设匕⑺)：^!*，方程变为 F 、（ D)u = Q(x) ， 解之 . 如 UZ ) 2 - 
(* 2 +2)D+x\y=\(xD-2)(D-x)\y. 参看[文7 § 18]. 

(5) 幂级数方法与解析理论 用幂级数方法得到特殊形式的 
函数解.能用幂级数方法求解的二阶线性微分方程有 

贝塞尔方程 x 2 y" + xy' + (x 2 -n 2 )y = 0 ； 

勒让德方程 （ 1 -» 2 ) y w -2 *〆 + n(n + 1 )y =0; 

高斯超几何方程 *(1 — x)y" + [y - (I + a + fi ) ]y' - afiy = 0 ； 
埃尔米特方程 y "-2*/+2 i / y =0 
等.这些方程的求解在复数域中更为方便和自然，从而引发了复解 
析理论的产生和发展.方程所求的幂级数解不能表示为有限形式 
的初等函数，形成一类特殊函数. 

(6) 特殊函数 特殊函数也称高等超越函数，大致可分成 

( a ) 由某些特定形式的积分所定义的函数，如 r 函数、 B 函 
数、指数对数积分、正弦余弦积 分等； 

( b ) 某些二阶线性常微分方程的特殊形式的解，如贝塞尔方 
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程定义的贝塞尔函数、勒让德方程定义的勒让德多项式、超几何方 
程定义的超几何函数、埃尔米特方程定义的埃尔米特函 数等； 

( c ) 椭圆积分和椭圆函数. 

物理上广泛应用的偏微分方程往往可以用分离变量法化为特 
殊形式的二阶线性常微分方程，因此特殊函数成为数学物理方程 
课程的主要内容. 

(7) 第二类贝塞尔函数及广义贝塞尔方程 当 n 为非负整数 
时，第一类贝塞尔函数 J _„(*) 和 J . U ) 线性相关，第二类贝塞尔函 

数的定义为 Y „(*) ⑽抓 O ) 当 为整数时则定义 

sin ti*u 

Y »(*) =；™ Y .( a :). 可证极限存在且 ¥_•(*) 与 J „ U ) 线性无关. 

贝塞尔方程的通解可写成 y =0,^(*) + c 2 Y _„(: c )， 这时对任意的 
n 均成立. 

比贝塞尔方程更广泛的一类方程形式为+ axy 1 + ( b + 
=0,其中 a ， b ， c，m 为常数 ， c >0, m #0(^ c =0^ m =0 Bt 
方程是欧拉方程），可以引人新变量:《 = ( t / y) l/ \y = ( t / y ) 将 
其化为贝塞尔方程 t 2 u " + tu ' + ( / 2 — n 2 ) u = 0,其中 a = (a - 1 )/2 ， 
P = m /2 ,y =2^ fc / m , n 2 = [ (a - l ) 2 -46]/ m 2 . 见[ §4.2.3 -7(3)、 
(4)]. 

(8) 变分法变分法是分析的一大分支，作为有效工具能解 
决数学中多种不同的问题，并能以非常简洁优雅的形式表达数学 
物理中的基本原理.欧拉和拉格朗日创立了变分法，并把它引进了 
称为欧拉方程的微分方程问题_假设存在一容许函数 yU ) 使积分 

/= p /(*， y ,/) 心取极小值.为求此函数，可通过扰动，设 
J *1 

= y (*) + ari ( x ) ，其中 <(*) 连续且 17 (*,) = ri ( x 2 ) =0. 代人积分 
式有 

7 («) = ( f ( x , y , y ) dx = f 2 f (, x , y ( x ) + otj ( x ) ， 〆 (*) + om '( x )) dx . 

J *1 J *1 
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要求 i '( 0 ) = 0 . 利用 $/(*，夕 ，歹 ’） = ^ v ( x ) + ^ V (*) ，有 

/，((X)S C £ /(X ^^ ，)dX= C [fy^ X) + 彔 ” ， “) 卜 . 

利用分部积分法有 

f^ v，(x)dx 小⑷老 1::- 

= _£ X ( 彔卜 

即 

I，(0)S f^fy V(x)+ ^' (x) ] dx 

= £X -去 (•韵 卜 = °. 

由77(幻的任意性便得到积分/= ]^/(*， y ,/) ck 取极小值的必要 
条件 *' 

去 df = 0 , 

此即为欧拉方程.可进一步展开成二阶常微分方程 
+ frr% + (//. ~fy) =° - 

其解一般是双参数曲线族，通过满足边界条件求出极值曲线.方程 
—般不可解，幸运的是许多应用问题导出的是可解的特殊情形. 

§4.3.3 应用实例 

(1) 追赶轨迹平面上以勻速运动但方向始终指向另一沿某 
方向勻速运动的点的运动轨迹称为追线. 设点 P 开始时从（\，0) 
沿 九 轴按速度 a 运动.而点 M 从初始点（*。 , y 。） 开始按速度 W 始终 
指向点 P 运动.如图 4. 1.此时，点 P 的运动轨迹 （ jf ,0) 满足 A ： =夂 
+ at , 点 M 的运动轨迹 （*， y ) 满足 
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d: 2 + dy 2 = V 2 dt 2 , 〆 = 孕 = - ~7T ~~ 

X -x 

于是有 

^ = Lyr^ ,x 0 - x+a t= -jr. 

第二式对 * 求导化简后代人第一式 



, dr yy" - y' 2 df yy" 1 - ^ 

- 1 +fl di= 

最后得到追线的微分方程模型 

vy 

当*。即开始时点 P , M 在同一平行于: K 轴的直线上时其初值 
条件为 

r(* 0 ) =y 0 ， y’ （ *o) = 00 . 

追线方程的求解见 [ §4.3.4-4(1)]及[§4.4.2-4(1)]. 

当 a 多 X ；时无法 追上； 当 a <»时将用时间在^ =* 0 + 

v - a 

A 处追上. 
v _ a 

(2) 悬链线 一均勻、柔软的绳索悬 挂在私 fi 两点，两端固 
定，仅受绳索本身重量作用，如图 4. 2,求绳索在平衡状态时的形 
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状. 

设绳索最低点为（:，其上的水平张力为7/，绳索任意点 P ( x , 
y ) 处的张力为 r ， CP 段的垂直负荷为 W ( x ). 绳索的平衡条件为 


Tsind=W(x),Tco S d = H. 由点 P 处的切线的斜率 tan 0 =孕可得 

ax 


dy _W(x) 
di = H 


，即 


d 2 y = 1 dW(x) 
dx 2 H dx 

此即为悬链线的一般方程. 


T 




( a ) 负重均勻的吊桥，有设从最低点 c 
到桥面距离为6,即初值条件为; K 0) =6，/(0) =0.积分两次可解 
得 yU ) =^ 2 +6. 求得吊桥桥面为抛物线方程. 

( b ) 柔软绳索，设其密度为即•因 

as 


dW(x) dW(x) ds ds ds 

_ d^~ = _ d7~*d^ = <w di^ = 



得悬链绳索方程 
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其初值条件为 y (0) =6，/(0) =0.绳索方程的求解见 [§4.3.1 - 


4(2), §4.4.2-4(2)].当6=互= 0 时解为7 = 0 . chi . 悬链线 

(O a 


长为 = a • sh 三. 

a 

( c ) 柔软绳索长为 s , 悬挂于同一水平线相距为 L 的两支点 
上.绳索最低点与支点的高度差（称为垂度）为 d . 此时，由 （ b ) ,有 

d=y (^) -a=a ( ch ^ -1 ) s=25 ('| L ) =2 a-sh 去.从以上两 
式可解出 a : 由 c hA =! + l ， sh；f =+有 

la a La La 


Ch 2 ^-3h 2 ^=4+—+ 1 - 

2a 2a a a t 


Ad 2 + Sad - 5 2 =0 



而绳索上点 Uj ) 处的张力为 T = Hsecd = H yiT^ T = Hch — = 

a 

oy . 在支点处的张力为 T 0 swU + d ). 见[文 18( 上） §3.4.6]. 

(3) 倒置摆与希尔方程考虑在支撑点上作用着给定垂直力 
的倒置摆，如图 4.3( a ). 假定在平面上运动是由摆的重力 mg 
和作用在杆端 a 的外力 y ( o 和约束反作用力尤（0的作用引起 
的.设杆 / Ifl 长/，可忽略杆的质量且系统对重心 fl 点的惯性力矩 
为零 . 点横坐标为 *=Zsin 0，系统的运动方程为 mX=X. 而由 
点的惯性力矩为零，又有 Ylsin d-Xlcos 0 =0.假定0足够小，可取 
sin ^«=0， cos 没=1，则有方程 mW - Yd =0. 当铅垂外力为 Y(t ) = 

mg - mp (0 时方程化为&+ f + yp (0 jtf =0, 这是一个二阶 

变系数线性微分方程.当 〆 《)是 f 的周期函数时称方程为希尔方 
程.马蒂厄 （ Mathieu ) 方程 6) + (5 + ^cos t)w =0 是希尔方程的特殊 
情形，在 S - e 参数平面上有一个马蒂厄方程周期解的稳定区域，如 


224 



图 4. 3( b ). 这意味着只要选取恰当的参数，倒竖摆是稳定的，总在 
周期地摆动.希尔方程这个特殊的线性微分方程的重要性在于讨 
论非线性系统周期解的稳定性时往往最后归结为讨论希尔方程. 
见[文45 §6.1]. 



U ) 倒置摆 （ b ) 马蒂厄方程的稳定区域 

图 4.3 


(4) 自由端的弹性梁水平直梁一端固定在墙壁上，另一端 
可自由偏转•如图 4. 4_设原点为梁在墙壁上的固定点，梁的中轴 
为 x 轴.根据弹性理论和虎克定律，弹性曲线的曲率 A 与弯曲力矩 

财成正比.而 A = —得弹性曲线的微分方程为 
(1 +/ 2 ) T 

y" M 

(1 +y ,2 )T~Er 

其中芯为梁的弹性系数（杨氏模数）， / 为梁的横截面对重心 （水 



图 4.4 自由端的弹性梁 
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因工程结构中，梁的挠度很小，弹性曲线的曲率也很小，在方 
程中的/ 2 往往可省略不计，材料力学中梁的挠度的微分方程可 
简化为 

Ely " = M . 

对长为 I ，单位长度重量为 0) 的均匀悬臂梁，位于水平线 * 处 
有向下的重力 < o { L - x ) ，产生正力矩 

M ( x ) = o >( L - x ) • -*) 2 . 

因此梁的挠度的微分方程化为 


Ely^fU-x) 1 . 

初值条件是 y (0) =0,/(0) =0. 上式可积分得 


y ( x ) =24 Ei ^ x * _4 乙* 3 +6 L 2 * 2 ). 


在自由端的偏转为 y ([) =1^7•见[文 11 § 7 . 4 ]. 

(5) 减振器与陷波器[书§4_ 2.4] 中讨论了质点的有、无 
阻尼的自由和强迫振动，提及在钟摆、弹簧、乐器弦线、机床主轴及 
电路中均有应用.具有一个自由度、受弹性约束、阻尼及周期外力 
作用的力学系统可表示为 

m + p ^- + kq = F = F 0 sin a ) t , 

dt cU 


其中参数 m 依赖于系统惯性，沒决定阻尼， A 为弹性约束， F 。 为周 
期外力振幅，而9为位移.相应地，以<?表示电容为 C 的电容器电 
荷，/为电流 J 为电阻4为线圈电感，包含周期变化电动势（发电 
机）的电路系统则表示为 





力学与电学系统间的类比，可用同一微分方程表示不同系统•如 
[书 §4.2.4] 讨论的质点振动所示，系统振动可能产生共振.对有 
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害的共振如桥梁及建筑结构等，可以通过加人吸收能量的装置 
(减振器）减弱或消除共振.其方法是增加质量 m ， 并在两个质量 
之间放一个弹簧及一个缓冲器.相应的电路系统中的装置称为陷 
波器，用于抑制外加电压引起的 共振. 见图 4. 5[文11图 3. 2]. 可 
以通过详细分析建立减振器与陷波器理论，见[文11 §6.4]. 



图 4.5 减振器与陷波器 


*( 6 )开普勒定律和万有引力定律15世纪波兰的哥白尼提出 
科学的“日心说”推翻了统治西方一千多年的“地心 说”， 引起了 
人类宇宙观的重大革命 • 16世纪丹麦的弟谷.布拉赫观测行星运 
动，积累了二十多年的天体方位的测量数据 • 17世纪，他的助手， 
德国人开普勒运用数学工具分析研究这些数据，得出开普勒行星 
运动三定律.牛顿在此基础上利用牛顿运动定律以微积分为工具 
演绎出万有引力定律 • 

开普勒行星运动三定律可表示为①行星绕太阳以楠圆轨道 

运动，太阳位于其焦点上 r = ：j ~ L~^，p 上， b 1 = a 2 ( 1 - e 2 ) ； 

1 + ecos 0 a 

②单位时间内，行星扫过的面积为常数 + r 2 d =/ i ; ③行星运行周 


227 





期的平方与行星轨道长半轴的三次方成正比 尸 = ka\k 为绝对常 
数.而牛顿运动定律为 /= m /， 其中/为太阳与行星间的作用力， 
为行星质量.如图 4. 6,在极坐标系 （ r ，0) 中选择基向量 u r , u e , 
u r =icos 0 +ysin d 9 
u e = — isin 0 + jcos 0- 

贝 U 向径 r = m ,. 因 
u r = - isin 6 • 0 +jcos 6 • 6 = 6u e , 

u e =-icose^-jsin0-d= -du r S46 极坐标系中的 

行星运动轨道 
得 



r = fu r + rii r = fu r + r^u„, 
r = ru r + fu r + fdu 9 + rdu f + rdu 9 

=ru + 2f6u e + r'du g - rd 2 u r ( * ) 

=(f - rd 2 )u r + (rd + 2fd)u e . 

由②得 -#/ 1 ， 即 rd +2^=0. 于是有 


r = (r-rd 2 )u r . ( ** ) 

现求尸，由①及冷得 〆 =^ CS * n ❽ ~= —esin 6 • 6 = —esin 0 . 

(1 +ecos 6) P P 

于是尸 = > COB d . I 再次利用①及 d 可得，=字( 1 - y ). 从而 


(** ) 变为 



根据 4， a ，6 及 T 的定义，任一行星的运行周期满足 TA = ab . 

由③及 P 的定义知1 =¥，即 f 为与具体行星无关的绝对常数.记 
P k P 

G = ^， 则 G 只依赖于太阳 质量. 从而 （***) 可写为 /* = 
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- Gf « r .由牛顿运动定律 /=%/••= ，即 /= G f ， 此 

即为万有引力定律.作用力方向在行星与太阳连线上，指向太阳. 
G 称为万有引力常数，与具体行星 无关. 于是由开普勒定律和牛顿 
运动定律可推导出万有引力定律. 

反之，可由万有引力定律推导开普勒定律.由万有引力定律及 
极坐标下的加速度表示 （* )与（ ** ) ，顾及作用力方向，可得行星 
运动方程 


t r - r ^=- G ^, 

T 

r(r'd +2fd) =0. 

积分第二式得 r 2 d =24, 这便是开普勒第二定律，4表示单位时间 #■ 
扫过的面积.再代人第一式有 - 如令“=丄，再用 

r t r 


前面结果则有 i /=- 

耘 = 去(动 / d = 


〆 —M T 曰 da d( U 

「 = y 于是而 = = 7 

r 2 f 1 Gm nn d 2 u 

_F = -W 艮 V + 


2 A 


，进一步得 


4 /T 


线性方程，有通解 “= g[l + e co S (0-^)]， 这里 e ，札为积分常 


数.即 /■=/>[ 1 + ecos (0 - d 0 )]-' ,p =^-.如取初值 t =0, d 0 =0, 

K 0) = r 。， 则有 Q = p(l +6 )- | ，=尤-1，行星运动方程的解为 

r o 

P P 4 A 2 

r - YV ^ Te fe= ^-^ p= ^ 

e 称为离心率.当 e < l 时为椭圆，当 e > l 时为双曲线，当 e = l 时 
为抛物线.对行星而言 ，初始位置 r 。 足够大，因此0 <e < 1. 从而有 
0<min / ■ 矣 /■ 矣 max r<ft ， 行星运行轨道是周期变化的 椭圆这 便得 
到开普勒第一定律多1时；■可趋于无穷大，这实际上是彗星的运 
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行 轨道. 对 e < 1的椭圆，其长、短半轴分别为《，6时有关系式/> = 
b 2 / a , b 2 =a 2 (l - e 2 ). 再利用椭圆面积为及椭圆运动的周期 T 
与4的关系 7*/4 = irafe, 可得 T 1 A 2 = Tr 2 a 2 b 2 = - u 2 a p . 如令 A ： = ir 2 p / 
A 2 ，则得 f = ka \ 这便是开普勒第三定律.这样由万有引力定律推 
导出了开普勒三个定律.见[文13 §1.2]. 

_(7)人造卫星的运行轨道人造卫星在最后一级运载火箭熄 
火后进入其运行轨道，现讨论轨道的形状与发射角度和发射速度 
(最后一级火箭的最终速度）的关系. 

与地球质量 M 相比，人造卫星质量 m 很小，可视人造卫星为 
质点，也不计其他星球和空气阻力的影响.以地心为原点0，地心 
与发射点4(0，/?)的连线为 y 轴（地球半径 ft =63 x 10 s m )， 发射 
方向在直角坐标系的平面上，设发射角为 a ， 人造卫星位置为 
P ( x , y ). 根据万有引力定律，对人造卫星存在引力 


这里为距离， A =6.685 xlCT 14 ra 3 /g • s 2 为引力常数 • 
如同图 4. 6及前面 （6) 中的推导，在极坐标系 （ r ，0) 中的基向 
量 u r ,u B 有 i » = rt< r +rdu 9 ,r = (f-rd 2 )u r + (r'6 + 2f6) u B . 人造卫星 

的运动方程 mi * = 可化为■的二阶线性非齐次微分 

r r 

方程# + ，并有通解“ =$[1 + ecos (0-^ o )]. 即得运动 

d 汐 c, c, 

c 2 

方程的解 r = ^[ 1 + ccos (^ -^ 0 ) ] 

当 e < l 时人造卫星的运动轨道为 椭圆； 当 《 = 1 时人造卫星 
的运动轨道为抛 物线； 当 e > l 时人造卫星的运动轨道为双曲线. 
如图 4.7. 

考虑初值条件 

*(0) =0,y(0) =R,ii(0) =v 0 cos a,y(0) =t; 0 sin a. 
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椭圆轨道 


图 4. 7人造卫星的运动轨道 

当 f =0 日寸 0 = ~^~t r = ^.^(0) = -R6(0) =v 0 cos a , y (0) = f(0) ，故 
有 

d(0) = -^-cos a,/*(0) =» 0 sin a,c, =/? 2 ^(0) = - v 0 Rcos a, 

A 

运动方程的解为 

vlR 2 cos 2 a r ^ i , 

r = - ^ - [1 +ccos(^-0 o )] =p[ 1 +ecos(d -0 O )]', 

2 n2 2 

其中记 P = ° - ^ Q - 再由 f=0 时 0 = 号 ， r = R 及 /*(0) = « 0 sin a 
可得 

R =/>[ 1 +ecos(y - 沒 o)] =/>[ 1 +esin 0 O ] ' 

即 

esin 

再利用 

去 = 去 • ^J=p[l +ccos(0-0 o )] ~ 2 [ -ecoa(e -e 0 )]d 

及 /*(0) = v 0 sin a , 令 f = 0 有 
/■(0) =w 0 sin a 

=P [ 1 + ecos (y - ) ] [ -esin ( 矛 -0 0 ) j 6(0) 
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= p ( 1 + esin 0 0 ) " 2 ( - ecos 0 O )-^-cos a , 

K 

即 

/ {tan a = - p ( 1 +esin 0 O ) " 2 ecos d 0 . 

与上面的式子联立解得 

D 

ecos = - —tan a . 

K 

于是 

叫食- 1 ) + ( f ) 一. 

得到 e 便可进一步求出0。= arccos [ (| - 丨 )* ~ ] • 这样运动方 
程的解 

r = p[l + ecos ( d - d 0 )^ " 1 
中的由初值条件完全确定. 

现在计算由发射速度和发射角度 a 确定的运动轨道.当 


! =0时轨道为一个圆，此时要求 f = l ， tana =0 JPp =/?， a =0 j 


P =- 


v 2 0 R 2 cos 2 a 


kM 




知 


kM 6.685 xlO ' 23 x 5.98 xlO 2 


= 62.76, 


R 6 370 

t ; 0 « 7. 9 km / s . 

速度 7. 9 km / s 称为第一宇宙速度.其轨道为一个圆. 


当 e = 1时要求1 = 


(i) tan2a = (i) 


tan 2 a ) -# + 1，即 

A 


音 (1 + tan 2 a ) =2,^=2 ,©J = 


R ， 
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v 0 = =^/2 v x « 11.2 km/s. 

速度 11. 2 km / s 称为第二宇宙速度.其轨道为抛物线. 

当 0< e < l 即发射速度 t ；, < v 0 < v 2 时轨道为椭圆.当《>1即 
发射速度时轨道为双曲线.见[文 18( 上） §3.4.8]. 

§4.3.4 历史与人物 

(1) 简史（高阶微分方程）1691年詹姆斯 • 伯努利就已在 
研究航帆在风力下的形状问题时引出了二阶微分方程.泰勒及约 
翰 • 伯努利等研究了二阶方程音乐弦的振动.约翰 • 伯努利的儿 
子丹尼尔 • 伯努利研究了更广泛的悬链线的振动.欧拉在二阶及 
高阶微分方程中有一系列的工作，如摆的振动，二阶谐振方程及其 
强迫振动，还得到常系数线性常微分方程的通解，并利用变换将欧 
拉方程化为常系数线性方程.拉格朗日于1775年发表了求线性微 
分方程的常数变易法.莱布尼茨得到齐次方程和线性方程的通解. 
里卡蒂曾为求解二阶常微分方程降阶化为一阶方程而提出里卡蒂 
方程. 他的降阶思想是处理高阶常微分方程的主要方法 . 19世纪， 
行星轨道的稳定性问题引出希尔 （ Hill ) 对二 阶线性周期系数微分 
方程的研究. 

初等函数包括代数函数、初等超越函数（三角函数、反三角函 
数、指数函数、对数函数）及其有限次加减乘除和取函数的复合形 
成的函数•初等函数之外有高等超越函数或常称为特殊函数 . 18 
世纪以来，有几百种特殊函数曾被研究，现在大多数已被遗忘，但 
有少数几个特殊函数意义重大、影响深远. 

在18,19世纪特殊函数曾被许多最伟大的数学家热心研究 
过，包括欧拉、高斯、阿贝尔、雅可比、魏尔斯特拉斯、黎曼、厄尔米 
特、庞加莱. 

有一大批特殊函数是通过寻求二阶线性微分方程的幂级数解 
而被发现的. 
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椭圆函数是直接由积分定义的特殊 函数. 高斯早已发现但未 
撰文发表•后来阿贝尔和雅可比于 1827—1829 年发表了有关文 
章，当雅可比找到高斯时，高斯才拿出30年前的手稿证实此事.勒 
it 德把椭圆函数、庞加莱把自守函数同微分方程联系起来研究.超 
几何级数满足的微分方程也是髙斯发现的. 

贝塞尔函数最早出现在丹尼尔 • 伯努利关于悬链振动的研究 
中，后又在欧拉研究的圆膜振动和贝塞尔研究的行星运动中出现. 
该函数在应用数学和纯数学中都有重要应用. 

(2) 泰勒 （Brook Taylor , 1685—1731) 英国数学家，18世纪 
早期英国牛顿学派代表人物，曾任皇家学会秘书.他最著名的是发 
现泰勒级数，成为有限差分理论的奠基人.他还讨论了微积分对一 
系列物理问题的应用，包括二阶常微分方程表示的弦的振动，并考 
察了常微分方程的奇 异解. 在数学上有一系列创造性工作. 

(3) 勒让德 （ A . M . Legendre ,1752—1833) 法国数学家•在 
椭圆函数、数论、最小二乘法方面做过很好的工作，但却被更年轻、 
更有才能的人超过•特别是研究了椭圆函数40年，其两卷论著刚 
出版，阿贝尔和雅可比的新发现就使其面貌完全改观. 

(4) 贝塞尔 （ F . W . Bessel , 1784—1846) 著名德国天文学 
家，为髙斯的密友 .15 岁辍学当学徒，业余学习天文、地理和数学， 
20岁发表彗星轨道测量论文.1810年任柯尼斯堡天文台台长. 
181?年当选为柏林科学院院士，是确定恒星距离的第一人.他导 
出用于天文计算的贝塞尔公式，提出贝塞尔函数.1844年发现天 
狼星的伴星（双星）. 

(5) 阿贝尔 （ N . H . Abel ，1802—1829) 岀身挪威教士家庭. 
是19世纪最先进的数学家之一.曾用积分方程解古典等时线问 
题，证明一般五次方程不能用根式求解，通过二项级数奠定了收敛 
的一般理论•其关于超越函数的巨著含有代数函数的积分（阿贝 
尔定理）、阿贝尔函数及代数几何的基础，被厄尔米特认为“书中 
留下的问题足够数学家忙500年”.后期阿贝尔主要研究椭圆函 
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数理论.在柏林阿贝尔曾启导克雷勒 （ A . L . Creiie ) 创办世界上第 
—个数学期刊《纯粹与应用数学学报》，在前3期里刊载了阿贝尔 
的22篇文章.阿贝尔在26岁时因病早逝. 

历史人物尚有 :欧拉 （[ §1.3.4-(3)])，莱布尼茨（[ §2.3.4- 
(2)])，伯努利家族 （[ §2.3.4-(3)])，拉格朗日 （[§5.3.4- 
(2)])，里卡蒂 （[ §2.3.4-(4)])，高斯 （[ §1.3.4-(4)])，雅 
可比 （[§7. 3.4 - (5)])，黎曼 （[§1.3. 4 - (5)])，庞加莱 
([§6.3.4-(2)]). 

§4.4 习题与习题解答 


§4.4.1 测试练习解答 


= -a^O, 


1. (1) 由函数 sin a*，cos a * 构成的朗斯基行列式 

「 . sin ax cos ax 

W \_ sin ax , cos = 

acos ax 一 asin ax 

因此函数 sin ax ， cos ax 当 a ^ O 时线性独立 • 

(2) 朗斯基行列式 

1欠 

W [ l , x f x 2 ]^ 0 1 2 x =2_0， 

0 0 2 

因此函数1 , x , x 2 线性独立. 

(3) 朗斯基行列式 


W [ x t e % , xe x ] i 


= e u ( x - 2 ) 尹0, 


e e + . 

|0 e * 2 e * + xe s | 

因此函数 *， e \* e * 当:时线性独立 • 

2. ( 1 ) 因 y w 2 * + c 2 e — 3 * ①， / =2 Cl e 2 * -3 c〆 3 * ②， = 
4 c , e 21 +9 c 2 e ― 3 *③，由 3 ① + ②及 2 ①-②可得 3 y +/ =5 c , e 2 l ,2 r - 
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/=5 C2 e _ 211 .代入③式，消去 C ,， c 2 并化简得 y ” = |(3 y + /) + 

即 y H + y '-6 y =0. 微分方程为 /+/ - 6y = 0 . 

(2) 因 y = c t x 2 + c 2 * 2 ln 太①， 〆 =2 c,x + c 2 (2 xln x +*) ②， = 
2 c , + c 2 ( 21 n * + 3 ) ③，由 （ 21 n * + 1) x ① 一 *ln * x ② ：（ 21 n x + \)y - 
x\n x • y ' s / c , 及 -2 ① +* x ②： -2 y + xy ' -x c 2 . 代人 x ③式， 
消去 c ,， c 2 得 

x 2 y =2(21 n x + \)y —2 x\n x • 〆 + ( -2 y + xy ')(2 ln x +3) = -Ay +3 xy \ 
微分方程为 //-3*/+4 y =0. 

(3) 由 y 2 = c ,* + c 2 + 2 * 2 ， 得 2 yy ' = c , + 4 x ,2 y ,2 + 2 yy " = 4 ， 知 
微分方程为 yy w + / 2 = 2 . 

3. (1) 特征方程 A 2 +l =(A + i)(A - i ) =0,有 1 对共轭复 
特征根 A = ± i ，齐次方程通解为 y = c,cos x + c 2 sin *. 用常数变易 
方法，非齐次线性方程的特解 y ( x ) = c , (*)cos x + c 2 («)sin x 满足 
条件 

cos x m c \( x ) ^ sin x • c ^ ix ) = 0 ， 

- sin x • c [{ x ) cos x • c f 2 ( x ) = - 7 ^ — . 

sm x 

由此可解得 c \( x )， c ’ 2 ( x ) ，积分后得特解. 

(2) 特征方程 A 2 +2 A +1 =(A +1 ) J =0 有 2 重特征根 A = 
- 1 . 齐次方程通解为 ; K = ( c , + xc 2 ) e ~ x . 用常数变易法，设非齐次 
方程的特解为 yU ) =|>, u ) +* c 2 (*)] e d ， 它满足条件 

c \ (*) + xc \( x ) =0, 

-cj (*) + ( 1 — x ) c ' 2 { x ) =3 >/x + 1. 

解得 c ；(») 后积分得特解. 

(3) 方程为欧拉方程，设 *= e，，f = ln *,^ = e ^,0 = 
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«- 2, (§-普)，方程可化为会-2釜 +7 = 8#，其特征方程人 2 - 

2 A + 1 = (A -1 ) 2 =0 有 2 重特征根 A =1. 齐次方程的通解为 y = 
( c t +纪 2 )6'.新方程右端属于 I 型&=0，/«=0，可设其特解为歹= 
/ ie ' 求得特解后组成方程的通解 yO ， C | ， c 2 ) .原方程的通解为 y = 
y(ln x , c l ， c 2 ). 

亦可直接设 y =/， 齐次方程可化为尺(尺 -1) -尺+ 1 =0有2 
重根尺=1.齐次方程的通解为 y = ( C| + c 2 \ nx ) x . 用待定系数法设 
非齐次线性方程有特解 y = 

(4) 方程化为 x 2 y n -2 y =6 $时为欧拉方程，设* = e',t = 

In *. 方程可化为祭 -2 y = 6 fe _, . 特征方程 A 2 - A -2 = (A + 

l )( A -2) =0有2个单根 A = -1，2，齐次方程的通解为7 = ^_‘ 
+ c 2 e 2 '. 其非齐次项 6 fe _ ‘对 A = -1 属于 I 型 A = l，m = l •有形如 
+ 的特解. 

亦可直接设 y =* '齐次 方程可化为尺(尺-1) -2 =(尺+ 1) . 
(尺-2) =0有2个单根尺=-1，2，齐次方程的通解为7= < ^- 1 + 
c 2 « 2 •可用常数变易方法求非齐次线性方程的特解 y ( x ) = 
C t ( x ) x ' 1 + c 2 ( x ) x 2 . 

(5) 令 2*+3= f ，2 d * = dt , y ' = # = 2 学 ，广 == 8 , 方 

dx dr 

程化为欧拉方程 4 f 3 & +3 f $ -3 y =0 .设 y =/, 方程可化为 

4 K ( K -\)( K -2) +3 K -3 =( 尺 -1)(4 尺 2 - SK +3) 

= (, K - l )(2 K - l )(2 K -3) =0. 

有根 K = 1 ，+， { 求得通解 y = c,t + c 2 i ^ + c 3 t ^. 

4. (1) 特征方程 
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A 4 +4 =( A 2 -2 i )( A 2 +2 i ) 

=(A + V 5 Yh(A -^ i+)(A + V^「+)U - V 5 T +) =0 
有 2 对共扼复根 A = ±^"| cos ± isin yj = ± (1 ± i ). 通解形式 
为 

y = e *( c,cos x ± c 2 sin x ) + e "*( c 3 cos x ± c 4 sin x ). 

(2) 特征方程 A 5 +8 A 3 +16 A = A ( A 2 +4) 2 = A(A +2 i) 2 (A - 
2 i ) 2 =0 有单根 0 和 2 重共轭复根 A = ±2 i . 通解有形式 y = c + ( Cl 
+ c 2 x ) cos 2 x + ( c 3 + c 4 x ) sin 2 x . 

(3) 特征方程 A 2 +2 A -3 = ( A - l )( A +3) =0 有特征根入= 
1， -3 .非齐次项 * 2 e * X 牙 A =1属于 I 型 * = l ， m =2, 特解应为歹= 
x ( B 0 x 2 + B,x + B 2 ) e x . 

(4) 特征方程 A 2 -5 A = A(A -5) =0有特征根 A =0,5. 非齐 
次项3* 2 +sin 5* 中3* 2 项对 A =0属于 I 型 A = l ， m =2. 特解应为 
y , = x ( B 0 x 2 + B ,* + fl 2 ) ;非齐次项中 sin 5 * 属于 II 型 fc =0 ,m =0, 
特解应为 h = C,cos 5* + C 2 sin 5*. 

(5) 特征方程 A 3 + A = A(A + i)(A - i ) =0 有单根 0 和 1 重 
共辄复根 A = ± i . 非齐次项 sin * +*cos *对入= ± i 属于11型灸= 

1 ,m = 1，特解应为 y = x [( B t x + B 3 )cos x + ( B 2 x + B 4 )ain x ]. 

(6) 特征方程 A 2 - 9 = (A - 3) (A + 3) =0 有特征根 A = 3, 
-3. 非齐次项中对人 =-3 属于 I 型 A = l ， m =2, 特解应为 
y , = x ( B 0 x 2 + B , x + B 2 ) e - 3 \ 非齐次项 e ^sin 3* 属于 II 型 * =0, 
m =0，特解为歹 2 = e ' 3 *( C,cos 3 x + C 2 sin 3*). 

5. (1) 二阶缺 h 可降阶，令2=，，/=盎=老.砮岩，方 

程化为 yz ^= z 2 - l . 可分离变量解之. 

(2) 方程缺 y , 可降阶•令 z = /， 方程化为2= 〆 - 〆 2 .为克莱 
罗方程（见[书§3.4•2])•有通解 z = c *- c 2 • 
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(3) 方程缺 *， y , 可降阶.先令 z = /,方程化为 zz n = z ' 2 + z 2 z \ 

再令 Z f - s ( z ) ^ = S ’ S , 方程再变为 2 SS ’ = S 2 + Z 2 S , 有 

d * az d * 

s =0 及， =—+ z . 后式为 V =# 的非齐次线性方程，可对其求解. 
z az 

(4) 方程对 y , 〆 是齐次的，令 y ' = yz y y n -yz + 〆 ，方程可化 
为 - (» 2 + l ) y 2 z / = xy 1 z . 有（* 2 + 1 )/ = -* z ， 可直接积分. 

(5) 方程对 y ，/ 是齐次的.令 /= yz ，/ = yz 2 + 〆 ，方程可化 
为 

x 2 y(yz + yz ') = (y - xyz ) 2 , x 2 z 2 + *V = 1 - 2 xz + x 2 z 2 , 

, 2 1 
z = - z 

X X 

是非齐次线性方程. 

6. (1) 特解为 y = *. 

(2) 特解为 y = 

(3) 特解为 y = e _' 

(4) 特解为 y = e ' 

7. (1) 方程为二阶齐次线性方程 y ”+ i /-4 r =0. pU ) = 

X X 

— , q ( x ) = -4, 因邛 （*) = 3 , x 2 q ( x ) = -3 可展成*的幂级数，根 

X X 

0D 

据[书 §4.3.2 -定理 11], 方程有形如 y = I \ /“的 级数解•代 

“0 

At# ^(i8-l)6 0 +3/36 0 -36 0 =0,/3 2 +2/3-3 = (^-1)()8 +3) =0, 
即可取 j 8 = -3 的级数解 y = a ^ 3 x ' 3 + a , 2 x ' 2 + a .,*' 1 + a 0 + a { x 


(2) 方程化为二阶齐次线性方程⑷ 
==$■，因 叩 (*) = - (x + 4 ) , x 2 q ( x ) =4 可展成 * 
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的幂级数，根据[书 §4.3.2 -定理 11]， 方程有形如 y = 2 

kmO 

的级数解.代人得 J 3( J 3 - 1)6。 -4/3 b 0 +46。=0,/3 2 - 5/3 + 4 = 
(/3 -1)()8-4) =0. 即可取/3 = 1 的级数解 y = a| * + a 2 * 2 + fl ,^ 3 + 

a 4 x 4 + •••• 

(3) 引人新变量*=2*，$=2$，$=4$，方程化为 

令士卜 ㈩ 2 卜°， 

是贝塞尔方程. 

*(4)引人新变量 f =* 2 ，u 可将方程化为贝塞尔方程. 

见[ §4.3.2-(7)] •具体求解见 [§4.4.2-6(4)]. 

8. (1) 方程经拉普拉斯变换后变为 

s 2 X ( s ) -2 sX ( s ) + X ( s ) = j t X ( s ) 、 2 (乂 1)2 , 

化为分部分式后再经拉普拉斯反变换求解. 

(2) 方程经拉普拉斯变换后变为 

s 2 X ( s ) - s -2 a [ sX ( s ) -1] +( a 2 + b 2 ) X ( s ) =0, 

[ s 2 -2 as + ( a 2 +6 2 )] AT ( s ) =5 -2 a , 

有解 X ( S ) =- 5 ~ 2 2 a . . 再经拉普拉斯反变换求解. 

(s - a ) + b 

(3) 方程经拉普拉斯变换后变为 

5 2 ^(i) -2s-sX(s) +2 =~^- ， s(s -1) 則 = -2 +25 +-^~, 
s +1 s +1 

x(s) = "5(5-1) + r^r + ,( S -i) 2 ( S 2 + i)- 
化为分部分式后经拉普拉斯反变换求解. 

(4) 方程经拉普拉斯变换后变为 

s 3 A ：(5) + 3 s 2 X ( s ) + 3 sX ( s ) ^ X ( s ) it X ( s ) ” 6 ,.. 

(5 + 1) 0 + 1) 
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再经拉普拉斯反变换求解. 


§4.4.2 补充习题解答 


1. (1) 特征方程 >^+1=( 久 +1)( 久 -1)=0 有 1 对共轭特征 
值 A = ± i. 齐次方程有基本解乃 = cos *,y 2 = sin * ，通解为 y = 
c,cos x + c 2 sin x. 

解 1 用常数变易方法，非齐次线性方程的特解 y(x ) = 
c, (*)cos * +c 2 («)sin x 满足条件 

cos x • c[(x) + sin x • c' 2 {x) =0, ① 

-sin * • cj (*) + cos * • c'Ax )= —-— . ② 

sin x 

由此 

(D x cos * - (D x sin x ： c\ (x) = - 1 , 

(I) x sin * + (^) x cos xic' 2 {x) = -f 8 X . 

sin x 

积分得 c, (*) = - x , c 2 ( x ) = In I sin * |. 特解为 y ( x ) = - *cos x + 
sin *ln I sin a; I . 方程的通解为 y = ( c , -*)cos a: + ( c 2 + In | sin a: | ) • 
sin x. 


解 2 直接用二阶方程的常数变易公式见[书 §5.2.2 - 
(5.31)]) 求特解 


. r y 2 (x)y,(s) -y,(x)y 2 (s) 
y Jo y,(5)72(5) -y 2 (s)y\(s/ 5 
_ sin ^cos 5 - cos xsin s 1 ^ 
Jo cos 2 5 + sin 2 s sin s 


= f 0 


COS 5 \ , 

sin x • —； - cos x I ds 

sin s I 


=sin x • In I sin x | 一 xcos x . 
通解为 y = ( Cj - x ) cos ^ + ( c 2 + In I sin x I ) sin *• 
(2) 用常数变易法，接 [§4.4.1 -3(2)] 有 
c [(, x ) + xc ' 2 ( x ) =0, 


① 
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-c[(x) +(1 -x)c , 2 (x) =3 ② 

由此 

① x(l -*) -② x * : c ;(*) = -3x ^/x + \ , 

① + ②: c ;(*) =3 «/* + 1 • 

积分得 

c ,(«) = -2*(* + 1 ) T + 1) t » c 2 (*) =2(* + 1 ) t . 

特解为 y(*) jb + D + e-' 方程的通解为 y = ( C| +xc 2 )e- x + 

+U + l)+e-*. 

(3) 接[ §4.4.1 -3(3)]. 

解 1 设 * = e ' 后新方程特解设为 j =裊'代人得 4=2. 即特 
解 y =2 e 3 ‘. 变换后方程的通解 7 = (4 + tc 2 ) e ' +2 e ' 原方程的通 
解为 y = ( c , + c 2 ln x)x +2x 3 . 

解 2 直接设 y =/， 特解设为7=如 3 ,代人得 4=2. 即通解 
为 7 = (A + c 2 ln *)* +2x 3 . 

⑷接 [§4.4.1 -3(4)]. 

解1设* = e ‘后新方程特解应为 j = + B ,) e ' 由 〆 = 

[ B 0 ( - t 2 + 2 t ) + B ,( -t + l )] e - , , y w =[« o (< 2 -4 l +2) + B ,( t - 
2)] e _'， 代人方程可求得 - 6 tB 0 + 2 B 0 - 3 B , = 6 t , B 0 = - 1 , B ,= 

■.即特解为 歹 =- i 卜有通解 y = + c 2 eh - 

+-|~ Je ". 原方程通解为 y = c ,*" 1 + c 2 x 2 -x' l \n 2 x - -yx " 1 In * , 
其中 c ,， c 2 为任意常数. 

解 2 直接设，用常数变易方法求非齐次线性方程的特 
解，设 y(«) = C, (*)*' 1 +c 2 (*)x 2 . 有 C ； (*)*"' +c r 2 (x)x 2 =0, 

-c[(x) +2c r 2 (x)x 3 =6—. 可解得 3 c ;(*) = -6—,3c' 2 (x)x 3 = 

X X 
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6 积分得 c ,(») = c , - \ nx , c 2 ( x ) = c 2 ^ 3 ^. 方程有 

x 9 x j x 

f^y = c , x ~' + c 2 x 2 - x ~' ln a x - y * ' 1 In * ，其中 c , , c 2 为任意常数 • 

(5) 接[ §4.4.1 -3(5)]，求得通解7 =屮+ 9 ++ £3 土 即原 
方程的通解为 

y = c { (2 x ^-3) + c 2 (2x + 3 ) t -¥ c 3 (2x + 3) t , 

其中 q , c 2 , c 3 为任意常数 • 

2. (1) 见[ §4.4.1 -4(1)], 通解为 

y = e *( c,cos x ± c 2 sin x ) + e ~*( c 3 cos x ± c 4 sin x ) 9 
其中 Cl ， C 2 ， C3 ， C 4 为任意常数. 

( 2 ) 见[§4.4.1-4(2)]，通解为7 = 0 + (<? | +<? 2 *)£：08 2 * + 
( c 3 + c 4 *)sin 2 * ，其中 c ， c ,， c 2 ， c 3 ， c 4 为任意常数. 

(3) 接 [§4.4.1 -4(3)]， 特解有形式 + B lX + 

B 2 ) e \ 于是 

y n +2 y ' -3 y = B 0 (\2 x 2 +6 x)e + B t (Sx +2 )e +4 B 2 e = x 2 e x . 
12 B 0 = 1 ,6 B 0 + 8B , =0,2 B , +4 fl 2 =0. 

B ° = h' B ' = -h^ = h- 

方程的通解为 y = c , e * + c 2 e -3 * + x | - + —卜 *， 其中 c i » c 2 

为任意常数. 

(4) 接[ §4.4.1 -4(4)], 对应非齐次项中 3 /的特解有形 
式 = x ( B 0 x 2 + B t x + fl 2 ) .由 

y \ -5 y ’，= - l 5 B 0 x 2 + ( 6B 0 - lOB l ) x +2 B l -5 B 2 =3 x 2 , 

Bo = -y.fi, = - 

有特解 y . = -*( y ^ + ^ + if 5)- 
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对应非齐次项中 sin 的特解有形式 y 2 = C,cos 5* + 
C 2 sin 5 *. 由 

Y 2 -5y 2 =25( -C, -C 2 )cos 5* +25( -C 2 +C, )sin 5* = sin 5*, 
c, +c 2 =0,25( -C 2 +C,) =1,C, =^,C 2 = 


得特解 h = ^cos 5* -而 sin 5*. 

方程的通解为 y = c , + c 2 e Sx - *(+* 2 + ^ x + + ^ cos 5x ~ 

j^sin 5* ，其中 Cl ， c 2 为任意常数. 

(5) 接[ §4.4.1 -4(5)]， 特解有形式 

y - x [ ( B { x + fl 3 ) cos x + (B 2 x + fl 4 ) sin x ] . 

于是 

歹州 + y ’ = (6 fl 2 -2 B 3 -4 fi,^)cos ^ + ( — 6 fl , - 2 B A —4 B 2 x)sin x 
= sin x + xcos x 9 

B 2 = B 3 = 0 , 5 , = _ =+• 

特解为 j = -|-sin x - ^Vcos *. 方程的通解为 


7 = c , 


c 2 -- 


/ 1 \ 

x cos x -f c, + —x sin . 

I 4 J 


其中 c,, C2 ,c 3 为任意常数 • 

(6) 接 [§4.4.1 -4(6)] ， 对应非齐次项 e' 3 V 的特解形式 
应为歹 I =x(B 0 x 2 +B t x +B 2 )e _3 ' 由 

y\ -9y, =[ -18B 0 * 2 +x(6B 0 -12B,) +2B, -6fi 2 ]e -3 * =* 2 e" 3 *, 


-18B 0 = 1 ,6B 0 -12B, =0,2B, -6B 2 =0, 




= ~36^ 2= ~l08* 


有特解 t = -*|^ 2 + 



- 3* 
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对应非齐次项 e- 3l sin 3x 的特解形式为穴 =e- 3 *(C,cos 3x + 
C 2 sin 3 *)，由 

y " 7 ~ - e 3 *[ ( -9C, -18C 2 )cos 3* + ( 18C, -9C 2 )sin 3*] 

=e ' 3 *sin 3x, 

-9C, -18C 2 =0,18C, -9C 2 =1, 


有特解歹 2 = e" 3 *|^cos 3x -^sin 3 文 ). 

方程的通解为 

y =C,e " + ( C2 -去 * 3 ~ h 2 -^8* + ^ C08 3 * -去- 3 十' 

其中 c, ， c 2 为任意常数 . 


3 •⑴接 [ §4.4.1-5(1)]. 令：=/,方程化为 y Z # + l = 

ay 

Z 2 . 当 z 2 # 1 时有 一 J^D = f ，积分得 - 1 = ± c y 即 y ， = z = 

± ^1 ± cy 2 ,Ax = ±— :，有解 * = ±丄 111 I cy + yi + c 2 y 2 | 
V 1 ± c y c 

+ c i 及 * = ± yarcsin ( cy ) + c , ( | cy | 矣 1 ). 当 z 2 = 1 时有/ = 

±1 ，解为 y = ± x + c 2 . 解中 c ， c ,， c 2 为任意常数 ■ 

⑺接[ §4.4.1 -5(2)] •令2= 〆 ，方程化为2 = 從，_/有 

mmzr ^ c . x - c ],^^ x - 2 c t =0组成的奇解 2 =誓，即有解 y ，= 

c ,* - c 〖及 〆 =^~，积分得 y = y * 2 - c > + c 2 及 y = & + c . 原方程 

有通解 y = f * 2 + c 2 ,y + c , 其中 c ， c ,， c 2 为任意常数. 

(3) 接[ §4.4.1 -5(3)] •先令 z =/， 再令/ = s ，方程变为 
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ZSS 1 = 5 2 + Z 2 S. 解出 S = 0 及 〆 = ++2 ： . 后式为 〆 =^ 的非齐次 

线性方程，有解 S = ^jz' l zdz + c, J = z(z + c,) • 即 〆 =Z (2 + 

C, ) ,dx = —( ---- )dz, —-— = c 2 e e, *. 于是 2 = t| ， ，从 

c x \ Z 2 •¥ / Z -¥ c t 1— c 2 e 1 

C|S 

而得 / =Z = ^ 2e -- ,e y (l -c 2 e Cl> ) = c 3 . 方程有通积分 ¥(1 - 
1 一 c 2 e 1 

c 2 e' x ) = c 3 ，其中 C ,,c 2 ， C3 为任意常数 • 

(4) 接 [ §4. 4. 1 -5(4)]. 令 /=;^ ，方程可化为 ^ = 

Z 


-•7^7,积分得尸（* 2 +1) ，即/ = y • ，再积分得 

* +1 y?n 

In |y I +c = c , ln (* + yV + l ) ,y = c 2 ( x + -/ x i + 1 )*'• 方程有解 y = 
c 2 (* + /?^1广，其中为任意常数 ■ 

(5) 接[ §4.4.1 -5(5)].令/=;^，方程可化为/= ~—z + 

X 

是非齐次线性方程，有解 

X 


=e K 


-ef^dx 


= x~ l {x + c ,) 


于是 


y ' =yz = yx ~ 2 (x + c t ) ，— = (— + - d * ，y = c 2 xe . 

y \ x x j 

方程有解 y = c 2 * e i ， 其中 c ,， c 2 为任意常数. 

4. (1) 方程缺*，令 p =/，/ =p 方程变为 p # = 

ay dy 

■.可解得 



dp ady 


yr^7 


vy 


,ln i- + ^ ( 士 ）+1 =-^-(ln y+ ln c), 


7 + V ( l ) +1=(cr) " 


由初值条件有…。时 y ”。， + = 0 ’ 求得。=士.解为+ 


vd ) +1= (亡)'为简化上式，利用[士 + V (+) +, 1 [ -7 
+ V (}) 2+ l l =i 得 _ W(+)、 l = 与解式相 

当 a _ t ； 时方程可积分并利用初值条件得 

v y 0 / y 、+ v ro 1 y \ . y<> av 

* 2(v + a) l y 0 ) 2(v-a) l y 0 ) v 2 - a 2 ' 

若 a > r ，; K *) 无法为零，即无法 追上； g a < t ;, 当； K 0) =0 即 *,= 

y 0 v 


X 0 +-^7 时追上，追逐时间为 T = X -^ - 

v 鱗 a a 


v 2 — a 2 


当 a = «时方程化为 d * = 有解 * = * 0 + 

2 \y 0 y) 

+ (. yU ) 亦无法为零，即无法追上. 

(2 ) 方程缺 *, y , 令 p = 〆 ，/= 〆 ，<* = 2•，方程变为 〆 = 

0) 

—yi + p 2 • 可解得 一 ^如 * =丄如，积分得 are h p =五 + C , ，即 p = 

a y /1 + p 2 ° ° 

y’ = sh ( 子 + c, ) ，再积分得 y = a • ch | + c, J + c 2 .利用初值条 

c, =0,c 2 =6-a. ^j^；y = 6+ a|ch-^--l j. 女卩 & b = a = —, 
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则解变 为7 = « • ch |= K e + +e ^) .悬链线长为 
s(x) = J* yi +y ,2 d* = J* + sh 2 含 da 


即 s(x) =—sh 专. 

0) n 

5. (1) ( a ) 对 y 的齐次方程，令 ; K = e \ 有 
/=eV ,y n = e(z n +z ,2 ) t y m =e(z m + 3z7 +， 3 ) ，…. 
代人方程得 

FU ， y ， y ’， y ”，...）= F ( a ;, e , , e , 2 , , e , ( z ,r + z ’ 2 )，".） 

= e " n *， i ，"+， 2 ，“.） =0， 

即方程变为 F ( x ， l ， f +，，•••）=0. 

( b ) 对 * 的齐次方程，令 * = e ‘，由 d * = e ‘ df , 有 

，，一叫登-贫卜 its 


=叫祭-冷 + 2 勃，".. 


代人方程得 

F(x,y,y' ,y n ,f 


w ( i，L 各祭 -3 祭十。. 

即方程 变为外冷 +2 fH ♦成为 

缺自变量 t 的方程，可令视 y 为自变量， 2 为因变量而降阶 
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(见[书 §4.3.1-(2)]). 

( c ) 对的齐次方程，令 a : = e、y = e m 乂有 


，+玆 - 


jdz 

dt 


me z = e 


_ -1 ) < / dz 

u 


/= ^ = s = e < m ' 2 ), [^ +( 2 m - 1 ) f +m(m - 1)z ]'- 


代入方程得 
F { x , y , y ' , y " 


= F(e‘,e",2 ， e( m-l> •( 去 +m2 ) ， 

e< " 2>， i dit^ + ( 2 m-l)^ + m(m-l)zj,*-j 

= e " F ( 1 » z »^7 + + (2 m - 1) 去 + m(m - 1 ) z ，..-) =0. 

即方程变为 F ( l ， z ，^ + + ( 2 m -1) 舍 + m ( m - l ) z ， …) = 

0,成为缺自变量 < 的 方程. 可令去 = u ，视 z 为自变量，《为因变量 


而降阶（见[书 §4.3.1 -(2)]). 

(2) ( a ) 方程对 y ，* 均 齐次. 

解1方程对 y 齐次，可令 y = 〆 ，方程变为 

x ( z " + z ' 2 ) - xz ' 2 —3 z ' — 0 , xz " — 3 z ' = 0. 

再令 〆 =“，有 * u ' =3 u , 积分得 u = cx \ 于是，再积分得 Z = 
c〆 + d 2 . 得解 y = e e, * 4+h = c 2 e e | *\ 其中 c , , c 2 为任意常数 • 

解 2 方程对 * 齐次，可令* = e ‘ ，方程变为 

槽 - I ) 省 - +，冷-⑵、冬& 


再^崦，發4=^=4上面方程再变为” 


dz 

dy 


- z 2 - 
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4 yz =0, 即 z =0 及岩 = f +4. 由前式有餐 = z =0 ，y = C .后式为线 
性方程，有解 Z = y (41 n I y I + 2) ,即 g = y (41 n | y 丨 + c ) ,df = 
= f 积分得 ln 丨 in I y I + a| =4 t + \ 即 


y (41 n I y \ + c ) 41 n | y \ +6’ 
y = c 2 e ' e *'. 于是 y = c 2 e lX *. 它包含前面求出的解 y = c . 因此解为 
y = c 2 e e | * 4 , 其中 c , , c 2 为任意常数. 

( b ) 方程为广义齐次，对 x , y 2 齐次，即 m =^-. x = e ' ,y = 


有 

4 z 3 &-T z ) =l - z4 ^^ =1 - 
将 z 视为自变 量，< 视为因变量，有(士)去 

=-洁方程变为-究=!，吾今= 0 ,积分得 2 士 

h 即于是 

vV -1 

ck ± 2 z t 2 /— 2— r 

—= a =― ，史 + In = ±— Jc,z -1, 

dz c . 

4 c , 2 2 = c * (t + In c 2 ) 2 +4. 

解为 4 c , y 2 = 4 c , ez 2 = 4 x + c\x ( In a : + In c 2 ) 2 , 即 4 c , y 2 = 4 x + 
*[ c , ln ( c 2 x ) ] 2 . 

( c ) 方程为广义齐次，对 *, y 齐次，即 m = 1.令 y = xz , y ' =z + 
xz ' y = 2 z ' + *'，方程化为 * 3 ( 2/ + xz H ) = * 3 z , ( W + 1 ). 即從"= 

- z '. 再令 p =/，方程进一步化为，=+ 〆 ，是伯努利方 

X 

程 ， n =2—0,1. 取变换 u = p '- = 〆 、从而化为线性方程 〆 = 
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-p— v 


L_ 1= ± 

X X 


-1， 有解“ = *(5- lnx ) = - * In ( c , x ). 即有 


z，= ，积分得 z ~" c - ln [ ln ( c ,*) ] = - ln [ c 2 ln ( c , a :)]. 最后 

得解为 

jr =xz = -* ln [ c 2 ln ( c ,*)]. 

6. ( l ) 方程为二阶齐次线性方程 / + l /-4 y =0. P U )= 

x x 

■，因 xp ( x ) = 3 , x 2 q ( x ) = -3 可展成 a ; 的幂级数，根 

^ X 


据[书§ 4 .3.2-定理11]，方程有 形如； K = Z 6 〆 “的级数解•代 

“0 

人得第一项有沒(/3-1)6。+3/36 0 -36。=0 ，〆 +2/3 -3 = (/8 - 1 ) (/S 
+ 3) =0,即可取/3= -3 的级数解 y = a _ 3 a ：- 3 + a . 2 x ~ 2 + a _ x x ' 1 + 

方程化为 *V + 3*/-3 y =0,将级数解代人，可得 
* • 

[ A(A - 1 ) a 4 + 3 ka k - 3 a k ] x k = V ( A 2 + 2 A -3) a k x k = 0. 

*=-3 4*7^3 

由 A 2 +2 A -3 = (A — l )( A +3) 知，当* #1,-3 时要求〜 =0, 而 

A : = l , - 3 时〜可取任意值，于是级数解为 y =# + ¥, 其中 

x 

为任意 常数. 

(2) 方程化为二阶齐次线性方程 y 〃- d /+4； K =0. pU ) 

x X 

= 一^ ^，9(«) =4 ■- s x p ( x ) = - +4) f x 2 q ( x ) =4 胃戈 

x x 


的幂级数，根据[书 §4.3.2 -定理 11]， 方程有形如 y = I ； b〆 “ 

的级数解.代人得第一项有 )8(/3 -1)6。-4/36。+46。=0, -5/3+4 
= ( j 8- l )0-4) =0. 即可取 芦=1 的级数解 y = a x x + a 2 x 2 + a 3 x 3 
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+ a 4 * 4 +-. 将级数解代入方程，可得 

[ [k(k - \)a k - (k - l)a k _ l -4ka k +4a i ]x k 

“I 

=X [(^ 2 -5A+4)a 4 - (k - \ )a k _ x ]x k =0. 

“i 

由 V -54+4 =(友-1)(*-4)知，当*_1，4时要求《 4 =^4^.,, 

而 A = l ，4 时要求=0,于是级数解的各项系数取值为， 
由 A =4 知 a 3 =0, 进而〜二〜=0.从& =5开始，当 a 4 取任意值 a 


时， a s = a 4 = a , a 6 


2 , 


a 7 =: 


曹， 


… .«* = 


U-4)!’ 


•，得级数解 


y = ax 


X 2 X J x' \ 4 x 

Y + 3 j + '" + ki + " r axe f 


其中 a 为任意常数. 

( 3 ) 引人新变量务 2 餐卷 = 4 $，方程化为 

冷 4 +[ M +) V 。， 

是•阶贝塞尔方程，有通解7=^+(0 + c 2 J .|(0- 故原方程的 
通解为 y =0+(2*) + c 2 J _|(2*). 

•⑷引人新变 U 务+4/祭，方程 
化为 

令钱 + ( ,、 1)y=0 . 


再引人新变量《 有 y = t T u, 

dr 3 _ i - i-du d 2 y 
dt = T l U ^ 1 " 


Ldu 


_ — j - 二 uc* —- Cl 11 

16* Au + Y l Tt +t4 ^' 


方程进一步化为 
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J . t 

4 - T ^ 

除以得 

.2 d 2 U 
* d ?- 




是 ±*1 ■阶贝塞尔方程.通解为 u = c , J ^(0 + c 2 J -+(*), 由 t = x \ 
y = t*u = u , ^ 

y = x T [ c , J *.(* 2 ) + c 2 J _|(* 2 ) j . 

*7. (1) 变换 2 = a /，《；= 〆 ， 因 
dw dw dx / c dy e - i \ 1 x c ' b *'dy . cyx c ~ h 

Tz ^ Tx ~ az = \ x Tx +cyx )^7 TT = "^ r ^ + ~^ r > 

d 2 w _ d * d / du ; \ 
dz 2 dz d * V dz / 

1 tx c ~ b *' d 2 y ( ( 2 c-b + \) x e - b dy { c { c - b ) yx c - h '' 1 
abx b ~' l - d « 2 + ab dx ab \ 

x e - u * 2 d 2 y (2 c -6 + l)* e ' 2t + , dy c ( c -6) 〆 -26 

= ~ 7 ^~ d ^ + TV 2 石 + 7 b 2 * 

于是贝塞尔方程 Z 2 穿 +z 笔 + ( z 2 - p 2 ) w =0 变为 

爷登 竽小 w ]々。. 

化简得 

x + ( 2 c + l ) x ^~ + [ a 2 b 2 x 2i + ( c 2 - p 2 b 2 ) ]y =0. 

这便是变换后的新贝塞尔方程.原贝塞尔方程的通解为《；= 
c , J p ( z ) + C 2 Y p ( z ) (见 [§4. 3. 2 -(7)]). 新贝塞尔方程的通解可 
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表为 y=* _e [c,J p U* 4 ) +c 2 Y p (ax i )]. 当 p 不是整数时可表为 
y =x' c [c y ] p ( < ax > ') +c 2 J. p (o* 6 )]. 


( 2 ) 对变换心 4 盖，有' 


dy _ 1 d 2 u 
u dx 2 


(du 
r ( d ^ 


里卡蒂方程 g 吻 w 变为士 砮-忐 ( I ): 


) .可将特殊 

(士尝广 


= Cx" 


d 2 u 


i d 2 u 


-BCx m u=0 . 对新方程 g -flC^u =0 , 可设 m# -2, 


因当 = -2 时令 y =f ，则 _ 里卡 蒂方随 接变为 + 
Bi^\ =Cx~\x^^{Bv 2 -v) =C 属分离变量型方程 • 当 m# 



H 2 V 1 I -2p I 1 

方程化为 + ~^x f y=0 . 于是有通解 y = x T [ c,J F (x^) + 


c 2 Y p (x^) ] . 当 p 不是整数时可表为 

y=x^[c,J p (x^) +c 2 J. p (*5)]. 

(3) 参看 [§2.3.1-16(3 ) 及 §2.4.2-16(3)]. 
8. (1 ) 方程经拉普拉斯变换后变为 


的 ）一 2 則 + 的 ）= 7, 則 =777317. 


化为分部分式 
X ( s ) = 


±+ A + _^ + _ i _ 

5 5 2 S-l + (s-l) 2 


s 2 (s-l) 2 
_ (fl5 -f-6)(s 2 -25 -fl) s 2 (cs - c + d) 
s 2 (s - l) 2 ’ 

应满足 （ as+ 6)( s 2 -2s+ 1) +5 2 (cs-c+d) =1 ，即 

6 = 1 ,a -2b =0,6 - 2a _c + d =0 9 a + c =0, 
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解得 b = \ ,a = 2 ,c = - 2 ，d = l •于是 AT ( j )=. 


2 

’ 7^1 


再经拉普拉斯反变换求得解为 

(*-i) 

x ( t ) = 2 + 1 — 2 e * + te 1 . 

(2) 方程经拉普拉斯变换后变为 

s 2 X ( s ) -5 -2 a [ sX ( s ) -1] + ( a 2 + b 2 ) X ( s ) =0, 
[ s 2 — 2 as + ( a 2 +6 2 )] i ¥( s ) = 5 — 2 a . 


有解 


5 - 2 a _ 5 - a 

(s-a) 2 +6 2 (5-a) 2 +6 2 



拉普拉斯反变换求得解为 


b 

(s-a) 2 +6 2 


再经 


x ( t ) = e a, cos bt -夺 e at sin bt . 

b 

(3) 方程经拉普拉斯变换后变为 

s 2 X ( s ) —2 s — aAT ( S ) +2 =- j — — ， S (5 — 1 )^(5) = —2 +25 +- r — — , 
5+1 S + 1 

m - 2 2 2 

s(s - 1) 5-1 s ( s ~ l )( s 2 +1) 

再化为分部分式 

2 2 2 a b cs d 

Us) = ~7(rT) + 「T W (s 2 +1) = T +口 + 77I + JTi 

_ fl ( 5 3 — 5 2 + S -1) -f 6( 5 3 + S ) + C (? - 5 2 ) 4- d ( S 2 - s ) 

s ( s -1)( s 2 +1) ’ 

应满足 a(s 3 -s 2 +5-1) + b(s 3 +s) + c(s 3 -5 2 ) +d(s 2 - 5 ) = -2s 2 
-2+2(5 3 + 5 ) +2,即 

a + 6+ c = 2, - a - c + d = -2, a +6- rf =2, - a = 0, 

解得 a =0,6 = 1 ,c = 1 = -1 •于是 AT ( s ) -^ Vl ， 

再经拉普拉斯反变换求得解为 

x ( t ) = e * + cos t - sin t 
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(4) 方程经拉普拉斯变换后变为 


s 3 X(s) +3 s 2 X(s) +3sX(s) +X(.s )= 


3 ! 


(* + l 广 


X(s )=- 


6 


6 ! 


(* + D 7 '5! 
再经拉普拉斯反变换求得解为 


_ 1 ) 6 “. 


t(0 =: 


§4.4.3 习题 4.1 及其解答 

1 . 设 *(«) 和 y (0 是区间 a 矣 * 矣6上的连续函数，证明 ：如果 

在区间矣6上有常数或常数，则*(0 和 y («) 在 
r(0 x(t) 

区间上线性 无关. （提 示：用 反证法 •） 

证反证法•假设在区间 a 矣*矣6上有^常数，而 *(«) 和 

r(0 

y ( t ) 在区间上线性相关.即存在不全为零的常数使 
得 

cx(t) +dy(t) =0,te [a,6]. 

显然，因 y(0 #0 故 c #0( 否则有 d =0,与 c ， d 不全为零矛盾），即 
有-为常数，与假设矛盾•故*(0 和 〆0 在区间 a 彡 t《b 
上线性无关 • 

同样可证，如果在区间 a 《矣6上有^常数，则 *0) 和 

y (0 在区间 a ^ t ^ b 上线性无关. 

2 . 证明非齐次线性微分方程的叠加原 理：设 &(«),* 2 (0分 
别是非齐次线性微分方程 
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d n x ( 、 d * _1 戈 

dr +a ' (t) ^ 

d n x , v d"~*x 

的解，则 *,(0 + h ( t ) 是方程 

d H x . . d"" 1 * 

-—■ + a . (0 - r + • 

dt n _ ， At n ~' 


卜… + a „( t)x =/,(*)， 

I ■… + a n ( t)x = f 2 ( t ) 

+ a a ( t)x =乂 ⑴ +/ 2 (0 


的解. 


证因 

d " M 0 

df 

d H x 2 ( t ) 


,(0 


d-、（Q 

d 广 1 ~ 

d -'* 2 (0 


d 


有 


dr 

d "[ M0 +*2(0 ] 

d ? 

«»(0[* i (0 +* 2 (0] 

d\(0 , d-'^CO 

' a ,(0 


+ a , ⑴- 


+ a .( 0*,(0 =/,(0 , 

+ a “0* 2 (0 =/ 2 (0- 

'[* i (0 +* 2 (*)] 


dt " 

d \( t ) 


,(0 


dt "-' 

d a -' x 2 ( t ) 


dt "-' 

■ a n ( l ) x ,( t ) 

o „( t ) x 2 ( t ) 


dt" 一 1 … dr 

=/.(0 +A(0, 

即 ^,(0 +* 2 ( t ) 是方程 

( J ” _ 麗 

^r + a i(0^rrr + - +o.(0* =/,(«) +/ 2 (0 

的解. 

3. 已知齐次线性微分方程的基本解组 jc,, * 2 ，求下列方程对 
应的非齐次线性微分方程的 通解： 

( 1 ) x n -x - cos t 9 x x = e * 9 x 2 = e 
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解 1 齐次线性微分方程的通解为 *= c , e * + c 2 e -'. 用常数变 
易法，设非齐次线性微分方程的通解为* = c ,( t ) e ‘ + c 2 ( t ) e ' 微 
分可得 

x ' = c l ( t)e - c 2 ( t ) e ~' + c :( Oe ’ + c ;( f ) e -‘. 

令 c ；( x ) e * + c , 2 ( t ) e " =0,则有/ = c ,( Oe ' - c 2 ( t ) e -'. 再微分之 
x " = c x { t)e + c 2 ( t ) e '' + c ;( t ) e ’ - c ' 2 ( t ) e ~'. 

将 *，* "代人非齐次方程可得 

c \( t)e - c ;( t ) e _, = cos t . 

与前面所设联立得 

fcl («) e ' + c “0 e -1 =0， 

[cj ( t ) e ' - Cj ( t ) e = cos t , 

可得 

c \ ( t ) =-^- e"*cos t.CjCO = --^- e'cos t . 


由公式[附录 II §3.3-6(54)] 得 


c , (*) =-^- e _, (sin 


t - cos t ) + y , , c 2 ( t ) = — e'(sin t +cos t ) + y 2 . 


即非齐次线性微分方程的通解为 

* =—( sin t - cos t ) + y , e ' sin t + cos t ) + y 2 e 


= 7ie + y 2 e - ycos t . 

解 2 S *= a COS t + 6 siiW 为非齐次线性微分方程的一个特 
解，因 


— a sin 

代入非齐次方程得 


- acos t - 6 sin t , 


x " — x - - 2 acos t — 26 sin t = cos t ,a = — — ,6 =0. 


即特解为 * = -^-cos 非齐次线性微分方程的通解为 
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提示常数变易法.解方程组 

+ c ' 2 ( t)e = 0 , 

⑴ +c ; ⑴ e‘ =t - 1, 

得 <(0 = -l,c；(0 =te — ‘，积分得 c,(0 = - 
-(t + l)e _‘+ C2 •通解为 

x = c,t + c 2 e - 1 1 - 1. 

(3 ) x " + Ax = fsin 2 t , x x = cos ,* 2 = sin 2 t . 
提示 1 常数变易法.解方程组 


C, ， c 2 ⑴= 


cos 2t sin : 

- 2sin 2cos 


2 M[ C： ]=[ 0 1, 

2t\ L Cj J [ ^sin 2t\ 


f c ii 4 

U \ = i 


1( cos 4 之一 1) 


积分得 


—^sin At 
4 


64 cos 4t+ j^ tsin 4t - y (2 + 


sin At - —^cos At + • 


64 Sm ^~I6 


通解为 


* = -y,COS 2r + y 2 sin 2t-—t 2 cos 2t + ^sin 2t. 

o 16 

提示 2 直接应用公式 [ 书 §5.2.2-(5.31)] 求特解.有 
阶⑴ =2, W { (t) = -x 2 (t) = - sin 2t 9 W 2 ( t) -x x {t) = cos 2t. 
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(p(t) = cos 2t j cos 4s - 1) di + sin 2t J -^-sin 4sds. 

可得通解 

x = c.cos 2t + c 2 sin 2t - -^-cos 2t + -^sin 2t. 

8 16 

(4) t 2 x n -Atx f +6: =36 = t 2 9 x 2 = t 3 . 

提示常数变易法 • 令戈 =A,(0 +?c 2 (0 , 解方程组 
t 2 c\(t) +t 3 c；(0 =0, 

2t 3 c\(t) +3f‘c;(0 =36 宁， 

得 c, (*) =4/~ 3 + 12t ~*ln t + y, ,c 2 (i) = - —*" 4 - 9t~ 4 ln * + y 2 .通 

解为 

x = t 2 y x + 1 3 y 2 + • 1 +3^ -l ln t. 

(5 ) t 2 x n - tx r ^ x = 6t 34t 2 9 x t =t 9 x 2 = <ln t. 

提示常数变易法 . 令，⑴ t+c 2 (0«ln I 解方程组 
cj (0^ + Cj(0^n t = 0 ， 

c\(t)t 2 +C 2 (t)t 2 (l + In 0 =6 裏 +34〆 ， 

得 c; ⑴ =6r l +34,cf(0 = -6 r l ln l-341n t. 积分得 

c t (t) = 34^ - 34t\n t — 3\n 2 t + ,c 2 (t) = 34t + 61n t + y 2 . 

通解为 ： =y〆 + y 2 <ln t + 34l 2 + 3t\n 2 t. 

(6) t 2 x n - 3tx r + 8x = 18< 2 sin (In t) 9 x x = t 2 cos(21n t) ,x 2 = 

£ 2 sin (21 n 0. 

提示常数变易法•设 x=q(0fco S (21 n 0 +c 2 (0^sin(21n0, 
联合求解 

c\ (^)cos(21n 0 +c;(0sin(21n 衣） =0, 

- c\ ( 0 sin(21n0 -hc^ t)cos(21n t) =9f ~'sin( In t) 9 
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有解 

c[(t) = 0^in(ln t) =-^-^' , [cos(31n 0 -cos(ln 0 ], 

c[(t) =9f " l cos(21n !)sin(ln f) =-^ -1 [sin(31n 0 -sin(ln <)]• 
积分得 

3 9 

c,(t) =—sin(31n t) -y8in(ln t) +y,, 

3 9 

c 2 (t) = cos(31n t) +—cos(ln t) + y 2 . 


其通解可化为 

x = y I t 2 cos(21n t) + y 2 ^ 2 sin(21n t) +6^ 2 sin(ln 0* 

4. 已知方程有基本解组 e' ， e _‘， 试求此方程适合 


初值条件 *(0) =1,* , (0) =0 及 *(0) =0,/(0) =1 的基本解组 
( 称为标准基本解组，即有 ^(0) =0 )，并由此求出方程的适合初 
值条件 *(0) =x ot x\0) =x f 0 的解 . 


解由条件和方程 #-*=o 有通解 x(o = C|e ' +C2e '由 
X'U) = C| d- C2 e_ ' ，当方程适合初值条件 *(0) =1,* , (0) =0 时应 
有 *(0) =c, +c 2 = 1 ， *’(0) =c, -c 2 =0 .解得 c, =*|~ ， c 2 ■•方程 


的解为 *〆*) =^-e* +^-e" =ch t. 

同样，当方程适合初值条件 *(0) =0,x f (0) =1 时应有 
x(0) =c, + c 2 =0 9 x f (0) =c, 一 c 2 = 1. 

解得 C, =-^-,c 2 - - +， 方程的解为 * 2 0) =Y e， ~\ e ' =sh L 

因此，方程的标准基本解组 U,(0 ， * 2 (0 丨为 * ,(0 =ch /, 
x 2 (t) = sh t. 
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方程的通解可表示为 *(0 = c,ch f + c 2 sh t . 当方程的初值条 
件为 «(0) =x 0 ,x r (0) =Xg 时有 c, =x 0 ,c 2 =x ' 0 . 即解为 
x(t) =* 0 ch t +*osh l. 

5. 设义（ 0( 〖 =1 ， 2,— ，幻是齐次线性微分方程（ 4.2 )的任意 
n 个解，它们所构成的朗斯基行列式记为试证明 取 （0 满足 
一阶线性微分方程 

W' +a,(0 ^=0. 

因而有 

取 （0 = W(t 0 )e-f v ai(>)d \t 0f t e (a,6). 

证 微分朗斯基行列式，利用行列式微分为逐行微分之和及 
行列式有两行相同时值为零的性质得 

*i (0 * 2 (0 …*»(0 

*1(0 4(0 … <(«) 

x\ n - l) (t) 4*-” ⑴ … x ( r i) u) 

*；(0 *；(0 … <(0 

*；(0 * 5(0 … x ： ( t ) 

x t (t) x 2 (t) … x„(0 

<(0 <(0 … <(0 

* r"(o * r u ( o … 

«i(0 x 2 (t ) … *.(0 

x[(t) x' 2 (t) ... x ： (t) 

x^it) x^it) •- *^(0 



w '⑴ = 去 
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= 0 


+ 0 


*1 (0 * 2 ⑴ 
* :⑴ x ' 2 ( t ) 


* •⑴ 
<(0 


1^(0 4 ")( 0…*： -) (0 

将\0)(纟=1，2，*"，幻满足的方程（4.2)代人上面行列式的最后 
一行有 


r(0 = 


*i(0 

x[U) 

-ai(0*|"" n -〜⑴*, 

' *n(0 

• <(0 


*2 ⑴ 
x ；( t ) 

-a,(t)x2 n ' ，) - a. (0*2 


… -0,(0*!"'° - 

再将行列式的最后一行加上前面各行分别乘以 a n ( t ), a t _,( t ), 
... , a 2 ( t ) ，可得 

x t (0 X 2 ( t ) … x m ( t ) 

x i(0 ^(0 ... *:(*) 


W(t) = 


- a ,(0*|- ，, (0 - ai ( t ) x ( r l ) ( t ) ... - a , ⑴ 
* 1 (*) x 2 ( t ) … x n ( t ) 

x (( f ) x ^( t ) x ^( t ) 


=-«i(0 


此即为 


x l r l \t) wd … x ( r n (o 

W' +0,(0^=0. 


=- a ,(0^(0- 


解此一阶线性方程，有 
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妒⑴ = 识 O 0 )e 丄 … * >d V 0 ，t e (a,6). 

6. 假设 *,(0#0 是二阶齐次线性微分方程 
x" + a, (t)x' + a 2 (t)x =0 

的解，这里 a,(t),« 2 (0 于区间 [a ， 6] 上 连续 . 试证： 

(1) * 2 (0 为方程的解的充要条件是 

妒 ’[* 1 ，《 2 ] +a, (0 W[x t ,x 2 ] =0 ； 

(2) 方程的通解可表为 

* = *, [cj^exp (- J" ai ( s )ds)df + c 2 j ， 

其中 c,,c 2 为任意常数 A,te [a,6]. 

证 （ 1) 微分朗斯基行列式，有 

d *,(0 X 2 ( t ) 

…■⑴士⑴]= 〜⑴ <⑴ 

* 1(0 * 2(0 * 1(0 * 2(0 * i (0 * 2 (0 

= x\(t)x r 2 (t) x\(t) x\(t) x\{t) x\{t) 

* l (0 * 2 ⑴ 

- a ,( l ) a :[(0 - a ,( 0 * j (<) - a 2 ( 0* 2 (0 

* i (0 * 2 ⑴ 

-a,(0*!(<) -a ■⑴ *;(0 

* i (<) * 2(0 

=-a, ( 0 

x\(t) x^t) 

= - 0,(«)^[*,(0 ,x 2 (t )], 

即 

W'[x l ,x 2 ] +a,(0^[*i ,x 2 ] =0. 

反之，满足关系式 W'[x lf x 2 ] +a l (t)W[x l ,x 2 ] =0 时，由 


264 



d 

Tt 

d 


* i (0 * 2(0 

x[(t) x f 2 (t) 


• a ,(0 


* i (0 * 2 (0 

x[(t) x[(t) 


= ■^■[*1(0*2’ ⑴ -* 2 (0*|(0] +O|(0[«l(0*2 ， (0 -*2 ⑴ *1’ ⑴] 

=X,(0[<(0 +o,(0*2 ， («) +a 2 (0* 2 (0] - 
* 2 (0[<(0+a,(0<(0 +«2 ⑴* ，⑴] 

=*,(0[* w 2 (0 + a, ( 0 * 2(0 +o 2 (0* 2 (0] =0. 

因假设 *,(«) _0 有 

+a t (t)x' 2 (t) +a 2 (t)x 2 (t) =0, 

即 * 2 G) 是方程的解 . 

(2) 用常数变易法，设 *= C (0*, 为方程的解，代人方程得 

c n x x + 2c r x\ + cx f, l + o I ( c f x { + cx\ ) + a 2 cx x 
= c”x x + c f (2x[ + a x x x ) + c{x n x + a x x\ + a 2 x x ) 

= c n x x + (2x[ + a x x { ) =0. 

令 ; K =〆 ，可得 +y(2x\ +0,3；,) =0 ， 〆 =-(^ 1 +a 1 有解 

C ’= ” C ， XP [_ J: (^ i + 0 >) dl l 

=c,exp (- 21n x i ~ J a i ( ^ t j 

= ~rexp f - f a,(5)ds 1. 

L J <0 J 

再积分得 

c = J -^-expj - J a,(s)ds]df + c 2 = c,J ^ ex p[ - J a,(s)ds]tk +〜 
方程的解为 

* = X 'i C 'l 7" eXP [ ' / ajddsjdf + c 2 j ， 

其中 q ， C2 为任意常数， [a ， 6 ]. 因解有两个独立的任意常 

265 



数，故解为二阶齐次线性微分方程的通解. 

7. 试证 n 阶非齐次线性微分方程 （4. 1) 存在且最多存在 n + 1 
个线性无关解. 

证 由[书 §4.1 -定理 1] 知，非齐次方程 （4.1) 满足初值条 
件 (4.3) 的解 p ( t ) 存在且唯一.而由[书 §4. 1.2 -定理 5] 知齐次 
方程 (4.2) 存在 n 个线性无关解6(0,… ，心 （0 .根据[书 §4.1.3 
性质 1] ,< p 0 , g>i =*i (0 + < p (0 ,< p . =*„(0 + 妒 （0 是 

(4.1)的《 + 1 个解. 现用反证法证明它们线性无关，设它们线性 
相关，则存在 n + 1个不全为零的常数 C 0 , c ,, …， C „ ，使得 C 。％ + 
C ,% + … + C n < p n S 0 , gp ( c 0 + C , + … + C n )( p ( t ) + CA (0 + … + 
c ,*»(0 =° -显然 c 。+ c , + …+〜_0(否则必有 C ,, —, c , 不全为零 
而使 caG ) +…+ C n x n ( t ) sO , 与 A (*) ，…， *,( t ) 线性无关矛 
盾. ） 于是有 

<p(0 = - 一 ， ] ~~ ^0^,(0 + … +c a x n (t)]. 

Co +C, + ... +c. 

左边是方程 （4. 1) 的解，右边由[书 §4. 1.2 -定理 2] 是齐次方程 
的解，产生矛盾.这证明了方程 （4.1) 存在 /I + 1个线性无关解. 

设*,(0(*' = 1，2,… ， m ) 是非齐次微分方程 （4. 1 ) 的 m 个线性 
无关解，则-七 （0( i =2,…， m ) 是齐次微分方程 （4. 2) 的 
m -1 个线性无 关解. 由于 n 阶齐次线性微分方程 （4. 2) 存在且最 
多存在 n 个线性无关解.于是 m - 1矣 n . 故方程 （4. 1 ) 存在且最多 
存在 n + 1 个线性无关解. 

§4.4.4 习题 4.2 及其解答 

1. 证明定理8和定理 9. 

证先证定理8.将复值函数 * =z = p (0 +矽 （ f ) 代人实系数 
方程 (4.2) 中，有 
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d n z 

dr ' 


d n - 


df 


dz 

l dt 


d"a> d"" a? 

： 17 + ai ^ 


d 妒 

•■ + a - d 7 + a ^' 


. / d"i/f d n-I |/r di/r 、 

Mdr +a, d 7^ + "■ +a - , "^ + a> . 


= 0 +i • 0. 

分别对比实部和虚部，得 


^ ，学… =0 , 

d 广 1 卜 1 出 


d m (p 

― — + a. 
dt n 1 

d H d/ d H ~'ib dip n 

dt n 1 dt Hl di nV 


且对共轭复值函数 〗 = yO) - 吵 （ f ) 有 


d n (p A n (p 

— — + a. -7 1 + - 

dr ' dt n -' 

dcp 

•• + + a m (p - 

dt 

\ dt" ' dt n -' 

d 中 

in— in - 1 — 

a z a z 

dz _ n 

1 + a n . — + a_z = U + 

"''d« " 

+ a, i 

dt H ' dr-' 


0 = 0 . 

因此，复值函数解 *=z = WO + 吆（《 ) 的实部央（ 0 和虚部屮 0 )及 
共轭复值函数 5 = <P(0 - 吵 （ 0 均为实系数方程 (4. 2) 的解 . 

再证定理 9. 将复值解 x = U(t) + iV(t) 代人原方程中，有 


d n * d"' * 

dt n ' dt n -' 

d H u d"-'t/ 

: "5?" + a| " dr 71 " 


dx 

- a„ + a,x 
n -'dt " 


dU 

1 di" 


a.U- 


./d"V d m -'v dV Jr \ 

l -+ a, - p + … + a„ + a„ K 

dt n ' dt"' 1 " _l dt " i 


dt n 

= u(t) + i • v(t). 

分别对比方程两端的实部和虚部，得 
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d H U d"'t/ 
d ?" + a, d « n -' + 


dU 

l ~dt 


a n V = u ( t ), 


d n V d M ' l V 
d 7 + a, dt n ' 1 + … 


+ «» 


dV 

■d7 + a 


„V = v{t). 


定理得证. 

2. 求解下列常系数线性微分 方程： 

(1) * (4) -5 x "+4 x =0. 

解常系数线性微分方程的特征方程为 

A 4 -5 A 2 +4 = (A -1 )(A +1 )(A -2 )(A +2) =0. 

有特征根人= ±1 ,A = ±2,即4个不相等的单根，故方程的通解为 
x = c i e , ^ c 2 e + c 3 e 1 + c 4 e ~ 2 *. 

(2) x m 一 3 ax n + 3 a 2 — ax =0. 

提示 特征方程 A 3 -3 aA 2 +3 a 2 A - a 3 = (A - a ) 3 =0,3 重特 
征根 A = a . 解为 a : = ( c , + c 2 t + c 3 t 2 ) e a, . 

(3) * (3> -4 x m =0. 

提示 特征方程 A 5 -4 A J = A J ( A 2 -4) =0,特征根为 3 重特 
征根 A =0及单根 A = ±2. 解为 * = c _ + c 2 t + c 3 t 2 + c 4 e 2 * + c 3 e ~ 2 '. 

(4) x " + x r +x =0. 


提示特征方程 A 2 +A +1 =0,特征根为共轭复根 A = -y 

±^- i . 解为 x = ( c ' cos^^~t + c 2 sin ^-t j e 
(5) s w - a 2 s = t + 1. 

提示特征方程 A 2 - a 2 =(A - a)(A + a ) =0,当 0 #0特征 
根为 A = ± a . 方程右端属于 I 型 A =0 ,m = l , 特解可设为 5= c « + 
代人有 c = d = - a -2 ， 解为 《 = c〆 ’ + c 2 e -°* - a _ *(* + 1 )• 当 a =0 
时特征根为 2 重特征根 A =0,方程右端属于 I 型 fc =2 ，m = l ， 设 

特解为；=/(以 +< ^)，代人得6以+2 < ^ =卜1， (： = +, < ； = |，解为 5 = 

o 2 
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( 6 ) x m - 4 x n + 5 x ' - 2 x = 2 t + 3 . 

提 7 F 特征方程 A 3 -4 A 2 + 5 A - 2 = ( A - 2 ) ( A - l ) 2 =0 .特 
征根为单根 A =2 和 2 重根 A = 1. 方程右端属于 I 型 A =0 ，m = 1 ， 
特解可设为 i = cf + d , 代人比较得 c = - l , d = -4 .解为 *= C | e 2 * + 
( c 2 + c 3 Oe * -t - 4 . 

(7) * (4) - 2 x H ^ x = t 2 -3. 

提示特征方程 A 4 -2 A 2 + 1 =(A -1 ) 2 (A +1) 2 = 0,特征根 
为两个 2 重根 A = ±1. 方程右端属于 I 型 A =0 ，m = 2,特解可设 
为 x = ct 2 + 山 + e ， 代人比较得 - 4 c + ct 2 + dt + e = t 2 - 3 ,c = I ,d = 
0 ，e = 1. 解为 * = ( c , + c 2 t ) e ' + ( c 3 + c 4 f ) e "' + f 2 + 1. 

(8) x m - x = cos l . 

提示特征方程 A 3 -1 =(A -1)( A 2 +A +1) =0,特征根为 
A = 1 和共範复根 A = ±^ y - i . 方程右端属于 II 型 k =0 ,m =0 , 


特解可设为 x = ccos t + dsin f ， 代人比较得 c = d = 通解为 》= 


c,e‘ + I c 2 cos +c 3 sin j e _T * -+(cos f + sin 0- 
(9) + x r -2 x = 8sin 2 t . 

提示特征方程 A 2 +A-2 = (A+2)(A-1) =0, 特征根为 A 
=1 和 A = -2. 方程右端属于 II 型 k =0 ,m =0,特解可设为无 = 

acos 2 t + bsin 2 «，代人比较得 a = - y ,6 = -争 •通解为 


2 6 

- c 2 e " 1 - —cos 2 t - —sin 2 t . 


( 10 ) 

提示特征方程 A 3 -1 =(A -1)( A 2 + A +1) =0, 特征根为 



A =1 和共轭复根 A = -y ±^ i . 方程右端对 A =1 属于 I 型 A ：= 
1 ,m = 0,特解可设为 i = ate ' ，代入得 a =^~- 通解为 


x = I c , + + I c 2 cos^^ + c 3 sin je' 2 *. 

(11) s " + 2 as ' + a 2 s = e '. 

提示特征方程 A 2 +2aA +a 2 = (A +a) 2 =0, 特征根为 2 重 


根入= - a . 当 fl # -1 时方程右端属于 I 型 A =0, m =0, 特解可设 
为 S = C e % 代入比较得0 = (« + 1)'解为 

s = ( c , + c 2 t ) e ~ a， + ( a + 1 ) ~ 2 e *. 

当《 = -1 时方程右端对 A =1 属于 I 型 A =2， m =0, 可设特 


解为；= c^e* ，代人得 2ce‘ = e*，c = +， 解为 s = c, + c 2 t + -^- t 2 j e*. 


(12) x " +6 x ' +5 x = e 2 '. 

提示特征方程 A 2 +6 A +5 = ( A + l )( A +5) =0,特征根为 
A = -1， A = -5. 方程右端属于 I 型&=0，/«=0，特解可设为5 = 

ce 2 ‘， 代人得 c =士.解为 ; e ‘ + c 2 e " s, +; e 2 ‘. 


( 13 ) x " - 2 x ' +3 x = e"'cos t . 

提示特征方程 A 2 -2 A +3=0, 特征根为共轭复根 A = l ± 


■ J 2 i . 方程右端属于 n 型 A : =0 ,m =0,特解可设为元 = (ccos t +dsin t ) • 
e _, ， 代人得 c =^，d = ■•解为； 《 = ( c,cos -Jit + c 2 ain + 


—(5 cos t -4 sin 


t ) e ~\ 


(14) ^ = sin t - cos 2 t . 

提示特征方程 A 2 +1=0,特征根为 A = ± i . 对方程右端 sin f 
项属于 II 型 A ; = l ， m =0, 特解可设为 i = «(acos t + 6 sin f ) ，得 a = 
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-y,6=0 . 对方程右端 -COS 项属于 n 型 fc=0,m=0 , 特解可设 

为孓 = ccos 2t + dsin 2 裏，可得 c=*|~,d=0 . 方程的通解为 

x = c t cos t + c 2 sin t — -^-tcos t + -^-cos 2t. 

(15) x n -4x f +4x = e + e 2 * + 1. 

提示特征方程 A 2 -4A +4 = (A - 2) 2 =0, 特征根为 2 重根 
A =2• 对非齐次项 ^ +1 ，属于 I 型 A=0 ， m=0, 特解可设为 5 = 

ce' +</ ，代入比较得 c = l ， (i=~^. 对非齐次项 e 2 ‘ ，属于 I 型 A=2, 
m =0, 特解可设为 5 = at 2 e 2 ' ，代人得 a =-^~. 方程的通解为 

* = (c, + c 2 t)e 2 ' +-^- + e' + -^-t 2 e 2 ' 

(16) x n -^9x = tsin 3t. 

提示特征方程 A 2 +9 =0, 特征根为共轭复根 A = ±3i . 非齐 
次项属于 II 型 A: = 1 ，m = 0 ,特解可设为 x =t[(at +c)co& 3t + (bt + 
d)sin 3t ] ，代人得 

2a+6d=0,126=0,26-6c=0, - 12a = 1, 


解为 x = c,cos 3t + c 2 sin 3t - -^t 2 cos 3t +^tsin 3t. 

(17) x” -2x’ ^2x = tecos t. 

提示特征方程 A 2 -2A +2 =0, 特征根为共轭复根 A=1±L 
非齐次项属于 II 型 A: = 1 ，m =0, 特解可设为 i =fe'[ (at +c)cos t + 
(bt +d)ain #] ，代人得 

2a +2d =0,4b = 1 ,2b -2c = 0, -4a = 0, 


a=d=0,6=c =—. 

4 
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解为 x = e * ( q cos ^ + c 2 sin 


0 + (tsin t + cos 


0 . 


(18) x H +2x r +5x=4e-' + 17sin 2t. 

提示特征方程 A 2 +2A +5 =0, 特征根为共轭复根 A = - 1 
±2i. 非齐次项鈍- 1 属于 I 型 ft=0 ， m=0, 而非齐次项 17sin 2t 属 
于 II 型 A = 0，m =0 ,特解可设为 x = ae~' + (fecos 2t + csin 2t) ，代入 
比较得 a = l ， 6= -4，c = l .解为 

x = e -, (c,cos 2t + c 2 sin 2t) + e - 4cos 2t + sin 2t. 

(19) X H +X=-Xr-. 

sin 3 t 

解特征方程 A 2 +1 =0, 特征根为共轭复根 A = ±i . 用常数 
变易法，设特解 *=a(0cow+6(0sin £，于是联合解 


a\t)cos I +b\t)ain t =0,x" +x= -a^Osin t +b'(t)cos t =-r~r- 

sin / 

得 

" 、 1 , // X cos t 

a (0 = =—, 

sin t sm t 

积分得 


特解为 


x = 




cos 2 杰 


sin t 2 sin 


2 sin 


通解为 -= c,cos ^ c 2 8 int + ^±-,^ CltC 2 为任意常数 • 


(20) x H + x = l . 

sin t 

解特征方程 A 2 +1=0,特征根为共轭复根 A = ± i . 非齐次 
项1属于 I 型 A ：=0， m =0, 其特解设为* = c ，代人得 c = l ; 非齐次 

项不属于 I 、11型，用常数变易法，设特解 
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x =a(t) cos t + b{t) sin t, 

于是有 

a\t)cos t +b'(t)sin t =0,x n +x = -a , (f)sin t +b'(t)cos t = 

解得 a’（0 = 1 ,b'(t) = 积分得 

sin t 

a(t) = t +c t ,b(t) = - In I sin t I + c 2 . 

通解为 * = c,cos t +c 2 sin t + 1 +lcos t - sin t • In | sin f | ，其中 c, ， c 2 
为任意常数 . 

注如方程右端 1 一不分项用常数变易法，则有解 

sin t 

a’ ⑴=1 - sin t 9 b r (t) = cos t - C ?—, 

sin t 

积分得 

a(0 =t + cos t + c, ,6(/) = sin f - In I sin t \ +c 2 . 

同样得解 * =c,cos f + c 2 sin « + 1 + tcos « - sin t • In | sin t | . 

3. 求下列方程的 通解： 

(1) t 2 x" + tx'-x=0. 

解欧拉方程.设方程有解代人得 

K(K-\) +K- \ = K 2 - I =0,K= ±1. 

方程的通解为 pM+c/ 1 . 

(2) t 2 x n -4tx r +6x =t. 

提示 1 欧拉方程 • 令 f = =ln t ， 方程可化为 -5 g + 
6* = e* ， 特征方程为 A 2 -5A +6 = (A -2)(A -3) =0 , 特征根为 
A =2,A =3 . 右端属于 I 型 A=0 ， m=0, 特解为 i =+e*. 通解为 * 

= c,e 2 * + c 2 e 3 * + ^~e* ， 即 x -c x t 2 + c 2 f 3 + 

提示 2 令 *=^ ，代人得尺（尺 -1) -4K+6 = (K-2)(K-3) 
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= 0,K=2,3. 齐次方程的通解为 x= Cl t 2 +c 2 t\ 令非齐次方程的特 
解有形式 i =af ，代人得特解 i =+ 在 . 通 解为 * =c ,« 2 +c 2 t 3 ++*. 
(3) t 2 x M -Stx 1 -Sx=tln t. 

提示 令《 = 6 *,5 = 111*，方程可化为£|-4盖-8怎=從*，特征 
方程 A 2 -4A -8 =0, 特征根 A =2 ±2^/3. 右端属于 I 型 /b=0，m = 
1 ，特解为元 =(+ ) e *. 通解为 x=c l e 2ll+ - /T), + €^ 211 -^' + 


e 2 — ， +C ， - ，、 I ^(2-lll n *). 

(4) t 2 x n - tx r +2x = 18tcos( In l). 

解欧拉方程 •令 《=eV = ln 方程可化为 -2@+2* = 

18e‘cos s, 特征方程 A 2 -2A +2 =0, 特征根 A = 1 ± i. 右端属于 II 
型 A: = 1，m = 1 ，特解应设为 i = e 1 [ ( as + c)cos s + ( bs + d) sin s], 
代人得 

e*[ ( — as +26 + 2c)cos s + ( — 2a - 2c)sin 5 ] = 18e*cos s. 

即 a =0,26 +2c = 18,o+c=0,BP a=c =0,b =9 ,d 可取 任意值 • 通 
解为 

x = e*(c,cos s +c 2 sin s) +9se*sin s, 

即 * In f) + c 2 sin( In t) ] +9dn t • sin(In t ) ，其中 c, ,c 2 

为任意常数 . 

4. 求下列初值问题 的解： 

(1) * w +9*=6e 3, ,*(0) =*’ （ 0) =0. 

解 1 特征方程为 A 2 +9 =0, 特征根 A = ±3i, 右端属于 I 型 
A =0，m =0, 设特解为 *=ce J, . 代人得 c=y. 通解为 *=c,cos 3/+ 
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c 2 sin ++ e ' 代人初值条件有 c , = --^-, c 2 = 初值问题的 

解为 at = —( e 3 * - cos 3t - sin 3 t ). 

解 2 用拉普拉斯变换方法.令 X ( s ) =又[*0)]，方程两端 
取拉普拉斯变换，得 

s 2 X(s) +9X(s) =-^r. 

s - 3 

解之 

w 、 6 1/1 5 +3 \ 

則 = ( ， +9)(s _ 3) = T(rri-;r^) 

= J __1_1_ s _1_ 

3 s - 3 3 s 2 +9 s 2 +9 

施行拉普拉斯反变换，査表得解 

x(t) =-^- e 31 - -^-cos 3t - -^-sin 3t. 

3 3 3 

(2) x li) +x=2e',x(0) =x'(0) =x"{0) =x m (0) =1. 

提示拉普拉斯变换方法.有 / 尤 - s 3 _* 2 - S -l +^ = ^7, 

5 - 1 

即 1=^7. 施行拉普拉斯反变换，査表得解 x = e ‘. 

5 - 1 

5. 火车沿水平的道路运动，火车的重量是 P ， 机车的牵引力 
是 F ， 运动时的阻力 = a + 6 V ， 其中 a ，6 是常数，而 K 是火车的速 
度; S 是走过的路程.试确定火车的运动规律，设 f =0时 S =0， V =0. 

解火车的作用力为 F -史， 依牛顿第二定律有 mg = F - 

P AQ 

^由 m =—( 其中 g 为重力加速度 = a + = 

方程 = F _( fl + 6 f )， 即 
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d 2 S . bg dS (F-a)g 
dt 2 P dt~ P 

这是二阶线性非齐次微分方程，初值条件为 S (0) =0,5^0) = 
V(0) =0. 

解1用拉普拉斯变换方法.令 XU ) =^[ S ⑴],，在 

方程两端施以拉普拉斯变换，得 

s 2 X(s) +C • sX(s) = - —. 

P S 


解之 


X(S) — • (5 2 +C5)-' 




(F - a)g 
"PC 

施行拉普拉斯反变换，查表得解 

吣)=^(卜 

= (a-pP {l _ e .U, )+ F-a t 
b g b 

解 2 特征方程为 A 2 +_ A = A 卜+_卜0,有特征根 A =0, 
A = •右端项对 A =0 属 I 型 A = l ， m =0, 特解可设为 S = 沈代 
人得 c = ¥. 通解为 S = C| + c 2 e 代入初值条件有 


=0, ~^ c 2 +¥=0,即 c 2 =^~ a ) P t c , = - (a ：/ )P 问 


f> 2 g 


l> 2 g 


题的解为 


s = 


(a - F)P 


( l - e - 争） 


F — a 


b 2 g 、 b 
6. 设中 （ f ) 是方程 * w + P *=/( f ) 的解，其中 A 为常数，函数 
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/(*) 在 0 ^t< +00 连续 . 试证： 

(1) 当时，能够选择常数 ^ 心的值，使得 

<p(0 =c,cos kt +-^-sin kt + — J sin k(t -s) • f(s)ds 
(O^t < + oo )； 

(2) 当 A=0 时，方程的通解可表为 

<p(t) =c t +c 2 t+ [ (t -s)/(s)ds (O^t < + 00 ), 

Jo 

其中 C| ， C 2 为任意常数 . 

证 1 方程为二阶线性非齐次微分方程 . 特征方程为 A 2 + 
A 2 =0, 当 A#0 时特征根为 A = ±Ai, 当 fc=0 时特征根为2重根 
A =0. 

(1) 当时，齐次方程有通解 <p(t) = c, cos kt + c 2 sin 用 
常数变易法 . 设史 （*) =4 (Ocos kt +c 2 (t) sin kt. 可得 
c\ (t)cos kt +Cj(0sin kt = 0, 

- kc\ (Osin kt + kc^it) cos kt =f(t). 

解出 c;U) ， C ;(0 后积分得 

c i(0 = | o sin ks */(i)di +y,, 

C2 ° )= t/ 0 cos ks • f(s)ds + y 2 . 

即非齐次线性微分方程的通解为 

1 r 4 

<p(0 =7, cos kt + y 2 sin A：« + —J ( - cos kt • sin ks + 
sin kt • cos ks) • /(a)ds 

1 疒‘ 

=y,cos kt + y 2 sin ^ J sin k(t-s) -f(s)ds. 

若令 =c, ， y 2 =|，则得 

c: j -i 

<p(0 =C,C 0 S kt +-^-sin At + — J sini(*_s)./(s)<l4(0 《 t<+oo). 
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(2) 当 A=0 时，齐次方程有通解 <p(t) =c, +c 2 t. 同样用常数 
变易法，设 <P(*) =c,(0 +c 2 (0* ， 微分可得 〆 （0 = C 2 ( 0 +c[(t) 
+ c“t) 令 c; (*) + c; ⑴ * = 0 ，则有 <p' ( o =c 2 (t). 再微分得 
<p H (t) = 4 ( 0 •将 vM ， y(0 代人非齐次方程可得 

c' 2 (t) =/( 0 ， c 2 (0 = J o /(i)di +y 2 . 

代入前面所设得 

cl(0 =0,4(0 = - sf(s)ds +y,, 

即非齐次线性微分方程的通解为 

(pit) =y x +yj - J 。 sf(s)ds +t J^/(s)ds 


= 7i + 72 1 + j (丈 _s)/(s)d& 

证 2 特征方程为 X 2 +k 2 = 0 , 当 k^O 时特征根为 A = ±ki, 
当&=0时特征根为2重根 A=0. 

(1) 当 kj^O 时，齐次方程有通解 <p(t) =c,cos kt +c 2 sin 直 
接应用二阶线性微分方程的常数变易公式求 特解： 

W.(s) r- W 2 (s) y 

^ (0=COS kt ， J„¥(T) _/(s)d5 + sin kt ' f 0 w(7T /(s)ds 


=cos kt 



—f( s ) d5 + sin kt 


f 1 cos ks r/ 、」 

Jo 丁 /(S)dS 


1 r 

=— (sin kt • cos ks - cos kt • sin ks)f(s)ds 

k Jo 

=-J- f sin k(t - s)/(s)ds. 
k Jo 

得非齐次线性微分方程的通解为 

1 C 1 • 

<p{ t) = 7,009 kt + y 2 sin + — I sin k(t - s) • /( s ) ds. 

k Jo 


若令 h =c, ， y 2 =~^， 则得 
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1 f 1 

<p(t) =c,cos kt +*Y-sin kt + — I sin A;(^ -s) • f(s)ds(0^t < 
k k Jo 


(2) 当 A =0 时，齐次方程有通解 < p ( f )=< 
性微分方程的常数变易公式求 特解： 


■ c 2 t . 应用二阶线 


/-* IT , ( s ) f * W 7 ls ) 

^ (t) = \ 0 ln7T As)ds+t \oin7y f(s)ds 


■■ W^s)^ 


=-f 5/(5 )ds + / f f ( s)ds 
Jo Jo 

= j。(.t - s ) f ( s ) ds , 

非齐次线性微分方程的通解为 

< p ( t ) = y t + y 2 t + \ (« - s )/( s ) di . 

注当 A =0 时，方程为/ =/(0，可利用公式直接求积分得 

特解 

x = J J J /( s ) ds J dt = J (t - s )/( s ) ds . 

7. 给定 方程， +5/+6 V =/(0, 其中 /(*) 在 _» < t < +oo 
上连续.设 ，朽 （0 是上述方程的两个解，证明极限 Hm [%(0 

t—*oo 

_ %0) ] 存在 • 

证特征方程为 A 3 +5 A 2 +6 A = A(A +2 )(A + 3) =0,有特征 
根 A =0 ，A = -2 ,A = -3. 齐次方程有通解 ; c = c , + c 2 e ~ 2 ' + c , e " 3 '. 
因非齐次方程的两个解之差是齐次方程的解，即应有 
< Pi (0 -^> 2 (0 =C, + c 2 e " 2 ' + c 3 e " 3 ' , 

其中 c , , c 2 , c 3 都是常数.因此存在极限 

lim[^>, (0 -<d 2 (*) ] = lim[c, + c 2 e -2 ' +c 3 e _3 ‘] = c,. 

I—*00 I—* OB 


§4.4.5 习题 4.3 及其解答 


1. 求解下列方程（这里/ 


dr dt 
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解方程不含 t，*. 令 y = /，则方程变为/ =_；，可分离变量 
解之： 

^ =^,2ydy = di,y 2 = t + c lf y = ± (t +c, ) 7 . 

于是 

丄 f* 丄 2 上 

x ' = y = ±(t + c t ) T ,x + c 2 = ± (t +c,) T d« = ±- z-(t +c,) T , 

Jo j 

9(* +c 2 ) 2 =40 +C| ) 3 , 

得方程的解为为任意常数. 

(2) xx ^ ix 1 ) 2 + (%') 3 =0. 

提示方程不含 * •令 y=*'， 则方程变为町裝-/+/=0,得 
y=o 即;* =<：或*裴= 7(1 -y)，~ = ( + '^TTf) d y， 积分得 y = 

^•^7 .有/ =了包7,积分得* -4~ln|*| = t + c 2 . 即方程 有解欠 + 
CX -1 cx -\ c 

c,ln I I = ^ + c 2 x = c . 

(3) *" + r^-(* ， ) 2 =0. 

1 -x 

提示 方程 不含* .令 y = A 则方程变为 yg + j 4^ 2 = 0 , 得 

y = 0即 x =c 或$ + =0,分离变量解得 y = c(x - I ) 2 . 即;^ = 

c(x _1) 2 ，积分得（* - 1 ) "' =<^ + £! 2 .方程有解（*-1)(<^+<； 2 ) 
=1( 解 *= c 被包含在通解中）. 

(4) x" + /I -(x 1 ) 2 =0. 

提示1方程不含《，*.令 y = * '，则方程变为/ + \/l - / =0, 
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可分离变量 解之： 

—^ — = _ ck，arcsin y = c { - t 9 x r = y = sinrc, -1 ), 

-r 2 

X = cos ( 必 - c, ) + c 2 . 

方程的 解为戈 =cos(t -q) +c 2 • 又 / = 1 ,y = ± 1 时 〆 = ±1 9 x = 
±t+c 也是解 . 

提示 2 方程不含 £. 令7 =/ ，则方程变为 yg+ ^1 -/ =0. 

即 ydy = -d *， 积分得 y = ± ^1 -(x+c,) 2 •由 *’ = y = 

-y 2 

± yi - (at +c, ) 2 ，再积分有 * +C, = sin(t + c 2 ) 或 a: + c, = cos(t + 
c 2 ) •又 y 2 = 1，y = ± 1 ， 即 *’ = ± 1 ,x = ±t +c 也是解 • 

提示 3 方程不含 t • 令 / = sin y, 方程变为 cos y • y' + cos y 
= 0 ,有解 

cos y =0,x r - sin y = ±\ ,x = ±t +c, 

及 y，= -l f y = -t+c t ,x r = sin y = sin(c, -t) ,x = cos(* - c, ) + c 2 . 
方程的解为 *= +c 及 a: = cos(f-c,) +c 2 . 

(5) 似 ”+[l +U ，） 2 ]+=0 ( 常数 a_0). 

提示 1 方程不含 * ， *. 令 y =*’，*〃 = 〆= 裝祭 =y 裝，则方程 

变为町穿 + (1 + 〆 ）+ =0.积分得 - a(l + y 2 r +=*- c ,. 于是有 

ax 

I ^ x - c x 

X, = y = ± /- - TT _ 1 ， ， —^ x = ± d “ 

扣 -q) ， / a 2 -(x- Ci y 

■s/a 2 - (* -c,) 2 = ±t + c 2 , 

即解为为任意常数 • 

提示 2 方程不含 *,* • 令 y=V ，则方程变为 fl/ + (l +/) + 
= 0 ，再令 y = tan z ,则有 asec 2 z • z r + sec^z = 0 ，有解 sec 2 z = 0 和 or' 
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+ sec z = 0 . 由后一式有 dt = - a cos zdz 及 d * = ydf = tan zdf = 
- a sin zdz ， 积分得解 t = c 2 - asin z 及 * = c , + acos z . 以上两式可合 
并为 + 为任意常数. 

(6) * w -+/ + (： O 2 =0( 提示： 方程两端除以 V ). 

提示1用除方程有<+*，=+，化为丟 （*+ ln |*， 丨）= 
x t at 

+. 积分得=扮，再积分有 e * = c t t 2 + c 2 . 方程还有解/ =0,* = 
c . 故方程的通解为 e *= c , t 2 + c 2 (解* = c 被含于通解中）. 

提示 2方程不含*.令 y = V ，则方程变为 /-+ y + y 2 =0, 
是伯努利方程，引人变换 z 二厂 1 ,可化为线性方程 〆 = - y - 2 y ' = 
-+z + 1. 积分得 

z = -|-( j tdt +£ ) = 7 " + \ t,x， ~ y ~ c = C2 ( C| + * 2 ) . 

方程还有解7=0，“=0，*=0，含于上解中.故方程的通解为^ = 
C 2 ( c , + t 2 ). 

2. 用幂级数解法求解下列 方程： 

(1) x " -¥ tx ' +*=0,*(0) =0，*，（0) =1. 

解 对二阶齐次线性方程 *"+ p (0/ +9(0*=0,当 p (0, 
9(0 能展成幂级数时有收敛的幂级数解.方程中 P (0 = t , q ( t ) = 
1，故存在幂级数解. 

设 

x = a 0 + a t t + a 2 t 2 + ••• + a n t m + ••• 

是方程的解，这里七（£=0，1，…， n , …）是待定常数.于是 
x ' = a , +2 a 2 t + 3 a 3 t 2 + ... + na B t" _l + …， 
x ” =2 a 2 + 6 a 3 t + … + n ( n - 1 + .... 

将的表达式代入方程，比较同次幂系数，可得 
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2 a 2 + o 0 =0,6 a 3 +2 a t =0, 
k(k - l ) a A + (k -2) a k _ 2 + a 4 . 2 =0,4 >3. 

由 *(0) =0,^(0) =1, 有 

a 0 =0, a , = 1 , o 2 =0, o 3 = -如 a 4 =0, a s = ^4"^，...， 


_ ft _ ( -D* 

° 24 - 。，〜“ 1 ~1 -3 -5.(2* + l ). 


于是有幂级数解 


+ (-D" 


(2 n + l )!! 


(2) ( 1 - t ) x n +« = 0. 

提示方程化*，+ 1^=0,因印⑴=0，〜0 士故 


存在幂级数解.设 

x = a 0 + a,t + a 2 t 2 + ••• + a n t n + •••• 

将的表达式代人原方程，比较同次幂系数，可得 
2 a 2 + a 0 =0,3 • 2 a 3 -2 a 2 + a , =0, 

- (k - l )( A -2) a A . l + a 4 _ 2 =0 ,A >3. 

考虑方程的通解，可设玖 0) = c M ^(0) = c 2 ，有 ％= C| , fll = c 2 , 

1 1 1 A -2 1 / 

a 2 = - yc ,, a 3 = -- c ,-- c 2 , a 4 =— « 4 _,-^-^ 04 . 2 (*>3). 

于是可逐次递推求得幂级数解 

* =十-釦 2 -分 3 -合 4 令 5 -+ 

…) • 

(3) x ^ tx '- x =0. 

提示 p ( t ) = - t , q ( t ) = - 1，故存在幂级数解 x = a 0 + o,f + 
…+ a n t " +…，将的表达式代入方程，比较同次幂系数，得 
2 a 2 — a 0 =0 ,6 a 3 — 2 a , =0, 
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即 


k(k - l)a k - (k - 1 )o t . 2 = 














V ^ aTo ^! 1.3.5. (2 k + 1) V 咐 

同样，由 r ( - y ) = r ( y ) = A & co “= 可得 
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= V^lo A! i .V. 1 ;... 2 ••⑽’ = Jvt cos *• 

即通解亦可写为 

y = /^( c,sin t + c 2 cos l). 

4 . 一个物体在大气中降落，初速度为零，空气阻力与速度的 
平方成正比例，求该物体的运动规律. 

解以 m，* 分别表示物体的质量和降落的距离，则物体的下 
降速度为/，加速度为/，按牛顿第二定律，物体降落时的运动方 
程可写为 

mx" = mg - k(x') 2 ,x(0) =0，*’(0) =0， 

其中 g 为重力加速度， A >0为比例常数. 

若令《=〆，则方程可化为 mv' =mg- kv\ iS a = 择 ，b = 


，积分 求解： 


mdv 


m di; 


mg 


— kv 2 k a 2 —v 2 


= , 


In 


a =0 + 1 ; 

- 丄 i n 

a =0 +1 ； 

a =0 -v 

~2b ln 

a =0 — i; 


即 


2ka 


a -¥v _ 261 a( ce 2k, - 1) 

= Ce y V = - rr - • 

a -v 1 + ce 

利用初值条件 40 )= 〆 (()） = 0 得<:= 1 ，即有 

, o(e 2 i, - 1 ) a, 1 +e 2i, . 
* =y = 一 ， ^=—ln ― s—+ f 


再利用初值条件 *(0) =0 得0=0,有解 
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x = T Xn 4^" = T In[ch(6O]= t ln [ ch (V?0]- 

5. 试证: 对于二阶齐次线性微分方程 

x " + p ( t ) x r + q ( t)x = 0， 

其中 P ( f )，9(0 为连续函数. 

( 1 ) 若 p ( O s -崎⑴，贝!1 x =* 是方程的解; 

(2) 若存在常数 m ， 使得 m 2 + mp ( i ) + 9 (0 =0，则方程有解 
* = e "* ； 

(3) 若*,(«),* 2 (/)是方程的两个线性无关的解，则方程的系 
数 〆 *)，€(*)由0),* 2 (*)唯一确定，且 *,(*),〜（*) 没有共同的 
零点. 

证 （1) 当 P (0 = - 崎 （0 时，方程化为 * ”-崎 0)/ + 9(*)* 
= 0，将*=* 代人方程得 x "+ q ( t)x =0 - tq { t ) + q ( t)t = 
0,即 *=* 是方程的解. 

(2) 将* = e ""代 入方程得 


x" + p( t)x' + q( t)x = m 1 eT + mp( t) e m, + q(t)e" a 

=e m ‘ [ m 2 + mp( t) + q(t) ] =0. 

故*=6" 1 是方程的解. 

(3) 微分由解^，* 2 构成的朗斯基行 列式： 


W'[x lt x 2 ] = 


I x '\ ^ 

U ’ 4 

r 

I ~ p x i 


=~p 


1 丨 A h 1 


X l X 2 

1 \%\ x\ \ \ 

-/w 

([ -9*1 -P«2’ -9*2 1 

l_p 

*2 

1 

-P*2 ' ' 9*. 

9*2 

1 

n 〜 

x 2 1 1 x x x 2 

1= 

-pW[x l ,x 2 ]. 


因 ，* 2 线性无关，知在解定义的区间上 W [ x { ,* 2 ] #0,故有 
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_ W'jXi , x 2 ] 
p ~ W [ x t , x 2 ]' 

又对； c , ，* 2 不为零的点上有 9 = - 欠 1 +px '^i q = - X 2 +px? . 这证 

*1 *2 

明了方程的系数 p (*) wU ) 由*, u ) ,* 2 U ) 唯一确定. 

若存在，* 2 的共同零点 I 即 *, ( f ) = X 2 (1) =0. 则由解 X , ，* 2 
构成的朗斯基行列式在点 f 为零.这与，* 2 线性无关，由解^ ,* 2 
构成的朗斯基行列式恒不为零的性质矛盾.故 *,(0 ，* 2 (0没有共 
同的零点. 

6. 求解方程 **”-2(1 +0*，+ (2+0* =0 (*_0). 

解1易知方程有解 a : = e 1 . 令 * = e ‘ y ， 有 a / = e ‘/ + ey , x H = 
e y +2 e y + e ‘ y . 代入方程得 

t ( ey " + 2 e ’ y ’ + e ' y ) -2(1 +0( e ' y ’ + ey ) + (2 + t ) e'y 
= te ' y " - 2 ey ' + [/ e 1 -2( 1 + t)e + (2 + t ) e]y 
— tey " — 2 e ' y ' =0. 

再令方程变为 V -2 z =0 .有解 In U I = 21 n I t | + c,z = 
3 c , t 2 ，由 / = z 得 / =3 c / ，再积分得 

y = c ， 3 + c 2 , 

即原方程有解 x = 3 ^ = ( c / + c 2 ) e ‘，其中 c ,, c 2 为任意常数，它是 
方程的通解. 

解 2方程化为*”-2卜 ++ 卜 + ( l + y )^=0. 易知有解 
x = e *. 直接应用二阶齐次方程解式 （ 见[书§ 4. 3. 1 - (4.70)]) 得 
* = *, | c , + cj j = e ’[ c 丨 + cje' 2 l ef 2 ^ j 

= e ' I c , + cjt 2 dt j = e '( c , + c 2 t 3 ). 

方程的通解为 *= e ( c , + C 2 f ) ，其中 C | ， c 2 为任意常数. 
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7. 假设 <!>(* ，〜， c 2 , •••,«.-*) 是方程 （ 4. 58) 的通解，而函数 
， c 2 ，…，。。是 *<*> =#(* ， < ： , ， c 2 ， … ， c„_ 4 ) 的通解 ，试证少 （ t ， 
Ci »c 2 ,— ,c„) 就是方程 （ 4. 57) 的通解，这里 c, ， c 2 ， … ， ， … ， c ，为 
任意常数. 

证史 （ W 2 ，…人 •*) 是方程（4.58):尸0山/广.， 〆 -*)) 
= 0的通解，即有 

F(t ， (p ， <p' ， … ， 〆"-*〉) =0, 

且 c ,, c 2 ，…， Cn _* 是彼此独立的常数.而函数少 （ f , C | ， c 2 ，…， c a ) 是 
* <4> = 炉 （*， C ,， C 2 ，…， <；•_*) 的通解，即 

^ <4> (*.C| .c 2 , —,c B ) =<p{t t c x ， C”". ， C— t ). 

于是 


少 0， C ,， c 2 ，…， cj - f ••• f < pO ， c 1 ， c 2 ，...， c B _ 4 ) dr"(h + 

C n - l * l ^ + C n -“ 2 ( + * • * + c m , 

其中 C .. 4 tl ， C ,_ 4+2 ，…， 是彼此独立的常数. 

将 *= 垆 （*， C | ， c 2 ，…， C ( i ) 代人 （4. 57)： F ( t , x ( l > , x (i * ,) ，-, 
* (B> ) =0中有 


Ht ,^ k ) ，广”，…，广 ） "(，，史, 〆 ，…-0, 


即少 （ *,c,,c 2 ，…， cj 是方程 （ 4. 57) 的解.且因 C ,, c 2 , …， C “彼此 
独立，即有 


于是 
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M ... 坤 
3c. dc„. k 

… 

dc n _ k 


# 0 , 





... 


dlf/ 


dc 


dc 


dc„. k 


d^ lk - l) 

" 矿 

dc x 

dc n . k 

a 广 

.. ^11 

3c, 

dc a . k 


.. 矿 - " 

dc x 

dc B . k 

並 . 

.. J}k- 

dc x 

dc a . k 

d^ (k - l) 

• • ^ k ~ l) 

3c, 

dc H . k 

dtff lk) 

.. 

dc { 

3c„_* 

d^ n - l) 

.. # ( -° 

dc x 

dc n . k 

並 • 

.. 

dc t 

dc n . k 

^1. 

• • 


diff { 


dc . 


dc , 

a 屮⑴ 
dc n 


dc„. 


di/f (n 


dc . 


( k-Dl 

0 


^ C n-k 


#0, 


即常数 c ,， c 2 ，…， c ,_ 4 ，…， c „ 彼此独立.少 0， C , , c 2 ，••• 
(4. 57) 的通解. 


, c «) 是方程 


289 




第五章线性微分方程组 


§5.1 内容提要 

§5.1.1 存在唯一性定理 

(1) 矩阵 、向置 的记号和定义同含参数< 的同维数矩阵 
A ⑴ ， fi (0 及向量 u ( t) y v (*) ，当它们的分量在区间 a 矣 t 矣 b 有定 
义、连续且可微时有 性质： 

( I ) [ A (0 =A'(t) +B'(t),[u(t) +« (0]， 

(H ) [A(0 • B(t)] , =A'(t) - B(t) +A(0 . B ，（ t); 

(1) [-A(0 - u(t) ]' =A'(t) • u(t) +A(t) .«’（*)• 

如定义范数 MII = Z |\| ,|| ii || = I | uj ，则有 性质： 

(I ) ||A+BN||A|| + W ， " tt+ *||tt" + | 卜 II; 

(n) M.fiNMU. ||fl|U|A.«N||A||. ||«||. 

称 n 维向量序列 1 丨收敛，若对任一 i = 1，… ， n ，数列 j 丨收 
敛.称 n 维函数向量序列 In〆 *) I 在区间 a 矣 t 矣 b 收敛（一致收 
敛），若对任 一 i = l ， …，/ I ，函数序列|心（0丨在区间 a 名《矣6收敛 
(一致收敛）. 

连续函数向量序列的一致收敛极限向量函数仍是连续的. 

当幻矣 M ， 而全 A /* 收敛时，全在区 

“1 aTi 

间 a 矣 f 矣6 —致收敛. 
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(2) n 阶线性微分方程组可用矩阵、向量写成 

x'=A(t) X+ nt), ① 

其中 X = •••,*. ) T , A (0 = /(<) =(/■(*)， 

/ 2 (0,…乂 （0) T 是区间 a 幻英6上的已知连续函数.若有在区间 
矣6上定义的、连续且可微的 n 维向量函数《(0满足方程组 
①，则称《⑴是方程组①的解. 
n 阶线性微分方程组初值问题 


x' =A(t)x +/(0 ,x(t 0 ) =7} ② 

的解就是方程组①在包含的区间《矣*矣沒上的解《(0,使 
得《0。） =»?. 

n 阶线性微分方程初值问题 


d \ 

d 7 


< 1,(0 


dr" 


/ \dx 

- (0 d 7 + 


c (*o) =Vi fX'(t 0 ) =T7 2 ，. 


(0* =/0) ， 
(*o) =”•， 


③ 


其中 a , •⑴， /(0 是区间矣 6 上的已知连续函数 〆。 e [ a ，6]， 
%(*’ = 1，…、）是已知常数.可以化为等价的 n 阶线性微分方程组 
的初值问题②.此时有形式 


*; ■ 


- 0 1 … 

o - 


x , 


■ 0 ■ 


= 

0 0 … 

1 

• 


+ 

0 

X 'n . 


.-«! (0 ~a 2 (t ) … 



.. 


./(0. 


• x ,( t 0 ) - 


Vi 

X m-l( ^o) 


Vn-l 

. X n(^ 0 ) . 


V n - 


(3) 存在唯一性定理如果 nxa 阶矩阵 A 0) 和 a 维列向量 
/(0在区间《幻上连续，则对区间 a 幻矣6上的任何数 f 。 及任 
—常数列向量1/ = ( T ?,, …， 1)' 方程组①存在唯一解#0)，定义 
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于整个区间 fl 矣 * 矣 6 上，且满足初值 条件於（*。） = i ?. 

可仿照第三章关于一阶方程存在唯一性定理的证明，亦可直 
接分如下几步 证明： 

( a ) 若史 0) 是方程组②的解，则史 (0 也是积分方程 

x ( t ) =rf + f [ A ( i ) j ：(5) + f ( s )] ds , a ^ t^b ④ 

■* «o 

的解.反之亦然. 

(b) 取史。（0 =1|，定义的 （0 = i| + f [A(5)^*.,( s ) + 

J <0 

/( s )] ds，n = l ，2,.. ••则对所有正整数扒 0) 在区间 a ^ t^b ± 
有定义且连续. 

( c ) 函数序列丨的（0丨在区间 a 幻矣6上一致收敛 • 

( d ) 设 limp〆 0 =史（0，则史（0是积分方程④在区间 a 幻英 

A —*0 B 

6上的连续解. 

( e ) 设屮 U ) 是积分方程④在区间 a 矣 f 矣6上的另一个连续 
解，则 

( p { t ) =少（0, a ^ t ^ b . 

§5.1.2 线性微分方程组的一般理论 
(1) 基本概念 

齐次线性微分方 程组: X ’ = A ( t ) x . 

非齐次线性微分方程 组:夕 = A ( t)x +/(0. 

朗斯基行 列式： 

*. i (0 

『⑴=『0,(0，:“0，…， ■»„(*)] =: 

*•1 ⑴… *-0)1 
其中 x ,.(0 (i = l , …， n ) 为在区间上定义的 n 维向量 
函数. 

线性 相关: 对定义在区间 a 幻名6上的向量函数* ; 0)(纟=1， 


① 

② 

… *u(0 I 


292 



…， m )， 如果存在不全为零的常数 Ci (i = l , …， m )， 使得在整个区 
间上恒成立 

c,*,(0 +c 2 * 2 (t) + … +c m x m (0 =0, 

则称 x ,_0 )(i = l ， …， m ) 在区间 a 矣上线性相关.不是线性相 
关的函数:《： 〆 *)(£ = 1，…， m ) 称为在所给区间上线性无关. 

基本解组（基解 组）： / I 维一阶齐次线性方程组①的一组 n 个 
线性无关解 JC , ⑴，* 2 (*),…， JT , ⑴组成的矩阵 0(*) .当4>(0)= 
£(单位矩阵）时称 0(0 为标准的. 

(2) 齐次线性方程基本性质 

( a ) 存在唯 一性: 设矩阵 4(0 =[«〃（*)](纟， > / = 1，".，/ 1 )在区 
间 a ^ t ^ b 上连续，则对任意 f。e [«，6]及任意初值= U , ，％， 
… ， T 7,) T , 方程组①存在唯一解妒（0定义于区间 a 矣*矣6上，且满 
足初值条件 ip ( t 0 ) = V - 

( b ) 叠加原理 :方程 组①的 A 个解 x ,( t )， x 2 ( t ) ， …， jt *(0 的 
线性组合 

C ,*,(0 + c 2 x 2 (0 + … + c k x k ( t ) 

也是方程组①的解•其中 C | , C 2 ,〜, Cit 为任意常数. 

( C ) 若函数 x ,(*) , JC 2 (*) , JC ,( t ) 在区间上线性相 
关或无关，则在区间上它们的朗斯基行列式取0) =0或 
恒不为零. 

齐次线性方程组①的基本解组的朗斯基行列式恒不为零. 

( d ) 通解结 构：设 是齐次线性方程组①的一个基本解 
组，则齐次线性方程组①的通解可表为 

x =^( t ) cs S c l x l ( t ) + C 2 * jO ) + … + c n x n ( t ) , ③ 

其中 C = ( c , , c 2 ，- , C .) T 为任意常向量.通解包括了齐次线性方程 
组①的所有解. 

( e ) 齐次线性方程组①的 n 个解 x ,(0 ，* 2 (0 ,… , x „(0 组成 
基本解组少 （0 的充要条件为 det 0 ( t )^ O . 

齐次线性方程组①的两个基本解组 0(0 ，少 (《) 必有关系 
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0(t) = ^(t)C(a^t^b) ,det Ct^O. 

(3) 非齐次线性方程基本性质 

(a) 存在唯一 性:设 A(l) =[\(0](以=1，*”，/0和/(0在 
区间 a 《 t 彡 b 上连续，则对任意 e [fl,6] 及任意初值1?=(化， 
仏 ，…， t) T ， 方程组②存在唯一解妒 （*) 定义于区间矣6上，且 
满足初值条件史（《。） =i|. 

(b) 如果 x(t) ，*(0分别为 n 维一阶线性方程组②，①的解， 
则 :r(0 +i(t ) 也是方程组②的解.如果均为方程组 
②的解，则 x,(t) -h(0 是方程组①的解. 

(c) 通解结构 ：设少 （f) 是齐次线性方程组①的一个基本解 
组 j(«) 是方程②的某一解（特解），则非齐次线性方程组②的通 
解可表为 


X = 0( t)c + x ( t ) , 

其中 c 为任意 n 维常向量.反之，对方程组②的任意解，必存在常 
向量 c ， 使之表为上述形式. 

( d ) 常数变易法 ：当已 知方程组①的一个基本解组 00) 时， 
可用常数变易法求得方程组②的解 


x = ^( t )0 ~ l ( t 0 )tj + 0( t ) [ tp~ l ( s ) f ( s ) ds , t 0 ,te [ o ,6]. 

J «o 

上式称为非齐次线性方程组②的常数变易公式. 

( e ) 非齐次线性高阶方程当7；=0时的特解的常数变易公 

式为 


• P ⑴= 2 

k = \ 

其中 *,(0 , x 2 ( t ) , 


**(0 J 


，… , x H ( s )] 


- f ( s ) ds , 


•，& (0 为齐次线性高阶方程的一个基本解 


组，护为朗斯基行列式，％为妒的第 A 列代以 （0，*"，0,1) T 后所 


得行列式. 


当 n =2 时，常数变易公式变为 


广《 

<p(0 = 

«o 


x 2 ( t ) x t ( s ) - X ^ pXjjs ) 
W [ x t ( s ) , x 2 ( s )] 


- f ( s ) ds . 
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非齐次线性高阶方程的通解则可表为 

* =«,«,(«) + C 2 Xj ( t ) + … + c „ x a ( t ) +< p ( t ) , 

其中 C ,, C 2 ，…， C „ 为任意常数 ■ 

§5.1.3 常系数线性微分方程组 

常系数线性方程组 ^= Ax . ① 

(1) 矩阵指数 ex P A nx / i 阶常数矩阵4的矩阵指数定义为 

A A ST v A ^ 

e = exp A = 〉 —= jB+A + — + ••• +― - + •••, 
f^o 2! m \ 

其中 A ° =£ 为单位矩阵.矩阵指数 exp A 有 性质： 

( a ) e A , S exp(AO = 全 ^ 在 f 的任意有限区间上一致 
收敛； 

( b ) 当矩阵 A ， fi 可交换，即 /LB = A 4 时有 exp(A + B) 
= exp A • exp B ； 

( c ) (exp A ) 4 存在且 （exp A) = exp ( - A )； 

( d ) 如果 r 为非奇异矩阵，即 det r # o , 则 exp ( r -' Ar )= 
T -'( expA ) T . 

(2) 基解矩阵 = exp ( A /) 是常系数线性方程组①的标 
准基本解组（标准基解矩阵）， 0(0) =£. 方程组①的任一解可表 
为 [ exp ( A 0 ] c . 

(3) 特征值和特征向量对 nxn 阶（实）常数矩阵次多 

项式 

p ( A ) = det(AE - A ) 

称为4的特征多项式 . n 次代数方程 p ( A ) =0称为 A 的特征方 
程，亦称为线性微分方程组①的特征方程.特征方程的根 A 称为 
特征值或特征根.而线性代数方程组 （ A 五 - A)m =0的非零解《称 
为对应特征值 A 的特征向量. 
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n 次特征方程有 n 个特征值（包括重数）.若 P ( A ) 含因子 
(A - A 。） 4 而不含因子 （ A - A 0 ) t +， ，则称特征值 A 。 为 A 重根 .ft = 1 
时称 A 。 为单根.特征值 A 。 可以是实的，也可以是复的 . A 。 为复数 
时，则其共轭复数 X 。也是特征值. 

如果/1有^个线性无关特征向量 0| ,…，《>„，它们对应的特征 
值为 A , ，…，（可以相同），则常系数线性方程组①的基解矩阵可 
表为 

0(0 = [e A, '*, ， e A2 ’ 《 2 ， .” ， e A ’ , t»J (-»<«<+ oo ) , 

且有 e A, =4>(0^» '(0). 

(4) 子空间设 A ,， …， A t 分别是矩阵4的重特征 
值，且/ I , +…+ \ = n ，则线性代数方程组 （4 - A 卢 ）〜《 =0的非零 
解 士的全 体构成欧几里得空间 <7的一个七维子空间 ^0 = 1,-, 
k ) . U = f /, <8> J 7 2 ® … ® %，艮 P u = Uj + …+ u k . 

在欧几里得空间 t / 中将初值向量分解为+… 

R () = 1,…， * ) ，则有 (A - A 卢 ) \ = 0 (Z > »/ J = 1，…， A ). 常系数 
线性方程组①有满足 ^(0) = v 的解 

P ⑴ = Z e "[ i] 介 AT 卜 . 

；-l 1 - i»0 J 

当 A 仅有一个特征值 a 时，有 exp(AO = - 

i 7 o l l 

A £)‘ •此时 I 7 =q + … + e „， e i = (0，."，0， l ，0，."，0 ) T ， <?i 仅在第 i 
个位置为 1. 

(5) 若尔当标准型对矩阵4必存在非奇异矩阵 r 使得 
7^ yr =/，/ 为若尔当标 准型： 
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其中，为力阶矩阵， n , +…+ \ = «，而 A 为矩阵 A - XE 的初级 
因子的个数， A ,， …，是矩阵4的特征值.矩阵中未标出的元素 
均 为零. 于是，方程组①的基解矩阵为 e * P(AO = T [ exp ( Jt )] T -' 
或少 (0 = Texp ( Jt ) ，其中 


exp(/0 = 


exp(7,0 


xp (/>0 = 


xp(/*0 J 




(n y -l)! 

p-2 


(rij - 2 ) ! 


e ^. 


(6) 解的渐近性态对常系数线性方程 组①： 

( a ) 当 A 的特征值均具负实部时，①的任一解当*- ► + oo 时 
均趋 于零； 

(b) 当 A 的特征值实部均非正且零实部特征值均为简单时， 
①的任一解当^ + «时均保持 有界； 

( c ) 当 A 含有正实部的特征值时，①至少有一解当 * 
时趋于无穷. 


(7) 拉普拉斯变换对向量函数/(*)，如果满足条件 
||/0) 则非齐次常系数线性微分方程组初值问题 

x' =Ax +/(0 ,jr(0) =ri 

的解: C (0 及其导数/(0和函数/(0均存在拉普拉斯变换.因此， 
对非齐次常系数线性微分方程组的初值问题，可以用拉普拉斯变 
换化为代数方程组，求解代数方程组后再通过拉普拉斯反变换求 
得微分方程组满足初值条件的解. 
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§5.2 学习辅导 

§5.2.1 解题指导 

(1) 首先要掌握矩阵的表示与运算，能化高阶线性方程为线 
性方程组，理解齐次线性方程组的基本解组和叠加原理，用矩阵表 
示齐次和非齐次线性方程组解的通解结构，用矩阵和朗斯基行列 
式表示非齐次线性方程组的常数变易公式. 

(2) 熟悉常数矩阵4的矩阵指数 exp 4的定义和运算，掌握 
矩阵4的特征值和特征向量的求法及应用于表示常系数线性方 
程组的基本解组. 

(3) 求常系数线性方程组基本解组有 

( a ) 特征值和特征向量方法求矩阵指数 函数； 

( b ) 指数函数待定系数法（欧拉 法）； 

( c ) 化为若尔当标准型矩阵方法（见[书 §5.3.2 -附注 2]) ; 

( d ) 微分方程方法（见[书 §5.3.2 -附注 3]); 

( e ) 消去法化为高阶方程 求解； 

(0 可积组合法（见[书 §7.3 利用首次积分求解常微分方程 
组] ); 

( g ) 微分算子法（见[文17、19、20]等）及拉普拉斯变换法. 

核心是重根的判断和处理.只要熟练掌握一种方法即可.实际 
上除 （ c )、（ d )、（ g ) 较特殊外各种方法均可根椐情况灵活使用.在 
[§5.3.1 补充习题]及[ §5.4.2 补充习题解答]中有关于各种方 
法的习题做比较. 

(4) 能用特征值判断常系数线性方程组的解的渐近性态，包 
括趋于零、有界及趋于无穷. 

(5) 能用拉普拉斯变换方法求解非齐次常系数线性微分方程 
组初值问题. 
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§5.2.2 例题选讲 

例1试将下列微分方程或微分方程组化为一阶微分方程组 

( 1 ) x " - tx ' + X = cos t ； 

(2) x \ - x 2 =e ,x 2 +«, - x ' 2 - x 2 = sin t . 

解 （1) 令 y , = x , y ； =*'= y 2 , 则可将二阶微分方程化为一阶 
微分方程组 

\ y \ = y 2 » 

=t y 2 -y. + cos t. 

(2) 令 y , = A ， y 2 = x 2 ，;^= y 3 ，则可将所给的微分方程组化为 
一阶微分方程组 

y \ = y 2 +e， » 
y \ = y ” 

y 3 = - y . + y 2 + y 3 + ^ t . 

例 2 用常数变易法求解微分方程组 
{ x， = —2 x —4 y + l + e , 

[ y r = y - x + 1 2 . 

解对应的齐次微分方程组 

= -2 x -4 y , 

y ' - y-x 

的特征方程为 

I A +2 4 I 

det ( A ^- A ) = =( A -2)( A +3) =0. 

I 1 A - 1 I 

有特征值 A =2 ，A = -3. 

对应于 A =2 的特征向量 ii = [ U| ， U2 ] t 满足 

一 =[: : n ::]= r ::: 4 : 卜， 

可取特征向量 《 = [1, -1] T . 对应于 A = -3 的特征向量 « = [«,, 
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U 2 ] T 满足 

r - 1 4i r «|1 f _tt i +4 u 2 i 

U£ - A )“ = [ l -4][ j =[.-4 j =°* 


可取特征向量 《 = [4,1] T . 对应的齐次微分方程组有通解 

( X = c , e 2< +4 c 2 e " 3< , 
y = - c , e 21 + c 2 e ~ 3< . 

用常数变易法，设非齐次方程组的解为 

= c x ( t ) e 21 +4 c 2 ( l ) e ' 3< , 

lr = ⑴ e 2< + c 2 ( Oe " 31 . 

代人方程组得 

rcj ( t ) e 21 +4 cj ( 0 e = 1 + e *, 

{ -cj (^)e 21 +c; ⑴ e -3 * = t 2 . 

可解得 

rc；(0 =d -4 ， +o+ e -' 

1^(0 = (1 +t 2 +ei)+e' 


利用积分式[附录 II §3.3-3(19)、（21)] 积分得 

f C| ⑴ =1^[ (1 +2 ，)、 2 ‘ - 2e _ ‘] » 

| c 2 (0 =-^[(44-24 t + 36 t 2 ) e 3< + 27 e 4< ] + c 2 . 


其中 4 忑为任意常数.可取 d , = d 2 =0 得非齐次方程组的特解 
x=-^(23 +\2t+36t 2 ) , 

r = j ^ g [27 e , -(2+48 t +36 t 2 )]. 

非齐次方程组的通解为 
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rx = Cl e 2 ' +4 c 2 e - 31 +^(23 + 12«+36 l 2 ), 

\ y = - c . e 2 * + c 2 e - 3 ' +^ g [27 e *-(2 +48 t + 36 t 2 )], 
其中 c ,, c 2 为任意常数. 


例 3 计算矩阵 /!= 
解 A 的特征方程为 


「0 1 0 ] 
0 -2 -5 
L 0 1 2 

-1 0 


的指数函数 


A - 

det(Afi - A ) = 0 A +2 5 = A ( A 2 +1) =0. 

0 -1 A -2 

有特征值 A =0 ,A = i,A = - i . 

对应于 A =0 的特征向量 « = [ u , , u 2 , u 3 ] t 满足 



0 -1 

0 

■< 



(\E - A ) II = 

0 2 

5 

U 2 

= 

2 u 2 +5u 3 


.0 -1 

-2. 

- U 3. 


• - u 2 - 2 u 3 


可取特征向量 u=a • [1，0,0] T , 其中 a _0 为任意常数.对应于 
A = i 的特征向量® = O ,， v 2 ， d 3 ] t 满足 



n - 1 ° i 

■V 


-v 2 ' 

( \ E - A)v = 

0 i +2 

5 

v 2 

= 

(i +2) v 2 + 5v 3 


■ 0 -1 

i -2. 

. V 3 . 


- t > 2 + (i -2)v 3 


可取特征向量 =)8 . [1 +21，1-2，1]'其中泠尹0为任意常数.对 
应于 A = - i 的特征向量设= [ w ,， w 2 ， w 3 ] T 满足 



_ _i -1 0 _ 

■( 


- iw x - w 2 ' 

(入 E - A)w = 

0 - i +2 5 

W 2 

= 

(-i +2 )u; 2 +5m ；3 


. 0 -1 - i -2. 

. W 3. 


-_ 拟 2 + ( — 2)ti；3 


可取特征向量 w = y • [1 _2 i ，-2 - i ， l ] T ， 其中 y _0 为任意常 
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数 . 对应的齐次微分方程组有基解矩阵（取 a =/3=y = l) 

1 (l+2i)e“ (1 -2i)e _u - 

t) =[u ,e"v ,e _,, w] = 0 (i - 2 ) e" - (i + 2)e - " 

因为 


4>(0)= 


得 

e A, = t ) • 

• 1-2 

= 0 

0 

■1 - 

= 0 cos t -2 sin t - 5 sin t . 

.0 sin t cos t +2 sin t . 

例 4 求解例 1(2) 化成的微分方程组 • 
解 例 1(2) 化成微分方程组 

y\ =y 2 +e ‘， 

ri = . 

,y\ = -r. +r 2 +y 3 + sin 

先求对应的齐次微分方程组的基解矩阵. 
(1) 矩阵法.因 


Lo 


1 1 +2i 

0 i -2 
0 1 


1 -2i 
-2 -i 


，少 — ' （ 0)= 


1 -2 -5 

; 1 

0 -- 


0 


2 2 


2 2 


少 _ 1 (o) 

+ (1-+) 叫 l + +)e 


- —e + —e 
2 2 


2 + 2cos ^ + sin ^ -5 +5cos t 


C • 5 if ■ 5 -i 
-5+ye +ye 

5i i, 5i 

y e ~ y e 

( H e 、(+ +i ) 
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0 10" 


1 

e 

y ' =Ay +/(0 ,A = 

0 0 1 

_-1 1 1- 

，/ (0 = 

0 

.sin t . 


A 的特征方程为 


det (\E - A ) 


A -1 
0 A 


A -1 


=(A -1 ) 2 (A +1) =0. 


有重次分别为 1,2 的特征值 A = -1 ,A =1. 

对应于 A = _ 1 的特征向量“ = [ M I ， U 2， U 3] 满足 



-1 -1 O' 

u .' 


_u, -u 2 - 

(\ E - A ) u = 

0 - 1 -1 

u 2 

= 

一 ■ _ U3 


.1 -1 -2. 

- U 3. 


, U l ~ U 2 _ 2u 3 



可取特征向量 M = 0! . [1， -1，1] T ， 其中 ot ^ O 为任意常数.对应于 
2重特征值 A = 1的特殊 向量* > = Oi ， v 2 ， v 3 ] t 满足 


(\ E - A) 2 v = 


0 _ 

2 

_V 


-1-2 r 

v i 

1 


v 2 

= 

-1 2 -1 

V 2 

0. 


. V 3 . 


.1-2 1. 

. V 3 . 


v x -2v 2 +i ；3 " 

-t;, +2 v 2 - =0 ， 

L -2v 2 +v 3 _ 

可取特殊向量 》= [/3， r ，2 y -/3] T , 其中 ]8， y 为不全为零的任意 


常数. 

注由重矩阵得到的向量不是特征向量，我们称其为特殊 


向量. 


对初值 向量 〆 0 ) 

=”，有 

rf =u + v 


' v ,' 


• a +/3 ' 


% 

= 

- a + y 


. Vi . 


.a + 2 y - p . 
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解得 


于是 



•(巧 1 _ 2 m + v 3 ) 

+ ( 3 t 7 i - V 3 ) 

+2 刀 2 + Vi ) 



r 


' 3 »7i +2 V 2 -Vi 

u -2t/ 2 +” 3 ) 

- 1 

1 

,v =— 
4 

Vi + 2 rf 2 + Vl 


l . 

• ~ V , +2 V 2 +3^3. 


有解少 （0 =6-'£«+ 6 | [£+4凫-五）>.初值1 | 依次取[1，0,0]' 
[0,1，0] T , [0,0,1 ] T , 可得齐次方程组的标准基解矩阵： 


exp (/10 =+ 

■ e 


e 1 +(3-2 t)e 
- e " +(1 -2 t)e 
"+ ( -1 -2 t ) e l 


-2 e " +2 e * e " +( -1 +20 e ' 
2 e " +2 e ' - e '* +(1 +2 t)e 

-2 e " +2 e * e " + (3 +2 t ) e '. 


(2) 高阶方程法.令 y = y , ，则有 〆 = y 2 ， y w = y 3 ，广 = y ; ，可将 
齐次方程组化为高阶方程 /"-/-/ +y =0. 有重次分别为1，2 
的特征值入= -1， A =1， 方程有通解 y = c |e -‘ + ( c 2 +fC3 ) e '， 其中 
c ,, c 2 , c 3 为任意常数.于是齐次方程组有通解 


V \ = c , e "* + ( c 2 + tc 3 )e , y 2 = - c , e "' + [ c 2 + (1 + i ) c 3 ] e ’， 
y 3 = c t e " + [ c 2 + (2+ t ) c 3 ] e . 

其基解矩阵为 


e '* e ’ 
<2>(0 = - e —‘ e * 

- e _, e ’ 
由基解矩阵可得标准基解矩阵 


te '' 
(1 +Oe* 
(2 + Oe '- 
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e"* 1 e 1 

te ' 

1-2 r 

exp (At) =0(t) • 0 '(0) =-^- 

-i i 

-e e 

(1 +0e* 

3 2-1 

-i i 

L e e 

(2+Oe- 

.-2 0 2 

[ e"* +(3 -2t) 

e 1 一 2e _ 

+ 2e' e_ 

+ ( -1 +2/)e , '| 


=了 -e" +(1 -2t)e' 2e" +2e -e' 1 +(1 +2t)e 

Le" +( -l-2t)e -2e'* +2e e" +(3+2t)e . 

其逆矩阵为 


exp( -At) = + 


(3 +2t)e" +e' 
(1 +2t)e ' -e' 
-1 +2t)e~ l +e 


2e _, -2e' 
2e - ‘ +2e* 
2e" -2e ‘ 


-(1 +2t)e" +e' 
(1 -2t)e' 1 -e* 
(3-2«)e-，+e‘ - 


现用常数变易法求非齐次方程组的特解.设解为 ^(0 = 
e A >0)， 则一方面有，（0 =e A, c , (t) +Ae A 'c(t) =e A, c r (t) + 
办 （0, 另一方面解满足 /(«) =<y(f) +/U). 得 c'(o = 


•即有 c(*) = je- A, f(t)dt. 于是 
c(t) = f e- A, f(t)dt 



J[ (3 + 2t) + e z, - (1 + 2f)e _， sin t + e’sin {]dl 
J[ ( 1 + 2t) + e z, + (1 - 2t)e~ , sin t - e'sin «]dt 


L J[ ( " 1 + ) + e 21 + (3 — 2f)e ^sin t + e f sin t] dt 

应用积分公式[附录 II §3_3-6(53) 、（ 55 )]， 最后积分得 


c (0 


" 6t + 2t 2 + e 2< + [(3 +2t)e - ’ 一 e’]cos f + [(1 +2t)e~' +e* ]sin t+y ] 

=Y 2t+2t 2 -e 2 * + [(1 +2t)e" +e']cos f + [(l -20e" +e , ]sin i+y 2 
.-2t + 2( 2 te 2 * - [(1 -2t)e _, + e*]cos t + [( -3 +2f)e _, + e']sin f + y 3 
非齐次方程组的通解为 
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y (. t ) = e A , c (0 

r e - +(3-2 t ) e ' 2 e " +2 e ' e "+( - l +2 t ) e " 

=+ - e '* +(1 -2 t ) e ' -2 e " +2 e ' - e " + (1+2 t ) e ' - 

Le - + ( -1 -2 t ) e ' 2 e - +2 e ' e " + (3 +2 t ) e '- 

Ti ( 1 + 6/ - 2^ 2 ) e * + 2 cos t + 2 sin t 

72 + 去 (-1 + 2^ - 2 t 2 ) e ' 1 + 2 cos t - 2 sin ^ , 

. 73 - ( 1 -2 t -2 t 2 ) e ' 1 - 2 cos t - 2 sin t - 

其中 y ,, y 2 ， y 3 为任 意常数 • 

例 5 讨论微分方程组 

室=/^ _ z ， 盖 = ya : (/! 为常数） 

的解当 *— + 00 时的渐近性态. 

解 线性微分方程组的特征方程为 
A -fi 1 0 

I - A I = 0 A -fi 1 = (A -/ x ) 3 +1=0. 

1 0 A -fi 

有三个不同特征值 + + + 夸 i， M ++ - 夸 i . 当 ； u < - + 

时三个 A 均为负实部，根据[书 §5.3.2 -定理 11]， 方程组的任一 
解当 ■ + » 时均趋 于零； 当时 A 存在正实部，方程组有 

解当 * 时均趋于无穷；当 g = - +时三个 A 为具零实部和负 
实部的不同特征值，方程组的任一解当 » 时均有界. 

§5.2.3 测试练习 


1. 试将下列微分方程化为等价的一阶微分方 程组： 

( 1 ) +2n ^ + at 2 <p = //sin pt; 

at dt 
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( 2 ) 


dV 

dt 2 

d 2 2 

d ? 


' ft +l， ' y+C 
+ a 2 軎 + V + C : 


dz 

di 


= 0, 


心 o; 


(3) x n + f(x)x' + g(x) =0. 

2. 试将下列微分方程组化为等价的微分方程，并求出方程 
的解： 

(1) x f =3x - I0y 9 y f = x -4y,«(0) = 8 ,y(0) = 1 ； 

(2) tx' = -x+ty,t 2 y , - -2»+ fy ， 其中 at =» ⑴， y = y ( t ). 

3. 能将任意的微分方程组化为等价的微分方程吗？如不能， 
请举例说明. 

4. 试述线性微分方程组 f =A(t)x 解的朗斯基行列式的性质. 

5. 求下列矩阵的特征值和特征向量（进一步计算 exp ( Af ) 见 
[§5.3.1 -1])： 


(1) A =\ ~ 3 2 ]；(2) A = 

0 1 -r 

1 -1 -1 

[-4 lj 

.0 1 -1. 


■4 2 -2- 

(3) A = 1 3 -1 . 

.3 3 -1. 

6. 计算下列矩阵4的指数函数 exp ( A ): 

r 1 0 i 3 li 

(1) H 小⑺ A = [-2 o] ；(3)A = 

7. 求下列常系数线性微分方程组的特解形式（不必具体求 
解，具体求解见 [§5.3.1 -2]) 

tx' = y+5t 2 , 

⑵ /=e 21 , 

[z' =3z +t ； 


( 1 ) 


\ x ' =3* 

ly =- 


'=3x + y + e 31 
2* + 2e " 


0 1 O ' 

0 0 0 
_0 0 3 . 
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(3) 


x ' = 2* - y + z , 

y ' =x + z , 

2 ’ = -3 x +y -2 z , 
x (0) = y (0) =0, z (0) = 1. 


8. 判断第 5 题中的 >1 所确定的常系数线性微分方程组 f = 
的解的渐近性态. 


§5.3 补充提高 


§5.3.1 补充习题 

1. 计算 §5.2.3 第5题中矩阵 A 的指数函数 exp ( Af ). 

2. 具体求岀 §5.2.3 第 7 题中常系数线性微分方程组的解 • 

3. 试用矩阵指数函数法求解下列齐次微分方程组 

x\ =x 2 -x 3 , 
x r 2 =x, +x 2 , 

X 3 =X, +X 3 ； 

x\ =3x, +x 2 - x 3 , 
x' 2 =x t + 3 x 2 -x 3 , 

*3 = 3*, + 3*2 - x 3 . 

4. 试用指数函数待定系数法（欧拉法）解第 3 题. 

5. 试用矩阵变换化为若尔当标准形（见[书 §5.3.2 -附注 

2] ) 解第3题. 

6. 试用求基解矩阵的微分方程方法（见[书 §5.3.2 -附注 

3] ) 解第3题. 

7. 试用消去法化为高阶方程解第3题. 

注关于用可积组合法求解第3题见 [§7.3.1 -2]. 

8. 试解下列微分 方程： 



：D 


厂’ =2* +4 y ， 
\ y ' = - x -2 y ； 


⑵ 
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( 1 ) 


x' =2x +4y + cos t, 
y' = - * - 2y + sin t ； 



( x\ = 3 x, +x 2 -x 3 +2t, 
x ' 2 =x, + 3 x 2 -x 3 + 1 , 
x\ = 3 x t + 3 x 2 -x 3 . 

9 . 试用常数变易公式求解第 8 题 （1). 

10. 试用拉普拉斯变换方法求解第8题 （1). 


§5.3.2 排疑解惑 


(1) 变系数线性方程组线性微分方程组虽然存在基本解组 
和叠加原理，解的结构已知，但仅常系数线性方程组能够完全求 
解，对变系数线性方程组如何求解仍待解决. 

具周期系数的线性齐次方程组 

x ' = A ( t)x , A(t +( o ) = A ( t ) 

可以通过变换 = z (0 化为常系数线性方程组 
/=办求解. 

对一般变系数线性方程组; c '=/>(0 x , 当 p (<) 连续有界时，佩 
龙证明存在连续可微正交矩阵 1/( t ) 使得方程组通过变换 _y = 
化为 

y'= Q(t)x,Q(t) =u'(t)[P(t)U(t) 

而 e ( o 为三角形 矩阵. 利用三角形线性方程组可以逐步求解方程 
组或判断变系数方程组解的稳定性态. 

(2) 矩阵指数 exp (A0 线性微分方程组: c'= Ax 的解当 4 是 

纯量时为无=， . C . 而指数函数 e°=l +a+ |^ + # + ".， 对„阶常 

数矩阵 A ， 自然提出其方程组的解表示为 〆 ‘ . c 或 
[ exp ( A 0] • c 的 问题. 矩阵指数由此成功定义.其矩阵解 e " 4 ' = 
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expd ) 不仅是方程的基解矩阵，还是标准基解矩阵， 〆 _° =£ 为单位 
矩阵.矩阵指数 exp ( At ) 的定义非常便于齐次及非齐次方程的求解. 

(3) 已知 A 个解的降阶[书 §5. 2-定理6的推论 2] 提出， 
如果已知 n 阶齐次线性方程组的 A 个线性无关非零解，则可降低 
A 阶.其证明 如下： 

n 

设方程 <= I 有 A 个线性无关非零解 < p a (0 (i = l ， …， 
/■ 1 

n;Z = 1，…， A ). 显然，对 Z = 1 ,有某 i 使史„ _0,否则，取 c , = 1 , c ; = 
0 (i =2, …， A ), ft 个已知解线性相关.不妨设％, #0( 必要时调换 
下标）.取变换 


则有 < Pn\Vn = x n ，( p ' n ' y , +< p nl y' a = < = 2 %•〜+ ( Z ,,* ，，即 

y-» 

Vniy'n = X a V(>0 + <Pyiy.) + a nn(Pniy n - (P'niVn 
>■» 

»-l n 

=X + + a nn < P ni yn - ^ 

i-l y=i 

n-1 

=S a ^r 

y*i 

得 ％= f — y t M 

>-i Vnx 

y\ = x， i -(piiy,-<p^y'n = Z a «* / + a - a: - -^nr. -<Pny'„ 

;=i 

n-l »-l n »—1 

=Z w E +a «^..y»- Z 

y = I ；' = l y *1 jrn\ 


;-l j=l frnl 




得到不含的 n - 1阶线性方程组 Y 


<Pil . 


变换 （* ) 使 A 个线性无关解 …⑴ （i = l , …， n;f = 
1，…， A ) 变为 


(p.y 




而对 Z = 1 有少 M = 1 ,少“ =0 ，i = 1 ，…， n - 1. 即解沪 ;| ( t ) (i = 1，…， 
/») 变为单位向量解.如设丨线性相关，即存在 c,(Z = l ，•••，&)使 

* k 

得2 = 0 (i = 1 ，…， n ) ，则由必, 7 的定义知有 I = 

i-l u \ 

i >々 = o , 于是 

* k k (p x k 

2 c /^ i / = 2 c /^« ~ 2 C 1 ~<Pni = 2 c /<°a =0 ,i = l ,--, n - l . 

/ = 1 / = 1 / > 1 ^Pn\ i = 1 

这与原假设 I A , I 线性无关矛盾.故 I 也 , I 也线性无关. 

可仍将 y , 记为，新方程仍记为4 f w ， 线性无关解 

j-i 

少 a (0 记为史 a 0) ,只是 n ， A ： 分别变为 n - I ,k - I . 同样对 I =2,有 
某 /( 1矣 i 矣 n - 1 ) 使史 a 尹0,否则，有史 a = 0( i = 1，…， ；1 - 1 ; / = 1, 
2)取 c , =-史 nl _()，％与^^线性相关，矛 盾. 于是可再一 
次施行变换，仅将新的 *..( i = 1 ，…，/I - 1 ) 变换为 y ._( i = 1 ，…， n - 
1) ,而\则不变，取八=*„，每次变换降低一阶.最后得到 /I - A 阶 
线性方程组，由[书 §5.2 -定理 6] 有 n - A 个线性无关解，经反变 
换可构成原方程的 n - A 个线性无关解. 

当已知 /1-1 个线性无关解时，经 n -1 次变换最后剩下一阶 
线性方程，可直接分离变量积分之. 

(4) 指数函数待定系数法（欧拉法）求解常系数齐次线性 
微分方程的欧拉待定指数函数法（见[书 §4. 2. 2]) 同样适用于微 
分方程组，每个特解对应每个特征值.但对重特征值，计算较为复 
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杂.对方程组/ = Ax 如有 m 重特征值 A ，可设解为 ： r = ( c o r -' + 
c , 广 2 +…此时有 

[ A ( c o r _l . cy 2 + … + c m _, ) + 

[(m - 1 ) c 。广 2 + (m -2) c , t "" 3 + •- + c „_ 2 ] ] e A, 

= w _ + c ，- 2 十… +〜_,)，， 

(\E - A ) c 0 =0 ,(\E - A ) c k + (m =0， A : = l ，2，".， m - l . 

设=0,则向量 c t , A =0， l , …， m ( m 为重次）可通过逐次解代数 
方程 

(\E - A ) c k = - (m - k ) c k _ l , A =0,1, ••• ,m 
得到. 可能出现因 c 4 _ ，而 不可解的情形，此时可改令=0,而 
取线性无关的满足方程的多个向量代替如此求得与特征值 A 
对应的 特解. 对应所有特征值的全部特解便组成常系数齐次线性 
微分方程组的基解矩阵.例子见[ §5.3.1 -4]及[ §5.4.2-4]. 

求得的向量称为特殊向量.这与用矩阵法有重特征值时求 
得的重矩阵的向量相同. 

对非齐次线性微分方程组，当非齐次（向量）项的各分量都具 
同一类型时也可应用欧拉法待定系数求解，但这较特殊.如非齐次 
项 [«， e ‘] T ，[ e ‘， e ” T ,[ l， S in <] T 均无法应用欧拉法.非齐次线性 
微分方程组一般应用常数变易法求解. 

(5) 若尔当 （ Jordan ) 标准型根据线性代数理论，两个 n 阶 
矩阵若有非奇异矩阵 P ， 使得则称 A 相似于 B ， 
记作4 相似是一种等价关系.两矩阵相似的充要条件是它们 

的特征矩阵 A £- A ， A £- fl 等价.方法是对特征矩阵进行行（列） 
互换、数乘及乘 WA ) (多项式）加到另一行（列）的初等变换而将 
其变为对角或三角形矩阵（若尔当块）.形如 （A - A ; )〜 的多项式 
(初级因子）可以唯一确定\阶若尔当块，，见[书§ 5.3.2- 
(5.55)]. 

对线性微分方程组: r ' = Ax ,^ y = p -' x , m ^ y r ^ P -' x 1 = 
P A.x =P APy = By . 即线性微分方程可以通过相似变换化为若 
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尔当标准型解之.若尔当块相互独立，对应于若尔当块的解可 
以由方程％ =•/，直接解出（见[书 §5.3.2-(5.57)]). 

(6) 线性算子的分解可以在实或复线性空间上作算子分解 

来求解常系数线性方程组的基解矩阵.对夕 = Ax , A ^ L ( E),E = 
R "， 向量空间 E 可分解为直和五二仏⑭…③^^对应线性算子义 
有 A = A ,® … ® A r ， A 4 eI (£*) .而 A * 可唯一分解为 A 4 = S 4 + N ki 
5 4 ，％ £ 1(£\)，其中\为半单算子（实或复对角化），％为幂零 
算子（有 m 使 A ^=0)， 且可 交换： S， t 利用这一性质，有 

0 1 

A = S + iV ， 其中 SsdiagUu .' Aj . A ^ ° / . ， A * 为4 

0 1 . 

的实或复特征值，从而得到若尔当型算子及实标准型.并进一步利 
用对角矩阵和交换矩阵的性质求出算子指数解 e ' 线性算子的分 
解理论和例子见[文21 §6]. 

(7) 求基解矩阵的微分方程方法方法由 E . J . Putzer 提出， 
发表在《美国数学月刊》（见[文 35]) 上. 

Putzei •定理 e 4 ‘= Z 其中 

J -0 

P 0 =E ； P j = f] (A-\ k E)J = l,-,n, 

km \ 

而…， r ,(0 是下列微分方程的解 

{ A = A , r , , 

f i= r i-i + ^j r j 0=2,… ， n), 

r , (0) = 1 , r ; .(0) =0 (y = 2, …， n ). 

l»-l 

证令 0 ⑴三 $ r 川⑴/ > y ，定义厂。（0三0•则有 
y-o 

n-2 

^-\ n 0 = 2； [ Pj ., +( A y+I - AjPjr ^,. 

y = o 
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利用关系式 / V , = (A - A ,. + , E ) 上式化为 

0-\ n ^ =(A-\ H E)[0-r n (t)P n . l ] 

= (,A-\ n E)0-r n (t)P n . 

而由哈密顿-凯莱定理（见后），/ »„ 为 A 的化零特征多项式，有 
P n =F(A) =0. 于是冶 = A 0 .因4»(0) =£,BP 0{t) = e 41 . 

哈密顿-凯莱定理对数域尺上的/ I 阶方阵其特征多项 

式 F ( A ) = det ( A £- A ) = 6. A 1 是4的化零多项式，即 F(A) 

1-0 

= Z b‘A’ = 0. 

■ -0 

哈密顿-凯莱定理的证明可参见[文21 §6.1 -定理 3]. 

(8) 拉普拉斯变换拉普拉斯变换是求解常系数线性微分方 
程的有力工具，在以前的教材中往往重点讲授.由于计算机软件的 
发展，现已可由计算机自动求解.拉普拉斯变换方法实际上是将微 
分方程化为代数方程求解.可以由拉普拉斯变换的定义（见[书 
§4.2.3 -(2)， §5. 3. 3]) 及格朗沃尔不等式（见[书习题 3_1 - 
6]) 证明： 

定理如果对向量函数 /( t )， 存在正常数 M ， o ■，成立 
||/( ON ( * ). 则初值问题夕 =Ax +/( O , x (0) = i | 的解 
史 (0 及其导数 〆 （ t ) 亦满足不等式 （* )，从而它们均存在拉普拉 
斯变换. 

§5.3.3 应用实例 

(1) 炮弹的运动轨迹设大炮发射炮弹的发射角为0。，炮弹 
的初速度为 V 在没有空气阻力、地面为平面、地球不动的假设下 
求炮弹的飞行轨道. 

在平面直角坐标系0 叮 中设炮弹开始射出时位于原点，地面 
为 x 轴. 由牛顿运动定律，可列出炮弹的运动方程 （ m 为炮弹质 
量） 
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dt 2 " • 
d 2 y 

初值条件为 *(0) =0, y (0) =0， = W 0 cos e 0 , 

dy(0) ^ 

df =t, ° 8in ❹ o . 

方程可解得 x ( t ) = c 2 t + c l , y ( t ) = + c 4 f + c 3 . 代人初值 

条件，炮弹的运动轨道为 

.*(0 = v 0 tcos 6 0 , 

y(0 = v 0 t&in e 0 ~Y gt2 - 

当 y (0 =0 时 q =0， t 2 =^- w 0 sin 0。，其中为炮弹发射时间， 
g 

t 2 为炮弹落地的时间.由此知大炮射程为 * U 2 ) =-^sin 20。，当 

g 

2 , 

0。=45°时射程最远，达到炮弹最大高度由$=0计算得出， 

g 山 

t 3 =-^- t ； 0 3 in 0。，炮弹最大高度为 y ( t 3 ) =^ vlsin 2 0 o . 

消去解中的 G 得 

y =«tan 0 0 — ^ gx 2 sec 2 0 o . 

2v o 

此即为炮弹的飞行轨道，为一条抛物线.如图 5. 1. 

(2) 药物动力学的房室模型药物动力学研究药物在机体内 
被吸收、分布和排除的动态过程.通常将机体分成几个房室，药物 
在房室内呈均勻分布，血液浓度为常数，而在不同房室之间按一定 
规律进行药物转移.现考虑二房室模型，如图 5.2( a ) :—是 血液较 
丰富的中心室（第1室），如心、肺等 器官； 一是血液较贫乏的周边 
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室（第 2 室），如四肢、肌肉组织等.药物从中心室往周边室转移. 
设 cM ，七⑴ ， V,(i = 1 ,2) 分别表示第 i 室的血液浓度、药量和容 
积，为两室之间的药物转移速率系数，^为从第1室向体外 
排除的速率系数，/。0)为给药速率.这种速率系数为常数的房室 
模型称为乳突状模型.模型的药物运动方程为 



图 5.2( a ) 二房室模型 


* 1 (<) = -*! 2 * l (0 -* 13 * 1(0 +* 21 * 2(0 +/ 0 (0 . 

*i(0 =*12*1(0 ~k 2i X 2 (t). 

利用关系式 x,(t) = V iCi (t),i = l ,2,方程变为 

c；(0 = - (k n +k l 3 )c t (t) +yk 2 l c 2 (t) 

c' 2 {t) =y-A|2 c i(0 _k 2 i c 2 (t). 

这是非齐次常系数微分方程组，易解得通解为 

c,(0 =A l e- a, +fi l e- / \c 2 (0 =/l 2 e -a * + B 2 e p, , 
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其中 a ，)8 由 a +/3 = A l2 + A: 2I + k l3 ,aft = A 2 I A l 3 确定. 进一步讨论给 
药方式以确定方程组的初值条件及其解. 

( a ) 快速静脉注射初值条件为/。（0 =0, c , (0) = 

令， c 2 (0) =0,其中 Z ) a 为药物剂量.方程组的解为 


C|(0 = n ' c “ 0 = ^^y (e 〜 ’ 


其中 4 


° o (*2 i _ a ) P 0 (^- k 2l ) 

V ,(/3- a ) V ,(/3 - a ) 


显然，当 f ® 时 




( b ) 恒速静脉滴注设静脉滴注速率为常数心，即/。（<) = 
A 。， 初值条件为 c ,(0) =0， c 2 (0) =0.方程组的解为 


.(0 = A , 




2 (0 =^2 


- fi 2 e 


k l 2 k 0 

' k 2 l k l 3 V 2 f 


t V,(A 12 +A: I 3 -a) ^ n Vy(k l2 +k l3 -p) n 
2= ^~~ 丨’ 2= ^ Blt 
其中由初值条件 c ,(0) =0, c 2 (0) =0 确定. 当 t —+ 00 时 
趋于常值•若当 * = r 时停止滴注，则 c ,( o ， c 2 G ) 中的 
药量从 q ( r )， c 2 ( r ) 开始按指数规律衰减到零. 


( C ) 口服或肌肉注射这时中心室前先有一个将药物吸收人 


血液的过程，可称为吸收室，如图 5. 2( b ). 设*。（0, 心为 吸收室 
的药量及由吸收室进入中心室的转移速率系数.*。（0的速率方 
程为 


*0(’） = - 左01*0 ( 0，*0 ( 0 ) = ^0" 

有解*。（0 = D 0 e - t011 . 而药物进人中心室的速率为 
/o(0 =*oi*o(0 =D 0 k 0l e' k ° ,1 . 

此时应有 c ,( t ) =如-°* + fle ，+£ e _* 。•‘ （当灸 0|9 ^，冷时）.其 
系数由初值条件 c ,(0) =0, c 2 (0) =0 确定. 

进一步还可讨论房室模型的参数估计，见[文15 §5.4]. 
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图 5. 2( b ) 吸收房-中心室模型 


* (3) 糖尿病检测糖尿病是新陈代谢疾病，因病人体内不能 
提供足够的胰岛素，从而不能消耗完体内所有的糖，使病人血液和 
尿液中含有过多的糖.检测糖尿病的常用方法是葡萄糖耐量检査 
( GTT )， 通过禁食后输人大剂量葡萄糖然后在不同时间检测葡萄 
糖浓度 （ G ) 和激素净浓度（好），视它们的变化情况作出判断 .20 世 
纪60年代美国 Ackerman 提出简易检测模型（见[文9 §7,文14 
§11,文20§4.4]).如图 5.3 .设 

= + 7 ( 0 , 

if 

其中/(0为引起血糖浓度增加的外部速率.开始时达平衡状态 
F ,( G 0 ， ff 。） =0, 

F 2 ( G 0 , N 0 ) =0. 



图 5.3 血糖调节系统 


作变换 g = G - C 。 = // - //。以考虑其偏差值，得 
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^ = F \(G 0 +g,H 0 +h) +J(t), 

f t = F 2 ( G 0+ g , H 0+ h ). 

考虑将右端函数展开简化 


F l (G 0 +g,H 0 +h)=F l (G 0 t H 0 ) + 

F 2 (G 0 +g,H 0 +h) =F 2 (G 0 ,H 0 ) + 

忽略小偏差项 A ，^，并记 

dF t (G 0 ,H 0 ) 

m x =--- . 

1 dG ' 


dF t ( G 0 , H 0 ) dF t ( G 0 , Ho ), 
~~^~~ g+ ~^^ 
dF 2 ( G 0 ， H 0 ) dF 2 ( G 0 , H 0 ) t 

~~^ - g+ ―^— 


dF ,( G 0 , H 0 ) 
~ dH 


dF 2 ( G 0 , H 0 ) dF 2 ( G 0 , H 0 ) 

Ir ,m 3 - 77 i 


m 4 =- 

8 G 

-, m 3 = 

dH 

则方程可化为 

声… 


h h +^(0, 


id/i 

n 3 h + n 



ift = 

l 4g^ 


其中 m ,_ 均为正常数.这便是糖尿病检测模型. 

若取摄人葡萄糖完毕以后的某时刻作为初始时刻 f =0,则有 
A 0 ^0(«>0).上述模型可进一步化为 g 的二阶方程，对第一个 
方程求导，再消去方程中的 h ， 有 

+ ( m i + m 3^ + ( m , m 3 + m 2 mjg =0, 


即有形式 

^ +2a ft +< ° lg=0 - 

此为二阶线性齐次方程.因《 >0,当+ 00时解 g ( o — 0即趋于 
平衡值，这与实际相符. 
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经实际数据检验，可用二阶线性齐次方程的自然周期 r 。= 
2 tt / w 0 进行检 测：当 r 。 <4时为正常，而当 r 。 >4时表示有轻微糖 
尿病. 

由于模型是按泰勒级数展开简化的，仅适用于小偏差情形，因 
此此模型结论仅适合检测是否有轻微糖尿病. 

(4) 兰彻斯特战斗理论1915年英国工程师兰彻斯特 （ L . 
W . Lanchester ) 曾提出第一次世界大战的空战模型，首先提出用常 
微分方程组描述敌我双方兵力消灭过程，后来形成兰彻斯特战斗 
理论或战斗动态理论，用于描述各种战争，从孤立的战斗到整个战 
争，也包括常规战、游击战及混合战等. 

设两支部队交战,*(0和 yO ) 分别表示*时刻两支部队的力 
量，可折算为兵员数量」以天计，力量包括士兵数量与士气、武器 
数量与质量、指挥员素质、人员与物资的补给等因素.实际上每支 
部队的力量变化应由自然损失率 （0 W ?) 、战斗损失率 （ CLK ) 及补 

充率 （ W ?) 组成，即 -(OLR + CLR) +/?/?， 对另一支部队也 

-样 • 

对于常规战，兰彻斯特作战模型为 

= - ax - by + P(t) , 

Qt 

^ = -cx -dy + Q(t), 

其中 a,b,c,d 为非负常数.当双方没有自然损失和增援情况下为 

有解 

W -cx =byl -cx\ =K, 

称为平方律模型或双曲 模型. 如图 5. 4( a ). 双方战斗成败决定于 
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/^^^-(^:尺〜^获胜：/^❹一获胜^^时为平局-因办二 
r y P r ,c = r , PlJ r 为射击率， p 为命中率.由 A ：>0 得(^^ 2 >| = 

兵员的平方影响着兵力. 

r rPr 



对于两支游击战部队，因战斗损失率不但决定于对方兵员，也 
与己方兵员数量成正比.因此游击战模型为 

1 竞 = -ax-gxy + P(t) , 

努= - dy-hxy + Q(t ) , 

其中为非负常数 . g , A 称为战斗效果系数.当双方没有自 
然损失和增援情况下为 

\ft = ~ gXy ' 

[ft = ~ hxy ' 

有解 

gy - hx = gy 0 - hx 0 = L , 

称为线性律模型，虽然模型本身是非线 性的. 如图 5.4( b ). 双方战 
斗成败决定于 △ = gy 。>0， y 获胜 ； L <0， x 获胜 ； L =0时为 

平局•因 S = r r p y = r y j -, h = r xPt = r % ，其中命中率 p 由一次射击 
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的有效面积 遞以对 方活动面积…。时耷十竞，增加 

活动面积和增加兵员作用一样. 



图 5.4( b ) 线性律模型 


当两支部队一支为游击队一支为常规部队时，形成混合作战 

模型 

dx rw \ 

- ax -gxy ^ P ( t ) 9 

^ = -CX -dy + Q ^ t ) , 

其中 a ， g ， C ， d 为非负常数.当双方没有自然损失和增援情况下为 
dx 

|d7 = -㈣ ， 

l ^ = 

有解 

gy 2 - 2 c * = gy \ - 2 cx 0 = M , 

称为抛物律模型.如图 5.4( c ). 双方战斗成败决定于 M = gyl ~ 
2 cx 0 : M > 0 ,y 获胜 ； M <0，* 获胜 ； M = 0时为平局•因 c = r x p x , g = 

r y p y = r , 故 W >0 时有 

(M 2 >2£.J_ =2 ^.^.-L. 

\ *0 / S *0 r j S y *0 

假设 = 2 r x , p t =0. 1 ,« y = 1 m 2 , A X = 10 s m 2 , x 0 =100,有 
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pA , 


1 _2 xO. 1 x 10 s 
x 0 2 x 1 x 100 


= 100 , 


表明只有常规部队人数 10 倍于游击队人数才能获胜. 


美国 Deithman 分析了第二次世界大战后至1962年所发生的 


混合型常规-游击战的平均兵力比，说明常规部队与游击队兵力 
比最少为8: 1时局势才有利于常规部队.对越南战争中1959、 
1968 ,1973三次战役亦作了分析.与前面的结果接近.参 
见[文9§8]. 


(5) 质点动力学和三体问题单个质点的运动可由牛顿运动 
三定律确定.设质点的质量为为其 坐标; 为其速 
度® 的分量；质点的动量 me 分量为 mv x , mv y , mv z . 则由牛顿第二定 

律有去 (fnv ) = f ■，当 m 为常数时有 m f 或 to g = 


d 2 * v dv y d 2 y „ dv x 

dt 2 dt dt 2 dt 


d 2 z 

d? 


A 其中 


HZ 为作 


用于 m 上的力 F 的分量，而 r = (*, y , z ) •力 F 对点 P 之矩为应 x 
F ， 其中4是力 F 作用线上任一点，如图 5. 5.力 F 对坐标原点之 
矩 rxF 称为力矩 M , 其分量 A /: = y Z - zY , M y = zX - xZ , M t = xY - 
yX 称为力矩 M 的分量或力对坐标轴之矩.动量矩为 H=rxmv , 

有¥=/*)<厂其作用线通过原点的中心力有 rxf =0, 得动量矩 
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守恒定律或面积定律.即行星绕太阳运动的开普勒第二定律.参见 
[§4.3.3-(6)]. 



图 5.5 力 f •对点之矩 


设 n 个质点中第 i 个质点的质量为 m ,.， 向径为，速度为®，，外 
力为 F .， 而表示质点作用于质点 m * 上的力（内力）.由牛顿 

运动定律对质点系有 ，~^ Xm i ( r i xv t ) = Xf , x F ；, 

即总动量和总动量矩均与内力无关.可用坐标、向径分别为 
I m i x i I. m Ji I m i z i Z m . r , 

Xc = T^r， yc =_ ^T， Zc =T^7’ rc = T^r 

的点 c (重心）代替.有 rn & = = M C ，这里总质量 m = 

S •.记 r ,_ = r c + r ;， 质点系对重心的动量矩好 c = X ( r ； x m ,®,.), 

则质点系的总动量矩为好= H c + r c x X ，且有，这里 

M c = Z ( r ； xO 为外力对重心的矩. 

考虑单纯移动的坐标系 0 fIrf ， 设其原点为 Q , Q 的速度为 *v 
在此运动系统中任一质点 m 的向径为 r ， 则 m 对一固定坐标系的 

速度为％ +«，这里》= $ • 由牛顿第二定律有 = 

即牛顿第二定律对一相对移动坐标系的运动仍成立，但要加一附 
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加力-•对 n 个质点系统，此附加力对所有质点相 

互平行，即对重心有 m ^ = I F - m 且¥ =汾- 
cU cU at 

m ( r c x ^) ，这里 ST 为力系对原点 <? 的主矩.于是当重心选为 
原点 /V =0时，或动的坐标系以不变速度移动> =0日子， 
有 f = 钇 

假设坐标系以等角速度/2绕一固定轴转动，则质点 m 的绝对 
速度为*»。 =^+ nxr . 绝对加速度为 fl =4+/2 xi ;。 = & + 

2/2 xf +/2 x «« X /•，其第一项为相对于转动坐标系的加速度，其 
余项由参考坐标系的转动引起.为符合牛顿第二定律，须假定一个 
等于 - m [ 2 /2>^ + /2 x /2 x /^ 的力作用于每一质点上，第一项 

称为利里奥利 （ Coriolis ) 力，第二项称为离 心力. 

对 n =2的二体问题，可以其中一个质点 M 为坐标原点，另一 

个质点 m 的向径为 / •，则两质点间引力为 f = A %，其中 A 为万有 

引力常数.质点 m 的运动方程为如 

dr r 

[§4. 3. 3 -(7)] 那样求出一质点（人造卫星）相对于另一质点的 
运行轨道.或如[书 §4. 3. 3] 那样利用初值条件求出其初始积分. 
对 n =3 的三体问题，其运动方程为 
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/ m.nij m,m,\ . 

其中 - _ L _ i + J _1 + _1_ L 为三体问题的位函数.运动方 

V r !2 r 23 r 3l / 

程是 18 阶的方程组，利用能量守恒、线动量守恒、角动量（动量 
矩）守恒等可求出10个首次积分•参看[文 18( 上） §3.4.8]. 



图 5.6 刚体平面运动 


_(6)刚体运动与陀螺仪设 n 个质点的质点系，如果质点系 
中质点之间的距离不变，则称为刚性系统，如前面[ §5.3.3 - 

(5)] 中所述，刚性系统的运动由方程所 

表示的重心的移动和转动描述.考虑刚体的平面运动，即刚体内所 
有点在平行于平面的平面内 运动. 如图 5. 6,引人平行于固定 
坐标系 Oxyz 而原点固定于刚体重心 C 的活动坐标系刚体的 
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运动可由速度分量 =~^， v rc 及刚体绕 （ 轴的旋转角速度 

M = 穿决定. 由于动量分量为 j TOV » e ， mt V e ， 0 ! ，其中 m 为刚体质量. 

动量矩仅2轴分量不为零，对重心 C 而言它为 // f = S = 

=0>々，其中 r .+ 是任一点到 （ 轴的距离，/, = Im . rf 是刚体 

对（轴的转动惯量.这样刚体的运动方程为 m ^ = AT , m ^ = y , 

= 其中 x ， y 为合力的分量， M c 为刚体对（轴的主矩.对 

刚体绕一固定点的运动同样可选固定点作为原点，并视为绕通过 
该点的一瞬时轴的纯转动 . &表示其转动的角速度，则对刚体中的 
任一点有广，而对此点的动量矩为& = XV ,)= 

x ( « X ^, ) ] - - at ) ，写成分量为 

H , = 1 凡 - Ky^y - L,(O s , 

H y = -1^(0^ + I r at r - I r ,oj,, 

H ,= - - Lr^y + 

其中 

L = Iwi,.(y? +zf) ,/ iy = / y , = I m i x i y i , 
l y = +*• ) ，/^ =/^ = S mjiZ., 

/, = Sm^x* +y?) ，/„=/„ = lm i 2 i x r 
H ， I . 称为对应轴的转动惯量，/„称为对应轴的惯性积. 

刚体运动方程为¥=汾，即 ¥ =紇，$ =财,,¥ =虼（初为刚 

体对固定点的主矩）.这些转动惯量是对空间的固定轴而言，故随 
时间而变.欧拉证明随刚体旋转的活动坐标系也成立，得到&与 
转动惯量均与时间无关的欧拉方程. 

对关于轴对称的旋转刚体，用附标1 ,2，3代表固定于刚体上 
的坐标轴（刚体轴），刚体对这些轴的转动惯量/,，/ 2 ，/ 3 和惯性积 
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/ |2 ,/ 23 ,/ 3| 由固定点位置、坐标系方向和刚体质量分布决定.可以 
证明，对质量的任一种分布，均可找到三个相互垂直的轴，使其惯 
性积为零.这样的轴称为惯性主轴，对应的转动惯量称为 
主转动惯量.当时称为对称陀螺或对称迴转仪，第三主轴称 
为陀螺的对称轴.陀螺或迴转仪是航海、航空导航的重要工具.对 
称陀螺的最重要的运动形式为进动，即物体绕其对称轴以角速度 
转动，同时又使物体的对称轴以角速度 M 绕空间一固定轴（如 z 
轴）转动，则可得到进动.此时如图 5. 7( a ), 对称轴画出一圆锥面， 
其顶角为 20， S > 是与 m 之和，它绕 2 轴转动.引人原点在固定点 
的活动坐标系 IV ，以 轴为对称轴4轴正交于 （ 并位于4平面 
内.当没有外力作用时力矩为零，动量矩保持不变，这要求丑与 z 
轴重合，如图 5.7( b ) ，这时应满足条件 C(0+/jlcos 0 )sin 0 - Afxsin 0 . 

cos 0=0,即 7^7, 此即为没有外力而能保持进动运 
cos 0 C - A 

动的条件，称为自由进动条件.现计算进动运动保持角速度 m 不变 

需要的力矩 A /， 对陀螺进动有汾=4 x &， 即¥=汾=卢 XH . 如图 

5. 7( c ) ，因？ I 由 H ( , H ( 组成，于是 W = C (/2 +/acos 0 )sin 0 - Afj, 2 sin 0 • 
cos 0 .力矩 M 绕 v 轴作用，而 77 轴正 交于# 平面.当设=90。时 
Af = C /^， 即如果陀螺的对称轴与进动轴正交，则保持进动所需要 
的力矩等于 - M 称为进动力矩或迴转力矩.参看[文11 §3.6 
和 §3.7]. 

_ (7) 飞机的运动将飞机视为一个刚体，对称于一垂直平面， 
假设它的运动由其重心在此平面内的一个移动及绕一垂直对称平 
面的轴的一个转动组成.如图 5. 8( a )， 运动方程由质量与加速度 
分量的乘积等于诸外力合力的对应分量及角动量的改变率等于诸 
力对重心之矩给出.以《表示重心速度为轨道斜率（向下为 
正）， - D ， L 分别表示空气在运动方向的阻力及其正交方向的升 
力， M 表示其对重心的矩 . m 为飞机质量，/为其对重心的转动惯 
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图 5.7 对称陀螺的进动 

量•史表示飞机飞行倾斜角（冲击 角）. 如图 5. 8(b). 因加速度的两 
个分量为去及后式相当于向心加速度而及是曲率半径， 

即士 =^， 5 为沿轨道弧长，即 可用 〆 窖代替于是飞机的运 
动方程为 
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图 5. 8 飞机的运动 


当任一瞬间推进力等于牵引力即 D =0且力矩 M 足够大使冲 
击角为常量时，飞机产生的运动称为起伏运动•此时有 A (鲁) = 

gusin 0=客去，这里 z 是重心的垂直坐标（向下为 正）. 如取速度为 
零时的高度 Z 为原点，则上式可积分得 t ； = s/lgz. 因冲击角为常 
量，升力 i 可表示为乙 = =TO 其中 t ；。 为均匀水平飞 


行的速度， I ；〗 为速度高度.将其代人运动方程并考虑到 f 

= 碧患=尝如沒，得到 2zsin 0 f z = -j[ + cose ^^ = j[^ 
d(cos e) = _£^ + 如容易积分得⑼以 = e - 倚 (J 士 +y4 ) 


= - f - + ^- 这便是起伏运动飞机的一切飞行轨迹.如图 5.6( b ) ，当 
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水平飞行 COS 0 = 1 时（=1，>1 =y. 只当^ •>()， -l^COS 0^1 时有 
物理意义. 

还可从飞机的运动方程出发进一步讨论飞机的纵向运动的稳 
定性，它属于非保守系统的微幅振动.可参考[文11 §6.8]. 

• (8) 电子电路的微分方程 斯梅尔 （ S . Smale ) 曾用动力系 
统、微分方程的现代数学观点建立电子电 路的一 般理论，给出求一 
类电网络或电路的常微分方程方法.考虑在 R 3 中由线性有向图 
表示的电阻器、电容器和电感器组成的网络，图中含有 a 个点（称 
为结点）的结点有限集4和6个线段（称为支路）的支路有限集 
支路的端点为结点，不同支路只能在结点相交，支路有向，每个 
支路/3从端点到端点芦 + ，/ Sefi 的边界 是集明 = p ~ U /3' 将结 
点集和支路集排序，以序号对应之. 

定义网络的电流状态是某点 i ( i ,， …， i 4 ) BR b , i t 表示某时刻 
通过第 A 个支路的电流，此时的 R 1 可写为汉记谬为笛卡儿空间 
R °， 定义线性映射七.7―级，其中（必）„=无 s afi i p ,e afi = H^ = 

fie B 

«)，-1(办_ = a )，0( 其他），即由 /3 流人（流岀）结点 a 的电流.于 
是基尔霍夫电流定律 （ KCL ) 等价于 di =0. 

同样，定义网络的电压状态为一点 e 表示 
第 A : 个支路两端的电压降，此时 R 4 写为纷.基尔霍夫电压定律 
( KVL ) 等价于存在实函数 VM — R , 使得对每个芦 e = 
V(/T) -V(/3'). 

考虑网络中的装置，对第 p 个支路的电阻器的电流、电压有函 
数关系 *V =/ d p ) ，称此为广义欧姆定律.设 A 是电感器支路，则其 

*' a ^ a 应满足条件 = 称为电感.而对第 y 个支路的 

# _ 

电容器，则应满足 c y ( Vy )^ = i y , c y 称为电容. 
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把空间 欢和由 7定义的对偶（伴随）空间等同起来，并定 
义满足 KCL 、 KVL 和广义欧姆定律条件的状态构成的子空间五= 
1(*^) eWxy * 丨.在一般的条件下，之是一个流形，微分方程可以 
在流形上定义.电路网络中的电容器和电感器决定 I ：上的微分方 
程，其对应的流（轨线 ）0, 描述了状态是怎样随时间变化. 

详细内容可参看[文21 §10.5] 或斯梅尔在 《微 分几何杂志》（美） 
上发表的文章. 

§5.3.4 历史与人物 

(1) 简史（微分方程组）线性常微分方程和线性常微分方 
程组理论是常微分方程理论中基本上完整、在实际问题中应用广 
泛的一部分 . n 阶齐次线性常微分方程组的解满足叠加原理，其通 
解构成 n 维线性空间.其基解矩阵具有若尔当标准形式. 

早期，除了个别情形外，有关方程组的研究主要是讨论天文学 
问题.二体或《体问题本质上是求解常微分方程组，虽然往往化为 
求解单独一个方程的问题.牛顿虽然解决了二体问题，但他是用几 
何方法解 决的. 直至1734年丹尼尔 • 伯努利（约翰的儿子）才用 
分析方法研究二体问题并得到法国科学院的奖金.后来欧拉研究 
行星和彗星的运动时就完全用分析方法了. 1772年拉格朗日的得 
奖论文是 《论 三体问题》.拉普拉斯的大半生都致力于天体力学的 
研究，包括 n 体问题和太阳系的稳定性，并创造了很多数学方法. 
哈密顿也研究天体力学并担任爱尔兰皇家天文台台长，提出著名 
的哈密顿力学原理.欧拉和克莱罗曾因难于求得一般三体问题的 
精确解而转向研究其近似解. 

(2) 拉格朗日 （ J . L . Lagrange ,1736—1813) 生于都灵，为法 
意混血后代.19岁时即被聘为皇家炮兵学院数学教授.不喜欢几 
何,但在变分法和分析力学方面弯杰出发现.在很多方面推进和改 
进了欧拉的工作，如解等周问题的乘子方法.其杰作《分析力学》 
(1788) 把普通力学统一起来，是“一种科学诗篇”（哈密顿 语）. 
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1776 年欧拉离开柏林去彼得堡时建议聘请拉格朗日接替他的工 
作.拉格朗日在柏林工作20年后转聘到巴黎，曾领导建立了米制 
度量衡. 

(3) 拉普拉斯 （ P . S . Laplace ,1749—1827) 法国数学家兼理 
论天文学家 .24 岁时就已应用牛顿引力定律深人研究整个太阳 
系.曾著有五卷巨著《天体力学>(1799—1825)，书中的位势论述 
影响深远.另一部七百多页的巨著是 《关 于概率的解析理论》 
(1812)，书中信手运用拉普拉斯变换、生成函数等复杂数学工具. 
他在论述中往往不提前人成果，但也慷慨帮助年轻科学家.他还热 
衷活跃于法国政坛. 

(4) 哈密顿 （ W . R . H am ilt on ，1805—1865) 爱尔兰数学家和 
数学物理学家.是个岀名的神童，据说13岁时就掌握了 13种语 
言. 当他还在都柏林的三一学院求学时，就被任命为该学院的天文 
学教授，并自动成为爱尔兰皇家天文台台长.在30岁时即提出一 
个单独的原理，并表明光学和力学只不过是变分法的两个侧面.曾 
独立于高斯给出复数的严密理论，并发现了四元数. 

(5) 若尔当 （ C . Jordan . 1838—1922) 法国数学家，法国科学 
院 院士. 主要工作在分析和群论方面，证明了单闭曲线将平面分成 
两个区域，系统地发展了有限群论，是使伽罗瓦理论显著增色的第 
—人.他的 《分析 教程》是19世纪后期分析的标准读本.他的著名 
的学生有 F . 克莱因和 M . S . 李等. 

历史人物尚有 ：牛顿 （[§1.3.4 - (1)])，欧拉 （[§1.3.4 - 
(2)])，伯努利家族 ([ §2.3.4-(3)]),克莱罗 （[ §3.3.4-(5)]). 

§5.4 习题与习题解答 


§5.4.1 测试练习解答 

1. (1) 设 & =( p , x 2 = x [ =< p ’ ，方程化为 
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*1 =*2. 

x' 2 - - (o 2 x { -2nx 2 + Hsin pt. 

(2) 设 *, =y,x 2 =x[ = y’ ， x 3 =z,x 4 = z ’， 方程化为 
x[ =x 2 , 

x'i = ~a,x 2 -b,x, -c,x 4 , 
x' 3 =x a , 

x\ - - a 2 x 4 - b 2 x 3 - c 2 x 2 . 

(3) 设; K , =x,y 2 =y\ =/, 方程化为 

yj = y 2 . 

y'i = -^(yi) -/(r.)y 2 - 

2. (1) 由第 2 式得 *=4 y + /， 再取导数有/ =4/+ y ". 将得 
到的*，*'代入第1式便得4 〆 + y ” =3(4 y + 〆 ） -10 y , y * + 〆 - 2 y 
= 0. 再利用第 2 式及初值条件知/(0) =8-4=4. 最后得到等价 
的微分方程为 

y" + y' - 2y =0 ,y(0) =l ， y’ （ 0) =4. 

上面二阶方程的特征方程为 A 2 + A -2 = (A +2 )(A -1) =0, 
有根 A = -2,1. 方程的通解为 y = c I e - 2, + c 2 e , . 满足初值条件的解 
为 y = - e~ 2t +2e' 及 a ： = -2 e " 2 ' + 10 e '. 

(2) 由第1式有 y = f +*，, y ，= - 含 + f + K 代入第2式得 

— X + tx r + t 2 x n = ^2x + x + tx r 9 t 2 x n =0. 

等价的微分方程为 X H = 0 . 它有通解 ^= Cl f + c 2 , r =2 c , +X 

或由第 2 式有戈代人 
第1式可得 

Y^y~ l y' ~ t2 y") = -y( f y- f2 r , ) +«y,t 2 (^+2/> =o. 


334 



等价的微分方程为 ty n +2y' = 0 .令 2 =/，可化为 tz f +2z=0,z = 

■，有 / = —r~- 通解为 y = - 7 - + c 2 . 进而 X = ^-(ty - t 2 y') 
t t ^ ^ 


tc 2 


3. 不一定能将微分方程组化为等价的微分方程，如两个各自 
独立的微分方程组， =/(t,*),/ =g(t，y) 便不能合并化为等价的 
微分方程. 

4. 线性微分方程组， =AO)x 解的朗斯基行列式的 性质： 

(1) 其基本解组的朗斯基行列式恒不 为零； 

(2) 若方程的解线性无关，则在方程定义的区间矣6上 
它们的朗斯基行列式 w(0_o ; 

(3) 若方程的解线性相关，则在区间《幻矣6上取⑴=0; 

(4) 方程的任意 n 个解所构成的朗斯基行列式有取（0 = 
识0。 ）e ,{ o [ -(*) +•»(•>♦••_ + 〜■⑴，其中 A G) = [ 〜 （ 0 ] •见[书习题 
5.2-2]. 

5. (1) 矩阵4的特征方程为 

I A + 3 — 2 I 7 

det( \E - A ) = = A 2 +2A + 5 = 0. 

I 4 A-1 I 

有共轭复根 A,, 2 = -1 ±2i. A, = -1 +2i 的特征向量 《 = [ u ,, u 2 ] t 
满足 


( A ,£- A )“ = [ 


2 + 2i 
4 


-2 

— 2 + 2i , , u 2 


(2 + 2i ) u , -2 u 2 
4 u , + ( -2 +2 i ) u 2 


BP «= a [ l,l + i ] T , 其中 a #0 为任意常数.同样， A 2 = -1 - 2 i 的 
特征向量 t > 满足 


(\ 2 E — A)v 



-2 [ (2 -2 i )», -2v 2 

-2-2 ijUJ "[ 4 ^ +( -2 - 2i ) v 2 , 


= 0 , 


BP « =^[ 1,1 - i ] T ， 其中沒为任意常数 • 
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(2) 特征方程为 

A -1 

det ( A 五 -A) = - 1 A + 1 

0 -1 


1 = A 3 +2 A 2 +A = A(A +1) 2 =0. 
A +1 


有单根 A , =0 和 2 重根 A 2 . 3 = -1. 特征根 A , =0 的特征向量 w = 
O ,， u 2 , u 3 ] t 满足 


{\\E — A) u = 

' 0 

-1 

-i r 

l l 

u 2 

_ 

_ a 2 + u 3 . 

- u , +u 2 + u 3 


- 0 

-l i. 

L W 3」 


- u 2 + u 3 


有解 《= a [2， l ， l ] T ， 其中 a #0 为任意常数.同样 ,2 重根 A 2 , 3 = 
-1 的特殊向量 p =0" t ； 2 ，》 3 ] T 满足 


(A 2 , 3 五 - A) 2 v = 

'-i -i r 

-1 0 1 

2 

V 2 

= 

•2 0 -T 

10 -1 

•V 

V 2 


. o -1 0. 


- V 3. 


.1 0 -1. 

- V 3. 


2v, -2 v 3 ' 
v , - v 3 = 0 , 

V l ~ V 3 . 


即® =[/3,7，/8]'其中/3, 7 是不全为零的任意常数. 
(3) 特征方程为 


det ( A £ -A)= 


A — 4 -2 

-1 A -3 
-3 -3 


2 

1 = A 3 -6 A 2 + 12 A -8 = (A -2) 3 =0. 
A +1 


有 3 重特征根 A =2. 设其特殊向量为 « = [«, ，“ 2 ， tt 3 ] T , 它满足 


(\E-A) 3 u = 

■ -2 -2 2_ 

-1 -1 1 

3 

“ 2 

= 

0 0 O ' 

0 0 0 

' u l' 

U 2 


• -3 -3 3. 


- U 3. 


.0 0 0. 

- U 3. 
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有解 《 = [« ， /3,7]' 其中 ct ， P ， y 是不全为零的任意常数 . 


6 . ⑴解 1 


: H 

1 0i r 0 Oi 

[o l ] + [ 2 。]，后两个矩阵可 

交换 




f 1 °1 

|[° °1 

- [0 

0 l-[ 0 V 0 1 

[o lj 

12 OJ 

u 

o] [2 oJ[o lj' 


利用 exp A 展开式及匕 2 =[° 有 


exp(Ai) = exp 


r 1 Oi 

t • exp 

lo iJ F L 


0 0 
2 0 . 


re* Oi / _ 

r0 

0i 

r0 

°r 1 


\t + \ 

10 e*J\ 

L2 

0J 

L2 

oJ 2 ! 1 


= C1. 

解 2 矩阵 A 的特征方程为 
det(A£ -A)~ 


=(A - 1 ) 2 =0, 


A - 1 0 

-2 A -i 

有 2 重特征根 A, =1. 因只有一个子空间 U t ， n t =2 ,代人公式得 


, rO 

0 


1 0 

(叫 2 

0 

) =e 

2t 1. 


(2) 矩阵 A 的特征方程为 

I A — 3 — 1 

det( Ai? -A ) = 、 

I 2 A 

有特征根 A, =2 ， A 2 =1. A, =2 的特征向量 “ = [ U| ， i * 2 ] t 满足 


=A 2 -3A +2 = (A -2)(A -1) =0. 


r - 1 - li r «|1 -u, -U 2l 

(AlE_A)tt = [ 2 2 LJ = U + 2“J =0 ’ 


即 “=«[1 ， -1]' 其中 £ *#0 为任意常数 . 同样， A 2 = l 的特征向 
量 ® = [r ,，》 2 ] t 满足 
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( A 2 £ - A)v = 


-2 - 1 

tV 

二 

2 1. 




-广 2 1 =0 ， 

2», + v 2 J 

即》 =/3[ -1，2] T , 其中 /3#0 为任意常数. 

显然， 《= a [ l , - l] T *c =/3[ -1,2 ] T 是对应 A , 和 A 2 的两 
个线性无关的特征向量，于是有基解矩阵（取 a = 1，沒=1 ) 


由 


r e 2< 

少 ⑴ =[ _ e2 ‘ 

… T=n, 

cp(^0 =0(t)0 '(O) = r 
• ^ 2 < 

= [- t ‘ 


2 e ' 

得 


2 e z , - e * 

+ 2 e * 

(3) 矩阵 4 的特征方程为 
|A 

det ( \ E - A )= 


-e 
e 2< - 
_ e 


2 e 


: .in 


I 

■ e 

+ 2 e '' 


0 

0 A 0 = A 2 (A -3) =0. 

0 0 A -3 

有 2 重根 A ,. 2 =0 和单根 A 3 =3.2 重特征根 A,. 2 =0 的特殊向量 
« = [ u ,， u 2 ， u 3 ] 「满足 



■0 

-1 

0 1 

「< 


■0 

0 

O' 

< 


_ 0 - 

( A , 2^ -A) 2 ii = 

0 

0 

0 

u 2 

= 

0 

0 

0 

u 2 

= 

0 


.0 

0 

-3. 

- U 3. 


■ 0 

0 

9. 

-«3. 


.9u 3 . 


有解 《 = [ a ，) S ，0] T , 其中《，沒是不全为零的任意常数.特征根 
A 3 =3的特征向量 *； = 0, ，* J 2 ，《 3 ] T 满足 



•3 

-1 

O ' 

' v i ~ 


-31；, - v 2 - 

( X 3 E - A) 2 v = 

0 

3 

0 


= 

3 r 2 


.0 

0 

0. 

K」 


0 . 
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即 i ; =[0,0,7] 7 ，其中7 — 0为任意常数. 

显然， 《 = [ a ，3,0] T 和” =[0,0, y ] T 是对应久,, 2 和 A 3 的两个 
线性无关的向量，由 i |= n + » 知有 


• V 


• oT 


•0- 


" a " 

V 2 

= 

p 

+ 

0 

二 

p 

. Vi . 


. 0 . 


- r - 


- 7 - 


根据公式有满足初值条件史 (0) = V 的解 
<p{t) = e°(E + tA)u + e 3 E v 


'1 

t 

0 ■ 


•1 

0 

O' 


' a+tp- 

0 

1 

0 

II + e 3< • 

0 

1 

0 

V = 

P 

•0 

0 

1 +3t. 


.0 

0 

1. 


- e 3 r - 


依次令 1? 为（丨，0,0)\(0，1,0)'(0,0，1) 7 ，可得三个线性无关的 
解，以其为列，有 


exp(Af) = 
(1) 方程可表为 


1 t 0 
0 1 0 
Lo 0 e 3 ' 


, r 3 11 3i 

^=A Z+/ (0,z = [ y ],A = [_ 2 0 ] ， /(O=[； e .,]. 


由第 6 题 （2) 知对应齐次方程有基解矩阵 

2i I 

2e - e e 


exp (AO = 


Ze 

一 -2e 21 


+ 2e £ 


+ 2e 


I 


利用非齐次线性方程的常数变易公式 

4^(0 =e\p(At)7i + J exp[/l(« - 5 ) ]/(s)ds 

知解为指数函数组合形式. 

(2) 方程可表为 
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— 0 1 O' 


_5 t 2 _ 

u ' =Au +/(«) ,u = 

yi 

.2. 

A = 

0 0 0 

-0 0 3. 

，/ (0 = 

It 

e 

. t - 


由第 6 题 （3) 知对应齐次方程有基解矩阵 

1 t 0 ■ 

exp ( At ) =01 0 

.0 0 e 3 ‘- 


利用非齐次线性方程的常数变易公式 


< p { t ) = exp ( At)rf + f exp [ i 4 (t - i ) ] f ( s)ds 
Jo 


知解为 《 的多项式及指数函数组合形式. 
(3) 方程可表为 



■*i 


_ 2-i r 


0* 

u ’ = Au y u = 

r 

.zl 

,A = 

1 0 1 

.-3 1 -2. 

，“ (0)= 

0 

. 1 . 


其特征方程 


det (XE - A ) 


-2 

-1 

3 


A -1 = A 3 -A 
-1 A +2 


= A(A +1 )(A -1) =0. 

有特征根 A , =0, A 2 = -1, A , =1. 特征根 A , =0 的特征向量 《 = 
[u, ,u 2 ,u 3 ] t 满足 



■ -2 1 -r 



~ -2 u , + u 2 _ u 3 _ 

( A , J ? - A)u = 

-1 0-1 

U 2 

= 

— U | — 


.3-1 2. 

.« 3 . 


. 3U 1 ~ U 2 +2u 3 . 


有解 《 =«[1，1， -1] T , 其中 a ^ O 为任意常数.同样，特征根 A 2 = 
- 1的特征向量》= 0, , v 2 , w 3 ] T 满足 
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■ -3 1 -r 



• - 3 v { + v 2 - v 3 ' 


( A 2 E-A)v = 

-l -l -l 

V 2 

= 

- v x - v 2 一 v 3 

= 0, 


.3-1 1. 

- V 3. 


. 3», - v 2 +« 3 _ 



即 i ; =/3[1,1, -2] T , 其中/3#0为任意常数. A , =1的特征向量 
尸=!>,，/满足 



' -i i -r 

r i ' 


"- r , + r 2 - r 3 

(A 3 £ -A)r = 

-l l -l 

r 2 

= 

- r , + r 2 - r 3 


-3-1 3. 

- r 3. 


3 r , - r 2 +3 r 3 


即 r = y [ l ,0, - I ] 7 , 其中为任意常数. 
方程组的一个基解矩阵为 


4>(0 =1 e ■‘ 0 . 

.-1 -2 e " - e ‘- 

进一步可求少 (0), 从而得到标准基解矩阵 exp ( A 0 = 
少(*)少 _1 (0)，再利用初值条件《(0)求得指数形式的特解以0 = 
[ exp(AO ]«(0). 

8. (1) 特征方程有共轭复根 A ,. 2 = -1 ±2 i ， 实部为负，其任 
一解当 t -^ + oo 时均趋于零.方程零解渐近稳定. 

(2) 特征方程有单根 A , =0和2重根 A 2 , 3 = -1，实部均非 
正，且零实部根为 单根. 方程的解有界.方程零解稳定. 

(3) 特征方程有3重特征根 A =2,实部为正.方程的非零解 
当+ * 时均趋于无穷.方程零解不稳定. 

§5.4.2 补充习题解答 


1. (1) 由[§5.2.3-5(1)]，矩阵她有特征值 < \,, 2 = -1 ±2 i 
及特征向量 《= a [ l，l + i ] T , t » =/3[1,1 - i ] T . 其基解矩阵为 


00 ) = 


(1 + i ) e (. 


(1 - i ) e ( -'- 2i)l J 
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因少 - 1 (0) 



，得标准基解 


矩阵 

exp (At) =4>(<)<P -1 (0) 


e ( - 1 4-2i)< e (- 丨 " 2i), 

-1 +i 

1 

(l+i)e ( - 1+2i), (l-i)e(- 1 - 2 …. 

1 +i 

- 1 . 


j_ . r(l +i)e 2,i +(\ -i)e' 2,i -ie 21 ' +ie' 2,i 

2 2\^' -2ie _2,i (1-Oe 2 ^+(1+i)e _2,i 


[ -sin 2t + cos 2t sin 2t l 

- 2sin 2t sin 2t + cos 2t\ 

(2) 由 [ §5.2.3 -5(2)], 矩阵 A 有单特征值 A, =0 和 2 重 
特征值 A 2 . 3 = -1 ，特征向量为 《 =a[2 ， l ， l] T ，》 =[/3 ， y ， /3 ] T . 由 
初值向量 iy=«+c 可得 



•叫 


2a 

”=| 

71 A 

= ||+9 = 

a +y 


• ”3 」 


. a +)3 . 


a=rh ~Vi +2 ^3.r = ~V t + V2 + Vi- 

于是满足条件史 (0) 的解为 

<p( t) = Eu + e _, [E + t(A + E)]v 


■2i7, 

-2( 


■i+f t -r 

• -^.+2^3 - 


_V3 

+ e 

t i - 1 

~Vl +V2+V3 

-Vi 

. 


. o t 1 . 

.-V\ +2t?3 . 


依次令 ” 为（ 1,0,0)'(0,1,0)'(0,0,1 广可得到三个线性无关 
的解，以其为列最后得标准基解矩阵 

■2 - (1 +0e"' te' 1 -2 + (2+t)e _ “ 
exp(At) = 1 -e"' e' 1 -1 +e _, 

.1-(1 +0e _， te l -1 +(2 +0e'*. 


342 



(3) 由[ §5.2.3-5(3)], 矩阵 4 有 3 重特征值 A =2 .利用 
公式（见[书 §5.3.2-(5.53)])有 


^E + t(A 

-2E) 

+ ^(A-2E) 2 

■1 +2t 

2t 

-It - 


t 

1 +t 

- 1 


. 3t 

3t 

1 -3t. 



2. (1) 由 [ §5.2.3-7(1)]，有 

z’=Az+/(0，z = 「 l ， A= 」 *] ,/(0 =| 


e 

2e — 


及 


- 2t I 4.% I 

r 2e - e e - e ] 

!XPUO= l-2e^ + 2e* ?+J’ 


于是 


<p(t) =e\p(At)ij + J exp[A(t -s) ]/(s)ds 

O 办2| i ( 2< < • 

2 e 17 , -e 77 , +e r) 2 - e r) 2 
. -2e 2， Tf i +2e'ri l - e 2 'ri 2 + 2e'rf 2 
2e 2 '*' -e'* 2 * + 2 e 2 " 3 * - 2 e' 


r' 2e 

Jo -2e 2 … 


+ 2e'* 2 ' -2e 2 " 3 ' +4e" z, 
r 3 j 


2 


ds 


^V\ ~ e， Vi +e %2 -e‘7? 2 

L +2 ^'vi - e \ +2e ’”」 


4 


, 4 2, 

—一. 


4 


2 


2 


-e 3 * --^-e~* +-y-e 21 +e* 

e 3 , +ye*' + ^2 Vl + t/ 2 -yje 2 ' -|t 7, +if 2 +yje' 
4 


4 


3 + ( ~ 2 Vi ~V2 + 了 )。 + ( 2 Vi +2 V2 + !) e， J 

(2) 由 [§5.2.3-7(2)]， 有 
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' x~ 


— 0 

1 

O' 

y 

，A = 

0 

0 

0 



■ 0 

0 

3. 


/(O = e 2< ， exp(At) =01 0 

. 」 Lo 0 e 31 . 


1 t 「1 t-s 

tp(t) = 0 1 0 Vi + j o 1 

— 0 0 eU 0 |_0 0 

V\ + '5s 2 + (t - s)e 2 '~ 

=Vi + f e 2 * 

Jo 

3i 3 ( 1-0 

. e ^3 」 L 5e 」 


Vi +^ 2 " 
V2 

3 t 

■ e ^3 - 


5 3 1 1 / 2 * ，、■ 

t' _n( e - 1 ) 

+ y ( e 2, - l ) 

4-( -3 卜 1 +e 3 *) 


V\ +t V2 + y« 3 + ^7(e 2 * -1) 

= V 2 + y ( e 2< - O 

(”3 + y ) e 3< + 1) 

(3) 由 [ §5.2.3-7(3 )]， 有 

「 2-1 r 

u' =Au,u = y ,A = 1 0 1 ,i 
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利用初值条件 《(0) =[0,0，1] T , 有 

[ exp(AO ] a (0) = [0(0^ ' (0) ] m (0) 



有 2 重特征根 A =0. 直接利用矩阵指数函数式（见[书 §5.3.2- 
(5.53)]) 

[1 + 2 t At 1 
exp ( AO = 五 + ^4 = 丨 I • 

L -t 1 - 2 t \ 


通解为 [ exp(AO ]c = 


(1 +2 t ) c , +4 fc 2 


或 * = 


- l -% + (1-蛛 2 厂 

y = - tc , +(1 -2 t ) c 2 .其中 Cl ， c 2 为任意常数. 
(2) 特征方程为 


( 1 + 2 t ) c , + 4 tc 2 , 


A -1 1 

- 1 A -1 0 = A(A - l ) 2 =0, 

-1 0 A -1 
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得单根 A =0,2重特征值 A = 1.对应 A =0的特征向量满足 


(\E -A)u = 

' 0 

-1 

-1 

-1 

r 

0 

u 2 

= 

- -u 2 + u 3 ' 

~ U l ~ U 2 

= 0 9 ii = a 

■ -r 

l 


_ -1 

0 

- i . 

- U 3. 


■ ~«3. 


.l. 


其中 a^O 为任意常数.对应2重特征值 A = 1的特殊向量满足 


(XE - A) 2 v = 

■ 1 -1 

-1 0 

r 

0 

2 

•V 

V 2 

_ 


.-.1 0 

o . 


- V 3. 



V 2 

L«3. 


v,-v 2 +v 3 1 p 

-v x +v 2 -v 3 =0,t> = y 
-t;, +v 2 _ v 3 」 Ly _ 卢」 

其中沒， y 是不全为零的任意常数. 

对初值条件 ^(0) = tj 有 i 7= tt + u ，即 


■ - a +/3 - 


- - r 


■ -r 

a + y 

9 u =a 

l 

=( - Vi + V2~V 3 ) 

l 

.a -p +y. 


.i. 


.i. 



■ P ' 


Vi -m 

= 

r 

= 

Vl + V3 


y -P- 


.V 1 -V 2 +2%. 


由矩阵指数函数式（见 [ 书§ 5.3.2 - (5.52)]) 得方程满足初值条 
件*(0) = iy 的解 

x =u + e'[E + t(A - E)]i; 


=(-Vl + V2 -V 3 ) 

■ -r 

1 

+ e 1 

1 

t 

t -t 

1 0 

V 2 ~V3 

Vl +% 


. 1 . 


. t 

0 1 . 

.V 1 -V 2 +2 Vi. 
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■ - r 


Vi ~V3 

(- Vi + V 2 - Vi ) 

1 

+ e 1 

V \ +% + t ( V 2 - V 3 ) 


. l . 


.Vi - V 2 +2 Vi +*( t ?2 -^ s ). 


依次取为 （1，0,0)\(0，1，0) 7 ，（0,0，1) 1 可得 

■ 1 -1 + e* 1 -e* - 

exp(AO = - 1 + e* 1 +te* -l+(l-f)e‘. 

- —1 + e* 1+(-l+f)e‘ —1 +(2—t)e*. 

(3) 特征方程为 
A -3 -1 1 

-1 A -3 1 = A 3 -5 A 2 +8 A -4 = (A -2 ) 2 (A -1) =0, 

-3 -3 A +1 

得单根 A =1,2 重特征值 A =2 .对应 A = 1 的特征向量满足 


■ -2 

(\E-A)u = -1 
.-3 



一 2u, 一 u 2 + u 3 " 


T 

- u, - 2u 2 + u 3 

= 0, n = a 

1 

■3u, -3a 2 + 2 u 3 _ 


.3. 


其中 a #0 为任意常数.对应2重特征值 A =2的特殊向量 *; 满足 


(\E -A) 2 v = 

■ -i -i r 

-1 -1 1 

2 

•V 

V 2 


'-i -i r 

-l -l l 

V 2 


- -3 -3 3 — 


■ V 3. 


• -3 -3 3. 

• V 3- 



" -v, -V 2 +v 3 ■ 


'p ' 

_ ! 

-v 2 + v 3 

，霣 = 

y 


- 3v { -3 v 2 +3t; 3 _ 


-P + y - 


其中沒 , y 是不全为零的任意常数. 

对初值条件 ■*((>) =7 f 有 17=14+1；,即 
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'a +P 


r 


r 

V = 

a+y 

.3a +/3 + y. 

=a 

l 

.3. 

=(- Vi ~V2 + Vi) 

l 

.3. 



■ p ■ 


2 巧 1 + Vz ~V3 

V = 

y i 

= 

Vi +2 Vi - Vi 


LiS + rJ 


. 3 V\ +3 Vi -2^3. 


由矩阵指数函数式（见 [ 书 §5. 3.2-(5.52 )]) 得方程满足初值条 
件 j ： (0) =»!的解 
x =e'u +e 2, [E +t(A -2E)]v 

2 % +tj 2 - m ' 

m +2 Vi -m 

3 Vi +3 ”2 - 2 t 73 . 



r 


• 2% +tj 2 " 

(~Vl ~Vl + ”3) e ’ 

l 


V、 +2 Vi ~V3 


.3. 


. 3 Vi +3t? 2 ~2ij 3 


依次取 17 为（ 1 ， 0 , 0 )'( 0 ， 1 ， 0 ) 1 ' ，（ 0 , 0 ， 1 ) 7 可得 


exp(At)= 

r 1 2l I 

2e - e 

2i t 

e - e 

2f i 

e - e 

/> 2t t 

Ze - e 

- e 2< + e f 

- e 2< + e 1 


-3e 2 ‘ -3e* 

3e 2 ' -3e' 

-2e 2< +3e. 


4. (1) 特征方程 A 2 =0 有 2 重特征根 A=0 .设方程有基本解 



■r 


'l +t t 

-t 1 

=( - Vi ~V2 +”3)e‘ 

1 

• 3 」 

+ 6^ 

t l +/ 

. 3t 3t 

-t 

l-3j 


x = at + c，y = bt + d ， 
2 4i 


代入方程有 

[；]=[-； -；]([；]-[：])• 

可化为解两个代数方程组 


2 4ir 

ai 2 4i 


= 0, 

- 1 -2j[ 

b\ -1 -2\[ 
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由第 1 个方程组得到关系式+26 =0.由第2个方程组可得 2 C + 
4 d = a = - 2 b . 可取 a =4 c , ,6 = -2 c , ,c =2 c ,,d = c , - c 2 ，则得方程 
的基本解*=4<^ + 2c 2 ，y = - 2 c,t +c, - c 2 ，即 



(2) 特征方程为 A ( A - l ) 2 =0,有单根 A =0,2 重特征值 A = 
1. 对应 A =0,方程有解 x =« e A ‘ ，其特征向量 K 满足 


(\E -A)u = 

- 0 

- 1 

-1 

-1 

r 

0 

' u i' 

u 2 


_li 2 

^ U i 

~ U 2 

= 0 ， II = 

- a" 

a 


. -1 

0 

-i. 

- U 3. 


. -Ii | 

~ U 3 . 


. a. 


对应2重特征值 A =1，方程有解 x = (ta + H 0 e ' 其向量 v ， h » 满足 
(见 [§5.3.2 - (4)]) 

(AE -A)v =0, (\E -A)w= - v . 

即 


( XE-A)v = 

i -i r 

-1 0 0 

V = 

~ V, - v 2 +V 3 ~ 

~ v l 

= 0 ， i? = 

O' 

P 


.-1 o 0. 


_ . 


-P- 


及 


{\E -A)w = -v , 

'w t — w 2 + w 3 ~ 

-w, 

= 

' O' 

_P 

， w = 

' P ' 

r 


~ w \ . 


- -P- 


y -p- 


即方程有解无=«，：1： = (*^ + >»06‘，微分方程组的通解为（取《= 4； ,, 
fi=c 2 t y=c 3 ) 


x, = -c, +c 2 e , 
x 2 = c , + ( c 3 + c 2 t)e ', 
x 3 = c , + ( c 3 - c 2 -¥c 2 t)e. 
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(3) 特征方程为 
A -3 -1 1 

-1 A -3 1 = A 3 -5 A 2 + 8 A -4 = (A - 2 ) 2 (A -1) =0. 

-3 -3 A +1 

得单根 A =1,2 重特征值 A =2 .对应 A = 1 的特征向量满足 



-2 -1 

r 

' u .' 


一 2u t 一 u 2 + u 3 


r 

(\E-A)u = 

-1 -2 

1 

U 2 

= 

- u , -2 u 2 + u 3 

= 0 ， ii = 

l 


■ -3 -3 

2. 

. U 3. 


_ -3 u , -3 u 2 +2 u 3 _ 


■ 3 - 


对应2重特征值久=2，方程有解:《: = (*^ + |0 6 2 ‘，其特征向量1 > ， 
满足（见 [ §5.3.2-(4)]) 


(XE -A)v =0 ， (XE -A)w = - v . 
即 


和 


(\E-A)v 


1 v =0 f v x ^ v 2 — v 3 =0. 
3. 


(XE-A)w=\ -1 






上面两式只有零解.可取》=0,而对 W 则由 w , + w 2 - w 3 =0中取 
两组线性无关组 i = [ l ，0， l ] T 和 & = [0，1，1] T , 从而得到对应2 
重特征值 A =2的两个解 jc = ie 2 ‘,:r =& e 2 ‘. 于是方程组的通解为 

1 x x = c,e' + c 2 e 2< , 
x 2 = c,e f + c 3 e 2< , 

*3 = 3c ie + ( c 2 + c 3 ) e 2 *, 
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其中 q ， c 2 ， c , 为任意常数. 

5. (1) 方程有2重特征值 A =0, 对方程 x '=4 x 可取非奇异 
变换 S 使得其中7为 A =0的若尔当标准形，现用特定 
系数法求 S ,由 4 S = 可列出方 程组： 


2 

4 

r 0 li 

W _ 

-1 

- 2 ]' 

J = 

Lo oj 


[―; X 卜 

[ 2s " +4 ； 2 ' 24,2+4 ： 22 " 5 " 1=0. 

L -5 n -25 2| -J 12 -2s 22 - 5 2i J 

得两个独立方程 + 2s 2I = 0, 2s 12 + ， 可取 S = 

[-1 _;1 ， BPS 叫； I } .于是 

[: 卜叫: h : m ， [:] - rr ]， 


[；]= C ]=[：：( ( -；：：；- 2 ：；]- 


得到方程的通解为 *= c ,(2 f - l ) +2 C2 ，y = Cl ( - t + 1) - c 2 .其中 
c ,, c 2 为任意常数. 

(2) 对矩阵 A 存在非奇异矩阵 S , 使得为若尔当标准形 



' - 

1 

1 

- 

r 

■0 

1 

-r 

■ 

-l 

0 


r 

S'AS = 


1 

0 


i 

1 

1 

0 


l 

1 


0 


. 

0 

1 

- 

i . 

.1 

0 

i . 

. 

i 

1 

- 

i . 


•0 

0 


O ' 

- 

-1 

0 

V 


•0 

0 

0- 


= 

1 

1 


0 


1 

1 

0 

= 

0 

1 

1 

= 


■0 

1 


-1. 


1 

1 

- i . 


• 0 

0 

1. 



^ y = S ~' x 时有 y =办，积分得 y , = C , , y 2 = ( c 2 + c 3 t ) e *, y 3 = 
c 3 e ‘ .即 
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-lo r 



r • "i 

— Cj + c 3 e 

x =Sy = 

1 1 0 

(c 2 +c 3 t)e 

= 

Cj + ( c 2 + c 3 t) e 


li-i. 

.c 3 e 


.c, + (c 2 -c 3 +c 3 0e £ . 


其中 C ,, c 2 , c 3 为任意常数. 

(3) 对矩阵进行相似变换化为若尔当标准形 



-10 0 1 「1 0 0 

0 A — 2 -A +2 ~ 0 A 0 

Lo A -2 - A 2 + 2aJ Lo 0 -( A - 2)(A - 1)J 

•1 0 0 

0 A -2 0 

.0 0 (A -2 )(A -1 )J 

矩阵 A 有初等因子 A - l,A -2 ,A -2 .若尔当标准形及相似变换 


分别为 



.1 

0 

O' 


■1 

1 O' 

= 

0 

2 

0 

9 s = 

1 

0 1 


•0 

0 

2. 


.3 

1 1. 



r 

-1 

-1 


n 


S ' 1 = 2 1 -1 . 

.1 2 - 1 . 

于是 ） =S ' j : 时有/ =/ y , 积分得 y , = c , e ', y 2 = c 2 e 2 l , y 3 = c 3 e 2 '. 即 



•1 1 O' 

• c,e‘_ 


r> < . 2l 

c } e + c 2 e 

x = Sy = 

1 0 1 

2f 

c 2 e 

= 

t . 2l 

c,e + c 3 e 


• 3 1 1. 

2i 

Lc 3 e 


^ I . 2i 2i 

L3c,e + c 2 e +c 3 e 


其中 c ,， c 2 ， C 3 为任意常数. 

6. (1) 方程有2重特征值 A =0 .求解初值问题 
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r 2 = »*!. 

Ti(0) = 1 ,r 2 (0) =0. 

解得 /■, = 1, r 2 .而 /*, = i 4. 最后得 

exp(i4«) =£= (" 1 心 "I. 

L — t 1 一 2t J 

(2) 方程有单根 A , =0, 2 重特征值 A :. 3 = l .求解初值问题 

r \ =0, 

r 2 = r i + ^2 . 

r ； = r 2 + r 3 , 

r \ (0) = 1 ,r 2 (0) =0,r 3 (0) =0. 

解得 r , =1， r 2 = e ‘ - 1， r 3 = (* - 1 ) e ‘ + 1 .而尸 0 =£ ，尸 ，= A ，/» 2 = 
A ( A -£). 最后得 


exp (AO =r l P 0 +r 2 P, +r 3 i» 2 
=E + (e l -1)A + [(t-l)e* +l]A(A -E) 


0 1 

= E + (e*-1) 1 1 


•l] ro 

0 + [(l-De*+1] 1 



Li 

0 1 」 

Ll 0 

iJL i o 


■oi -r 


■0 0 O' 

E + (e' -1) 

1 1 0 

+ [(^-ne'+ljj 

0 1 -1 


• 1 0 1. 


.0 1 -1, 

1 

-1 + e 

1 -e* - 


-1 + e* 

1 +te' 

—1 — (t — 1) e 1 


L - 1 + e* 1 +(t-l)e' 

-1 -( 卜 2)e 、 



(3) 方程有单根 A, =1,2 重特征值 A 2 , 3 =2 . 求解初值问题 


r i = r .. 

r; = r, + 2r 2 ， 
r ； = r 2 + 2r 3 , 

r i (0) - 1 ,r 2 (0) =0,r 3 (0) =0. 
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解得 r , = e ’ ， r 2 = e 2 ‘ - e ’ ， r 3 = (f + 1 ) e 2 ' - e ’ •而尸 , =A - E , P 2 - 
( A -£)(4-2£). 最后得 
exp ( At ) =r,P 0 + r 2 P t + r 3 P 2 

= e , E + ( e 2 * - e ')( A -£) + [( t + l ) e 24 - e](A - E)(A -2 E ) 

■2 i -r 

= e'E + ( e 2 * - e *) 1 2 - 1 + 

.3 3 -2. 

■2i -nri i -r 

[( f + l ) e 2 '- e '] 12-111 -1 

.3 3 -2儿3 3 -3. 

■2 1 -r 

= e'E + ( e 2 ’ - e ’）1 2 - 1 + 

• 3 3-2. 

0 0 O' 

[( t + l ) e 2 ' - e 1 ] OOO 
.0 0 0. 

- 2 e 2 * - e 1 e 2 *- e * - e 2 *+ e * - 

= e 2 *- e * 2 e 2 '- e ' - e 2 '+ e '. 

- 3 e 21 -3 e ' 3 e 2 ' -3 e ' -2 e 2 ' +3 e *. 

7. ( 1 ) 由 = 2 x ' + 4 y ' = 0 有 x = c t +<： 2 *，于是 7 ="^~(*’- 

2 *) = ^~( c 2 - 2 c , - 2 c 2 t ). 方程的通解为 》=<;, + c 2 t,y =^-( c 2 - 

2 c , -2 c 2 t ) ，其中 C | ， c 2 为任意常数 • 

(2) 由 < =* 2 -* 3 =*; ，得方程< =< ，得解 *;= 

c , e ‘， a：i = c , e ' + c 2 . 而由 < = x 2 + x , = x 2 + c , e ' + c 2 ，可解得* 2 = 
( c ,« + c 3 ) e ‘ - c 2 .再由第 1 式得 * 3 =* 2 = [ c ,( t - l ) + c 3 ] e ' - 

c 2 .方程的通解可表为 
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■ 1 _ 


'O' 


■ r 

x =c ] e t 

t 

.t-i. 

+ c 3 e* 

1 

• lj 

+ C 2 

-1 

.-1. 


其中 C , , c 2 , c 3 为任意常数.显然，各解线性无关. 

(3) 由 <=3< + x ' - x ； =3 x ； -2* ，，得方程 < -3< +2 x , = 
0,特征方程 A 2 -3 A +2 = (A -2 )(A -1) =0有根 A =1,2. 方程通 
解为 x , = c , e ' + c 2 e 2 '. 而由原方程组有（* 2 -* 3 V = -2 x , = -2 c〆 - 
2 c 2 e 2 ‘， 积分得心 -* 3 = -2 c〆 - c 2 e 2 *. 将以上两式代人原方程组第 
2 式有4 =2 x 2 +*, + ( x 2 - x 3 ) =2 x 2 - c〆 ， 可积分得 * 2 = c , e * + 
c 3 e 2 '. 从而 =*2 +2 c , e ' + c 2 e z, =3 c , e * + ( c 2 + c 3 ) e 2 '. 即有通解 
= c , e * + c 2 e 2 ' , x 2 = c , e ' + c 3 e 21 , 
x 3 =3 c , e ' + ( c 2 + c 3 ) e 2 ', 

或 



T 


T 


O' 

x =c x e l 

1 

• 3. 

+ c 2 e 2 ‘ 

0 

.1」 

+ c 3 e 2< 

1 

.1. 


其中 q , c 2 , c 3 为任意常数.其各解线性无关. 

8. (1) 因非齐次项属于 II 型 A =0， m =0, 可设特解为 i = 
acos t + 6 sin t,y = ccoa t + dsin t . 代人方程组，对比同类项有 
6 =2 a +4 c + 1, - a = 26 +4 d , 
d = - a - 2 c , -c = - + 

由第 1，3 个方程得 6= -2 < ^ + 1，代人第2个方程有《1= -2 .再由 
第2,4个方程得 c =0. 于是6= - 3 , d = 2 . 特解为 i = - 2 cos t - 
3 sin =2 sin t . 结合第 3 题 （1) 的齐次方程的通解，得非齐次方程 
的通解 * = ( 1 +2 f ) c , +4 tc 2 - 2 cos t - 3 sin t,y = - tc , + (1 - 2 t ) c 2 + 
2 sin t . 

(2) 由方程的第 2 式减第 3 式，得 

( x 2 - x 3 )' = ( x 2 - x 3 ) + e '. 
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x 2 一戈 3 = e *( J e ,-< d/ + c, j = (^ +c, )e f . 

将其代人第 1 式有 4=0+4 =( t + Cl ) d + c 2 •而由第 2 式 

%2 =x 2 + ( 在 + C| ) e* + c 2 , 

x 2 =e l |j [ (t +c, )e* +c 2 ]e~ < d^ +c 3 J 
=(+r 2 +c,r +c 3 )e* -c 2 . 


于是 *3 =» 2 -( t + c ,) e ' = yf 2 + (c, -I)f-C, + c 3 Je ' - c 2 . 解为 


*i = (* +c,)e* +c 2 , 

, x i = (y fZ +c,t +c 3 Je* -c 2 , 

*3 = [y /2 + (c, -1)« -c, +c 3 ]e' -c 2 , 

其中 c ,， c 2 , c 3 为任意常数. 

(3) 非齐次项属于 I 型4=0, 0 1=0，可设特解为5 | =«,/ + &,, 
= a 2 t + b 2 , x 3 =<M +6 3 ,代人方程组，对比同次项有 
3 a , + a 2 - a 3 = -2 ,36, + b 2 - b 3 = a ,, 
a , + 3 a 2 - a 3 =0,6, +36 2 — 6 3 = a 2 - 1, 

3 a , + 3a 2 — a 3 =0,36, + 3b 2 - b 3 = a 3 . 

由第 1,3,5 个方程求解 a x , a 2 , a 3 % 
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再由第 2,4,6 个方程求解 6,，6 2 ,6 3 得 




1 0 
3 0 



= 6 . 


于是特解为 A = y ， x 2 =3 t +6. 结合第 3 题 （3) 的齐次 

方程的通解，得非齐次方程的通解 
x = [ exp ( At ) ]c +x 


- 2 e z, - e * e 2< - e * 

= e 2 ' - e * 2 e z, - e * 
-3 e 2 ‘-3 e ‘ 3 e 2 * -3 e * 

9. 由第 3 题 （1) 的结果有 



-2 e 2 ' +3 e'J 



3 t +6 




+ 2t 4t 
-t 1 -It 


e\p(At) — j 
,.. 1 rl - 2t -4t I 

CXP ~det[exp(AO ] [ t 1 +2tJ 

x\-2t -4/1 

~ [ t 1 +2tJ' 

再应用常数变易公式（见 [ 书 §5.2.2-(5.27)]) 

『1 r COS 51 

I = exp(At) • c + exp(AO exp( -As) • d5 

LrJ Jo IsinsJ 

+2 / 4t i 广 f (1 -2s)cos s -4ssin 51 
-t 1 -2t\ Jo [ 5 cos 5+(1 +2s)sin 5 J 


1+2 / 

41 lc 

-t 

l-2il 

1 +2t 

At 

-t 

1 -It. 

1 +2t 

At 

一 t 

1 -It 

1 +2t 

At 

-t 

1 -2t 

1 +2 丈 

At 

-t 

1 -2t. 


ds 


:+ 4tcos . 


2sin t + ^sin t - 2^cos 
2 +4t - 2cos t -3sin n 
— + 2sin t 


2sin 


t 


10 . 记 x(s) =^|>(f)] ， y(s) = 又 [7(0 ]，对方程施行拉普 
拉斯变换 

r sX-x 0 =2X+4Y + 
sY -y 0 = - X -2Y 4 


5+1 

1 


解出 X,Y ： 


(s-2)X-4Y = x 0 +-^—, 

s + l 

X + {s +2)y = y 0 +-^—. 
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% 4 卜。(“ 2 )+ 赞〜点]， 

^ = ~ x o + 7o ( 5 _ 2 ) - - 2 ^ I. 
s L s + 1J 

化简得 

2 + x o 2 x 0 +4 y 0 +4 3 2 s 

« + s 2 ~ s 2 + l 一 s 2 + 1 ’ 

Jo x 0 +2y 0 +2 2 

S ? + s 2 +\ 

再施行拉普拉斯反变换得解 

x = 2 +x 0 + t(2x 0 +4y 0 +4) - 3sin t -2cos t, 
y=y 0 - <(* 0 +2y 0 +2) + 2sin t . 

§5.4.3 习题 S . l 及其解答 



1 . 给定方程组 



⑴试验证 “ ⑴ =[ cos M, ®(o = f sin ’l 分别是方程组 
L - sin (J L cos t\ 

(* ) 的满足初值条件 《 (0) = o , v (0) = 的解 . 


证“，⑴=去[ COSf ] = 

ot[ ^ sin t\ 


—(cos t) 

去 (-sirw)_ 


^ r - sin n r 0 li r cos t 
L - cos ^j l-l OJ [ - sin t, 

= [-i :j“ ⑴， “(o)=p. 
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= Af sin % 

dt [ COS ^ J 


-(sinO 

-j-( COS 0 


=[ co “i = [ 0 Mr 8 -*! 

L - sin t\ l-l Oj L cos t\ 

= [-： :卜(叫: 1. 

故 “（0 =f 008 ' 1，®(0 =p nf l 分别是方程组 （* ) 的满足初 

L - sin t\ L cos t\ 

值条件 1/(0) =Gj, I>(0) 的解. 

(2) 试验证 w(0 =c,ii(0 + C2 «(0 是方程组 （ * ) 的满足初 

值条件 ^(0) = j 的解，其中 c ,， C2 是任意 常数. 

c.cos t + c 2 sin t I 

证因撕 （0 = qii (0 + c 2 r (0 = ，有 

- c.sin t + c，cos tJ 


j c,cos t +c 2 sin t 
w f ( t )=— = 

山 l — c.sin t + c 2 cos t\ d , 


—(c,cos t + c 2 sin 0 


( - c,sin t +c 2 cos t) 


[ — c^in t + c 2 cos t-x r 0 1 1 r c,cos t + c 2 sin t l 
-c,cos t -c 2 sin t\ [ - 1 Oj [ - qsin 史 + c 2 cos 

=[ o m+n 

L -1 OJ \ L - sin t\ I cos t\ ) 

=[_ J q] [c,u(0 +c 2 v(0] 

= [_1 :卜 ⑴， —o)=[ Cl l. 
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故 w ( t ) = C,«(0 + c 2 v ( t ) 是方程组（ * ) 的满足初值条件 
W(0) = 的解，其中 c,，c 2 是任意 常数. 

2. 将下面的初值问题化为与之等价的一阶方程组的初值 
问题： 

( 1 ) *" + 2 x r + Itx - e~*,x( 1 ) = 7 ，*’（ 1 ) = - 2 . 


解令= 

y'2=y：-- 


,y, = x , y 2 = y \= x '. 则方程化为 
= e _, - 2 x ' - Itx = e" - 2 y 2 - lty r 


即有 


y = 


e 


y 2 

- 2y 2 - lty x 


0 


y\ 

-It 

- 2 】 

yi 

0 

'l. 

y + 

- It 

- 2 』 


! = 1 

•y,(D 

1 = 

1 

■r 2 0) 

J 


[: J 


( 2 ) 


; = te ，戈 (0) = 1 

^r 


2 J 


c ’(0) = -1，《"(0) =2,^(0) =0. 


提示令 《 = 


U 2 

U 3 

L u 4 J 


c，Uj = “■’ = x r , u 3 = Uj’ = x ", u A =113’ = 


.则方程化为 



■ 0 

1 

0 

0] 


- o - 


- r 


0 

0 

1 

0 


0 


-1 

u r = 

0 

0 

0 

1 

II + 

0 

,«(0)= 

2 


.-1 

0 

0 

0. 


. te . 


. 0. 
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( 3 ) 


tx" +5y' -7x +6y = e', 

-2y + 13 〆 - 15 * = cos 

*(0) =1， 戈 ，（0) =0， y (0) =0，/(0) =1. 

'w, 


提示令 w = 


W 2 


.^1 =x,w 2 = w, =x ,w 3 = y,w 4 = w 3 =y\ 


L 如4」 

则方程组化为 

w r 2 = x" = e - 5y' + 7x -6y = e - 5w 4 + 7 a ;, - 6w 3 , 
w ' 4 = y " = cos t +2 y - I 3 y r + 15 * = cos t +2 w 3 - 13 w 4 + 15 w , 
即有 


e 1 - 5w 4 +7w, - 6w 3 
L cos t + 2 m ; 3 - \3w 4 + 15 m ;, J 



■ 0 

1 

0 

0 _ 


- 0 - 


T 


7 

0 

-6 

-5 


e 

， W (0) = 

0 

_ 

0 

0 

0 

1 

W + 

0 

0 


.15 

0 

2 

- 13 . 


_ cos t . 


.1. 


3 . 试用逐步逼近法求方程组 


满足初值条件 


叫 J 1 
叫 


的第三次近似解. 

解令方程组的解为史 （*) ，取蚪 （0 = x (0) = [®] ，于是第 
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—次近似解为 


的 ⑴‘0 + j ， o A(s) ¥ > 0 (s)ds = Q + J: [ m dS 

=[K[：]-[：] + [；]=[；]- 

第二次近似解为 

_)=_) + ( o A(s)^(s)ds = Q + m [:卜 



第三次近似解为 



§ 5 . 4 . 4 习题 5 . 2 及其解答 


1 . 试验证 

則=广 ' 

I2t 1 

是方程组 



在任何不包含原点的区间 a 矣 t 矣 b 上的基解矩阵 • 
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证令少=[史,，炉 2 ]，则有 



0 

'7 



0 1 ■ 

2 2 扒， 


* P \ 


=乱1 = 



即少是解 矩阵. 又在任何不包含原点的区间 a 矣 r 矣6上有 


故少是基解矩阵. 


2. 考虑方程组 


x' =A(t)x, ( * ) 

其中 A (0 是区间 a 矣 t 矣6上的连续 nx / i 矩阵，它的元为 
o ,>(0 (»J = 1 ，2，...， n ). 

(1) 如果七（0,6(0,…, x ,(0 是（ *) 的任意 n 个解，那么 
它们的朗斯基行列式 m *, ⑴, * 2 ( o , …， \( o ] s w ( o 满足下 
面的一阶线性微分方程 

w， = [«||(0 +a 22 (t) + … +a M (t) ] W. 

(提 示:利 用行列式的微分公式，求岀 IT 的表达式 .） 

(2) 解上面的一阶线性微分方程，证明下面的 公式： 

W{t) = » , (t 0 )eO a * 1< * ,+ -» ( * )+ - ta " ( * )ld *, t 0 ,t e [a,6]. 

证记 A = ; (i = 1,2,...， n ) ，贝 lj 


取⑴ = 


*21 


... x 2 . 
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利用 4= Z •/ =丨，2,…， n ) 及行列式的微分公式，有 

4*1 

X ll X 12 … X \n 



… L a ^ 
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怎 II 
X 2I 


n 


^ n * X k , 


*12 … *1- 

*22 … X 2n 

n n 

y … Z a nk x iH 
&-1 *-l 



a „ x ,2 .. 

a U X ln 

*21 

*22 - 

* 2 « 




*11 

*12 - 


a 22 X 2l 

°22 X 22 

« 22 * 2 „ 


〜 " 


x u 

*.2 ■ 

* 1 . 

X 2l 

*22 • 

* 2 . 

a M x nl 


a nn X nn 


=(a,, + o 22 


= (<*,• +a,. 


*21 *22 •'* X 2 n 


• +<*••) 妒 ⑴. 

(2 ) 由 W'(t) = [o„(0 +a 22 (0 + … +a ••⑴ ]『(*) 可直接 


积分 . 


d^(Q 

~wUT 


=[fl n (0 +a 22 (0 + … + a M ⑴ ] dt ， 


In I 识 (0 I = f [a"(s) +a 22 (s) + … +a B .(a) ]d5 +c, 
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识 ( f ) = ce i ! 0 [a " ( * >+< ^ ⑴ ♦…〜 ⑴] 

上式当《 = f。 时记 W(t) = W(t 0 ) = c ，于是有 

則 = 妒“)工[ - "一( •一 "⑴沁 

它在 A(0 定义的区间 a 矣 f 矣6成立. 

3. 设 A(t) 为区间 a 矣 t 矣 6上的连续 n xn 实矩阵， 0(0 为 
方程 x' = A(0x 的基解矩阵，而: c = ^,(0 为其一解•试 证： 

(1) 对于方程〆 =- A r (t)y 的任一 解 y = 必有 

^ T (0^(0 = 常数； 

(2) ^(0 为方程/ =-A T (0> 的基解矩阵的充要条件是存 
在非奇异的常数矩阵 C， 使 =C. 

证⑴ 由 (，V = [，] T = [ - a t (0 j ] t = -/• [A T (t)] T = 

-/ • a ⑴知 

石 [〆 ⑴史 ⑴ ] =i/f T (t) • 沪 ’（o + [ 少 T (o] v(o 

= 咖 \0 • A(t)<p(t) -i/r T (t) • A(t) • <p(t) =0, 
故妒 （ tx—c ( c 为某常数） • 

(2) 必要性.若护 (t) 为方程 y = -A T (t)y 的基解矩阵，则 
^(0 = _A T (f) 护 (f)， 于是 

+[妒⑴少⑴]=^(0 • A(«)<P(0 -^ T (0 -A(t) - 中 （tX 

即有少 T ⑴少 (t)sC(C 为某常数矩阵） .又因 少(0,少 0) 均为基 
解矩阵，故 

det C* = det[ 少 1 " ⑴少 ⑴]= det <P(f) • det[ ^ r (t)] #0. 

于是矩阵 C 是非奇异的. 

充分性.若存在非奇异的常数矩阵 C， 使 =C(a^ 

* 矣 6) .则有 

岳[少丁⑴少⑴] =^ T (0 • A(04>(0 + [^ T ( t )]'0( t )^ O . 
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因 00) 为方程， = A ( t ) x 的基解矩阵，有 det 0(0^0. 逆矩阵 
少 “（*) 存在，以它右乘上式得 ^ T (0 * A («) +[少 T ⑴] ' = 0, 转 
置得妒 （0=- A T ⑴少⑴.且 

det lp -(0 =det 少 T 0) = det [ C 0 _, («)] 

= det [ ^ ' (0 ] * det C ^ O . 

知护 (《) 为方程 /= - AyOj 的基解矩阵. 

4. 设方程组 （5. 15) 有一个非零解 jc (0 = (% (0 ，〜 （0 ，…， 
h (*)) T ， 其中 《>•(*) 尹 0.证明 （5. 15) 经变换 

9 人 0 ,、 1 

可化为关于 n - l 个未知函数 y ,， y 2 ，…，的线性方程组，它只 
含 n -1 个方程，且不含 y ，. 


证由 ( p'i ( t ) = Z 〜 （ O A ( * ) ，利用变换知- 

“I 

( pj n ( i = l — , n -\) , x H =< p „ y m ,M i = n 有 

A »— I 

<py n = X '» - Yj a ni ( X J -< Pjyn ) = X a ^> * 

y*i y-i 

而对 i = l ,2, …， n - l ， 有 


y'i =*'i -(p'iVn - <PJn = X a H X i + a -*- -< P .- y . - fPiV'n 
y-i 

n-l 

=Z a a(yj + 印 》) + a ..^« r . - - <pjn 

yi 

A_l 

=X a ^j + Z a o^» +a .»<p»y. 


= 2 w ( Z a ^/ •- < pj > 

y=i 

n-l »-l ^ »-I 

=E X 2 〜 y; 

>=» Vn y»i 
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即得不 含 y n 的关于 n - 1 个未知函数 y ,， y 2 ，…，的 n - 1 个方 
程的线性方程组 

麟-丨 . 

y\ = 2 (〜 -A • a -/W i = 1 ， 2 , …， a _ L 

y-1 \ <Pn I 

5. 设少⑴为方程 X '=/ Ix (^4 为 rtXn 常数矩阵）的标准基解 
矩阵（即 0 ( 0 ) =£) .证 明： 

少⑴少― A 。） 

其中 t 。 为某一值. 

证注意 

= A [0( O ^"'( t o )] 

及 

少’0 -o = A < P ( t - t 0 ) , 

且当* = * 。时少 （ o 少 1 U ) =E = €>( 0 ) = 0 ( t o - t 0 ). 

因此，少 （0 少和少 （f -*。）同为方程; c ， = Ax 的解矩阵， 
且有同样的初值.根据解的存在唯一性定理，它们完全相等. 

6. 设4(0，/(0分别为在区间<*幻矣6上连续的 nxn 矩阵 
和 /I 维列向量， /( f ) 美 0. 证明方程组 

x ' = A ( t)x + f ( t ) (*) 

存在且最多存在 /i + 1个线性无关解 • 

证由[书 §5. 1.2 -定理 1] 知，非齐次方程组（ * ) 满足初 
值条件无 （0) =1|的解 *0) 存在且唯 一 . 而由[书 §5.2. 1 -定理 
5] 知齐次方程组 f =4 ( Ox 存在 n 个线性无关解 &(«), …， 
*«(*) .根据[书 §5. 2. 2性质 1 ] ,< p Q = x { t ) , tp x = x , ( if ) + x ( t ) , ••- , 
气⑴ + 无（*)是（ * ) 的 n + 1 个解. 现用反证法证明它们线性 
无关，设它们线性相关，则存在 n + l 个不全为零的常数 C() ， C| ，…， 
c - 使得 c o<Po + …+ c n < p n 三0,即 （ c 0 + C| + …+ c ,) x ( t ) + 

c , x ,(#) +••• + C . JT . C 0 =0. 显然 c 0 + c , +... + c „#0. (否则必有 c ,， 
… 〆 •不全为零而使 C|J：| (0 +… + c n x ,(0 兰❶’与*,。），…， 
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1 ( 0 线性无关矛盾. ） 于是有 

X ( t ) -- - --- [ c〆〆 *) + … + c . x „( i )]. 

c 。 +c， + ... +c„ 

左边是方程 （* ) 的解，右边由[书 § 5 . 2 . 1 -定理 2 ] 知是齐次方 
程的解，产生矛盾.这证明了方程组（ * ) 存在《 + 1个线性无 
关解. 

现设方程组存在+ 1 个线性无关解 JC ,， x 2 , ，则 
x t - X n , x 2 - x m ，— , x M _, - x m 为 m - l 个对应的 ra 阶齐次线性微 
分方程组的线性无关解，因 n 阶齐次线性微分方程组的线性无关 
解的最大个数为/ I ，故即 + 因此非齐次线性微分 
方程组存在且最多存在《 + 1 个线性无关解. 

7 . 试证非齐次线性微分方程组的叠加 原理： 

设分别是方程组 

x ' = A ( t)x +/,(*) , x ' = A ( t)x +/ 2 (0 
的解•则 + x 2 ( 0 是方程组 

X’ = A ( t)x +/,(0 +/ 2 ⑴ 

的解. 

提示 [ X,(0 +* 2 ( 0 ]’ = *; ( 0 + J?2 (0 = ^ (*1 + Jf 2 ) + 
/,(0 +/“ 0 . 

8 . 考虑方程组， = 4 x +/( 0 , 其中 



是夕 = Ax 的基解 矩阵； 

( 2 ) 试求 f +/( 0 的满足初值条件 < p ( 0 ) = 1 _|]的 

解妒⑴. 
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解 o ) 因为 

-( 叫 2 : 

=[q : 卜 (0=40 ⑴， 

且 del 0 ( t ) = e 4 V 0, 故少⑴是 jc ' = Ax 的基解矩阵. 

(2) 提示1利用非齐次线性方程组的常数变易公式 

x=0(t)0-'(t o ) v + 0(t) ( ^~'(s)f(s)ds, t 0 ,t e [a,6]. 

J <0 

首先 

^ l(0= diri(o[ e o 71 

= r : ::1， 

注意积分式[附录 II §3.3-6(53)、（54)、（56)], 于是 

r e 2t te 2l i r* f e ~ 29 ~ 5e ^1 \ 8 * n *1 

[ 0 e』。1 o e -2 * Jlcos」 ds 

—(27 - 150e 21 - ^ C08 * -^sin t 

_3 2I+ 1 . n/ 2 cos/ 

^ 3 D 5 - 

提示 2 用常数变易法，设解为史 （0 = 4>( f ) c (*)， 有 
少⑴ 〆 ⑴ =/(*) ，即 

re 2 ' te 2 'ircl(0j _ 'e 2, c；(0 +te 2, c' 2 (t)' r s i n n 

[0 e 2 ‘JU(0J = e 2, c：(0 = [cos 


可解得 
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( c\ (t) = e~ 2l ( sin t - tcos t ), 
c f 2 (t) = e" 2< cos t. 

于是非齐次方程有解 


<p{t) =0(t)c(t )= 


其中为任意常数. 


(c, + tc 2 ) e 21 - 吾 cos (- 吴 sin 


c 2 e 1 + —sin t — —cos . 


对应于初值条件史 ( o ) =[ _ j 卜可求得0, =| j , c 2 = -■，有 


妒 （0 =| 


27 2 , 3 , 21 

+ 25 e ~r e 


sin t -2cos 0 - 夺 e 2 ‘ 


9. 试求 jr '= Ar +/(0, 其中 


- [o XI ， 

满足初值条供妒 ( o ) =1 的解史 (0. 


提示1 由第8题 （1) 知，有基解矩阵 0( f ) = 


2/ ^ 21 

H ) e e 2 ，.利用常数变易公式 

° e ^= r ； ；][： ：][-：] + 

[ ； 加： - 乂 ]1: 


1 2 \ 2i" 

y 十， 


(t-l)e 2 ' 
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即满足初值条件史 ( o ) =f ”的解为 〆0 = I 1 ~ t + Y l r ' . 

l_1J 0-l)e 2 ‘」 

提示 2 由第8题 （1) 知夕 =/Ur 有基解矩阵 0(0 = 
r e 2 ' te 21 1 

lo e 21 J ' 用常数变易法，设解为^ ( O =少 O ) c (0, 由 
Mt ) c '( t ) =/(0,可解 〆 （ t ) 并积分 

r c !(0 = ~ l > fc,(0 = -y« 2 +c,, 

1^2(0 = 1 , I . ( 


U 2 (0 + c 2 . 


于是非齐次方程有通解 


<p(t) =€f(t)c(t) 


c, + fc 2 + 


如 I , 


(c 2 +t)e z, 


对应于初值条件妒 (0) =f j , 有 c, =l,c 2 = -1， 即满足初值条 
—1 . 


件的解为 


妒 （0 = 


U-l)e 21 . 


10. 试求下列方程的 通解： 

( 1 ) x" + x = sec t I <t < 

解 1 方程有基本解组: = cos f ,x 2 = sin r 因朗斯基行列式 

„ rr n cos t sin t 

x i 9 X 2 ] = = 1 y 

- sin t cos t 
10 sin 1 1 

^1 = L = - sin G 
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方程有特解 


r 1 W { r % W 2 

x -x x \ —sec sds + x 2 1 —sec sds 
Jo W Jo ^ 

=-cos t I sin 5sec sds + sin M cos 5sec sds 
Jo Jo 

=cos tin I cos 1 1 + ^sin t 9 
因此方程的通解为 

x =c } cos t + c 2 sin t + cos dn | cos t \ + tsin t 9 
其中为任意常数 . 

解 2 令 y, =ty 2 = ； KX 方程可化为方程组 

/ =A^ + /(0,. = [；；], A = [_^ ^ ， /(0=[ 8 ^]. 

由 [ §5_ 4 .3-l] 知方程 / =A_y 有基解矩阵 = 

[ cos t sin 

，利用常数变易公式 

- sin t cos t\ 

<p(t) =0(t)^' (t 0 )ri [ tp ' (s)/(s)ds f t 0 ,te[a,b]. 


f* W 2 


由 det 0( t) = 1 , 有 
= 


cos t - sin 
det 0( 0 L sin t cos t 


ti cc 

J = [si 


cos . 
sin i 


- sin , 
cos t 


令炉 (0) =[ C, 1 , 于是 
U 2 J 


r cos t 

sin ti r 

1 Oirc.i 


L - sin t 

cos d L 

0 ljlcj 

+ 

r cos t 

-sin r 

| r 1 f COS 5 

- sin s 

1 - sin t 

cos t • 

M o L sin 5 

COS 5 


sin ti 

cos 


sin s' 

r cos t 

L 一 sin 1 

[: K 

COS 5 

1 


ds 
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c,cos t + cos t\n I cos 1 1 + c 2 sin t + ^sin t 
- c, sin t - sin tin | cos 1 1 + c 2 cos t + ^cos t 


即满足初值条件 〆 0) =[ C| ] 的解为 
U 2 J 


* p ( j 、= 


c,cos t + cos fin I cos 1 1 + c 2 sin t + tsin t 
- c, sin t - sin tin | cos t \ + c 2 cos t + tcos t . 


对方程而言，通解为 （*=7,) 

* = c, cos t + c 2 sin t + cos dn | cos t \ + isin t , 
其中 C ,， c 2 为任意常数. 

(2) x m - Sx = e 2 '. 


提示方程有特征值 A =2 ，A = -1 ±# i . 方程右端 e 2 ‘对特征 
值 A =2 属于 I 型 A = l ， m =0, 其特解设为* = cte 21 ， 代人方程得 

c =^ z . 方程的通解为 


x = c,e + e 


'(c 2 cos - J 3 t + c 3 sin ^/3 t ) + 


(3) x H -6 x ' +9 x = e . 

提示方程的特征方程 A 2 -6 A +9 = ( A -3) 2 =0 有 2 重特 
征值 A =3,方程有基本 解组〜 = e 3, , x 2 = te 3 '. 方程右端 e ‘属于 I 型 
“(^/^。，其特解设为^^^代人方程得 


x " — 6 x r + 9 x = 4ce* = e 1 , 



有特解方程的通解为 


a: = (c, + c 2 t ) e 3 ' +— e*. 


11. 已知方程组 
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I 2 / . . 

-r— =^,cos 名一 ( 1 - sin tcos t ), 

dx 2 . 2 

—p- =x, ( 1 + sin tcos t) ^x 2 sin t 
Qt 

有解 *, = - sin t,x 2 =cos * ， 求其通解 . 

提示 1 解 & = - sin t,x 2 = cos t 当 f =0 时为欠 | =0，* 2 = 1 •现 
设另有解 7, ， 7 2 当 * =0 时为 y, =l ， y 2 =0. 由 [ § 5. 4. 4 -2(2 )] 有 
7i -sin t _ e j* o (. ll+ . M) d, 
y 2 cos t = e ， 

即 y,cos t +y 2 sin t =e ,y 2 = (e* - y,cos t)csc *， 代人第 1 个方程得 

dy, t 

—7— = y x cot / + e*( cos t - esc t). 
dt 

此为线性方程，有解 

y, = e/ co,,d, [Je‘(c os t — esc t)csc tdt + c J 

=MJ 心 ‘ cot 0 + c J = e'eos t + csin t. 

再由初值条件 y, (0) = 1 ，并取 c = 0, 得 y, = e*cos t. 从而 
y 2 = e'sin t. 

即方程的另一解为 y, = e'eos t,y 2 = e'sin t. 通解为 

x, = — c,sin t + c 2 e'eos t,x 2 = c, cos t +c 2 e'sin t. 

其中 C, ， c 2 为任意常数. 

提示 2 由[ § 5 . 4 . 4 - 4 ] 知可取变换 


^ 肖去变 量 •由 a =yi - *2 -y\ -yi sin l -> x i =y 2 cos “有 

cos t 

dy, d*, 2 dx 2 

—r- = -r- + sec t • x 2 + —r-tan f = y, ( 1 + tan t). 
d/ dt 2 dt 

可积分得 y, = e* sec t. 为求 y 2 ，变为原方程变量 h = e‘ sec f - 
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y 2 sin t , x 2 = y 2 cos t . 并 代人第 2 个方程得 y ; = e * ( sec 2 « + tan t) = 
( e'tan t ) 可得积分 y 2 = e'tan t . 即有解 *, = e'cos t , x 2 = e’sin t ， 它 
与原给出的解 x , = - sin t , x 2 = cos i 组成标准基解组.故方程的通 
解为 *■ = - c,sin t + c 2 e‘cos t , x 2 = c,cos t + c 2 e‘sin t •其中 c ,， c 2 为任 
意常数. 

12. 已知方程组 

~dT 

dx 2 

~dt 

的对应齐次方程组 有解〜 = t \ x 2 = 求其通解. 

提示 设对应齐次方程组有另一解; r ,， y 2 . 由 [§5.4. 4- 
2(2)] 有 

r , 

-t y 2 

即 y , =? - ty 2 ，代人齐次方程组的第 2 个方程得^ = r ' y 2 +1.有 

Qt 

解; K 2 = fin t . 从而 y , =« 2 ( 1 - In t ). 有基解矩阵 

2 (1 -InOl 

£ln t \ 

现求非齐次线性方程组的解，利用常数变易公式 

x = 0(t)0-'(t o ) v +0(t) ( 0 '(s)f(s)ds t t 0 ,t e [a,b]. 

J ‘o 

因 


少⑴ = 



=—*1 -*2 +«• 

t >0 




令 f 。= 1， x ( f 。）=4> 1 (*。）巧 =['1， 则有 


c 2 


377 



13. 给定方程 


x " + 8*’ +7* =/(0， 

其中 /( t ) 在0矣 i < +00上连续，试利用常数变易公式， 证明： 

(1) 如果/(0在0矣*< +00上有界，则方程的每一个解在0矣 
t < + 00 上 有界； 

(2) 如果当 t — + 00时 /(«)— >0,则方程的每一个解 < p ( f ) ,满 
足史⑴ —0( 当 + 00时）. 

证方程的特征方程为 A 2 +8 A +7 = ( A + l ) U +7) =0,特 
征根为 A = -1 ，A = -7. 齐次方程有基本解组力 = e -*, x 2 = e - 7 *. 
朗斯基行列式为 

-I -7! 

= 6 6 _ 7 , = -6e s, , 

— e 一 /e 


方程有特解 

^ = O s)d5+ O s ) ds 

= e " 1 J e */(5) d 5 - e ' 7< J e 7 s f ( s ) ds ^> 


方程的通解为 

x = c,e _, + c 2 e_ 71 + e"' J e*/(s)di - e~ 7 ' J e 7, /(s)dsj. 

(1) 如果 /( O 在 0 矣 t < + oo 上有界，即 \ f ( t )\ KM ( 0 ^t < 
+ » ) ，则有 

1*1 ^ I Ci l e " + I c 2 I e " ?， + -g-[ e" f^e |/( 4 ) |di + e" 7 ' J^e 7 * |/( s ) \ds] 
^ I Ci I + I c 2 I + e " • e* + ye - 7, • e 7 * j 

^ I c i I + I c 2 I + 等. 

于是方程的每 _ 个解在0矣* < +00上有界 • 

(2) 如果当+ 00时/(0—0,显然 /(*) 在< +00上有 
界，即有 < + oo ). 要证明对方程的每一个解 
< p (0 ，当*— + ® 时有 ^(0—0. 即要证明对任意小的 e >0,存在 
7>0,使得当 t > r 时有 |史 ( o 於 

由当+ 00时/(0-+0知，对5 = t 存在％ >0,使得当《 > r 。 
时有 1/(0 | 矣5 = A 于是对通解史 （0 有 

I 史 (0 | ^ | C, I e" 1 + I c 2 1 e' 7< + -g-( e- J^' |/( 5 ) | ds + e -7 * J^e 7 * |/( s ) | ds) 

< C| |e-‘ + k| e - 7 ‘ + f(e-‘. le 1 • 。 - l|++e' |e 71 • 。 - 1|) + 

^ I c, |e _, + I c 2 |e" 7 * + ^| e ' * I 々 -11 + +e _7 * • | e 7r ° -11 j + 

Y \ 8 ' 

因当 t— ► + » 时 ， ( I Ci |e - ’ + |c 2 |e -7 ‘ + 營 (e-’ • | e r ° - 1 | +-^-e' 7 * • 
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I e 7r ° - 1 I J + J 一各 8 . 而&<。因此，存在 7 \彡 0 当 1 彡 
L 时有 

| Cl |e- + |c 2 |e- 7 * + |(e-. |e r# -l| + +e_ 7 ‘ • |e 7r °-l|) + ±S^e. 

于是可令 7 ' = 01 狀（ 7 '。， 7 ' 1 )，则当《 > r 时有 I 史 （<) I 矣右.即当 
+ 00 时有 ( p ( t )— A ). 

14 . 给定方程组 

x ' = A { t ) x , 

这里 4 ( 0 是区间 彡 b 上的连续 nxn 矩阵•设 0 ( t ) 为方程组 
的一个基解矩阵， n 维向量函数 / r ( t ， 幻在^=^= 56 , ||jr || < +00 
上连续 ，《。 e [«， 6 ].试证明初值问题 

\ x ' = A ( t)x + F ( t , x ) , 

lv »( f 0 ) = 7 ) 

的唯一解炉 ( 0 是积分方程组 

x ( t ) = 0 ( t )^ '( t o ) ri + [ 0 ( t )0 '( s ) F ( s , x ( s))ds 
J «0 

(** ) 

的连续解_反之， （** ) 的连续解也是初值问题（ * ) 的解. 

证因少 0 ) 为方程组， => 4 ( 0 ： r 的一个基解矩阵.设方程组 
(* ) 的解为 x(0 = 0 (<) c ( O •代人方程组 （* )，得 
• r ’（ f ) = < P { t ) c \ t ) + A ( t ) 0 ( t ) c ( t ) 

= 4 ⑴少 ( 0 c ⑴ + F ( t , x ( t )), 

即 0 ( t ) c '( t ) = F0，x ⑴）.因 0 (*) 为基解矩阵 , det 0 ( t ) # 0 , 
少 （ 0 的逆矩阵 0 ， 0 )存在，于是有 c，（0 =0 *( 0F ( t , x ( 0 ). 

即 c(0 = f 少方程组 (* ) 的解为 
J 1 0 

■ r (0 = 4 >( t ) c { t ) =^( t ) i + 0 ( t ) f < p -'( s ) F ( s , x ( s )) ds . 

^ «0 

由初值条件史(~)=巧，可令 t = t 。时 x (*。） = 1 ；，得 e 
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因史 0) 为 （ * ) 的唯一解，故有 

<p(t) (t o ) V+ 0(t) f 0'(s)F(s, ¥ >(s))ds, 

J >0 

即史 ( l ) 为积分方程 （** ) 的连续解. 

反 ' 之，若积分方程 （** ) 有连续解 x=p(0 , 则 

^(t)^<P(t)0-'(t o ) V +<P(t) f <P ， (s)F(s,^(s))ds. 

1 '0 

利用 0 r (t) ^A(t)0(t) ，对上式求导，可化为 

¥>'(t) ^MO[0(t)4»-'(t o )ri+0(t) f '0 l ( s ) F ( s ,^( s )) ds ] + 

J *0 

F ( tMt )) 

=A(t)tp(t) +F(t,<p(t) ) , 

且 f>O 0 ) =0(t o )0 _l (f o )»| =i| ， 故妒 0) 是初值问题 （* ) 的解 . 

§ 5 . 4 . 5 习题 5 . 3 及其解答 

1. 假设 A 是 /IX/1 矩阵， 试证： 

(1) 对任意的常数 c,,c 2 都有 

exp(c,A + c 2 A) =exp(c,A) • exp(c 2 A )； 

(2) 对任意整数 A , 都有 

(exp A) k = e\p(kA). 

( 当 A: 是负整数时，规定 （exp A) 4 = [(exp AK 1 ]' ) 

证 （ 1) B = c t A ,C = c 2 A , S BC = (c,A) • (c 2 A) =c { c 2 A 2 
= ( c 2 A ) • ( c , A ) 因此矩阵 fl ， C 可交换，利用矩阵指数 

exp A 的性质 1 。 知 exp(B + C) = exp B • exp C, BP 

exp(c,A +c 2 A) =exp(c,A) • exp(c,A). 

(2 ) 对正整数 A ： = 1 ， 显然成立 （exp 4)* = exp(A:A ). 设 A=n 
成立 （exp A ) * = exp ( nA ) ， 则因 nA • A = nA 2 = A • (/iA ) ， 矩阵 
^4,4 可交换，利用性质 1 ° 知 

(exp A )’♦ = (exp A)* • (exp A) = exp( nA) • exp A 
=exp( /i + l )A. 
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即对 A : = n + 1 也成立.由数学归纳法知对任意正整数 A ， 均成立 
(exp A ) = exp ( kA ). 

当 A 是负整数时，同样 ， ft = - 1 ，由性质 2 °成立（ 6 叩 4 )_ | = 
exp ( - A ). 设 A=-rt 成立 （exp A ) '* = exp (- 瓜 4 ) ，则因 
( - nA ) • ( - A ) = nA 2 = ( - A ) • ( - nA ) - nA , - A 可交 

换，利用性质 1 ° 知 

(exp A ) _( * +1) = (exp A ) "* • ( exp A ) -l 
= exp ( - nA ) • exp ( - A ) 

= exp [ - (n + 1 ) A ]. 

即对 -(n + 1 ) 也 成立. 由数学归纳法知对任意负整数均成 
立 (exp A) k = exp ( kA ). 

2 . 试证： 如果史 （0 是夕= 4 ••: 满足初值条件史 （O =»!的解， 

那么 

< o(0 = [exp A(t - « 0 ) ] 1J . 

证方程^=如的基解矩阵为 0 ⑴ = exp ( Af )， 且 少（0) = 
E - 通解为 少 ( t)c = [ exp ( A 0 ] c . 对满足初值条件 < p ( t 0 ) =ri 的解 
妒⑴有 

妒 0 。） =^>( t 0 )c = rf , c = 0 」 O o )”， 

即解为 

4^(0 = (exp At ) (exp At 0 ) ~'rf = (exp At ) [ exp ( - At 0 ) ]rj 
= [exp A(t - t 0 )] 7 j . 

3 . 试计算下面矩阵的特征值及对应的特征 向量： 



解矩阵的特征方程为 

det ( A ^- A ) = I A ~ 1 ~ 2 I =(A + 1 )(A - 5 ) = 0 . 


特征值为 A , = - 1 ， A 2 = 5 . A , = - 1 的特向量《 = 1 1 满足 
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(\ t E - A)u = 


-2 

-4 



-2i*i 

-4it, 


-2u 2 

-4u 2 . 


= 0 , 



\ ，其中 a _0 为任意 常数. 同样， A 2 =5 的特征向量 



( \ 2 E-A)v = 


4 

-4 



4v, -2t; 2 

= 0 

-4r, +2t; 2 . 


即 》 =芦 1 ，其中 i8 #0 为任意常数. 


■2 -3 3_ 

(2) 4-53. 

.4 -4 2. 

提示矩阵的特征方程为 

A -2 3 -3 

det ( A £ - A ) = -4 A +5 -3 

-4 4 A -2 

=(A +1 )(A -2 )(A +2) =0. 

特征值为 A , = -1, A 2 = -2, A 3 =2. A , = -1 的特征向量 i / = [ U| ， 
u 2 , u 3 ] T 满足 


- A )ii = 

- -3 3 

-4 4 

-3_ 

-3 

■u ■’ 

U 2 

- 

'-3u, 

-4u, 

+ 3u 2 -3u 3 ' 

+ 4u 2 - 3u 3 


.-4 4 

-3. 

- U 3. 


.- 4u . 

+ 4u 2 -3a 3 


有解 《= a [ l , l ,0] T , 其中 a #0 为任意 常数. 同样， A 2 = -2 有特 
征向量” =/3[0，1，1] t , A 3 =2 有特征向量 r = y [ l ， l , l ] T . 



提示矩阵的特征方程有特征值 A , =3和2重特征值 A 2 = 
-1. A , =3有特征向量 «= a [2, l ,2] T ,2 重特征值 A 2 = - 1有特 
殊向量= [3 月， 3 y , -4 月 -2 y ] T 或® = [ -3/3 - y ,2 y ,4/3] T . 

_ 0 10 

(4) 0 01 

.-6 -11 -6 
解 矩阵的特征方程为 

A -1 0 

det ( AE - A ) = 0 A -1 = (A + 1 ) ( A +2) ( A +3) =0. 

6 11 A +6 

特征值为 A , = -1, A 2 = -2， A 3 = -3. A , = -1 的特征向量 《 = 
[ U ,， U 2 ，“3] T 满足 

■ - i -i o"ir u .i -**. ~ u i 

{\ X E - A)u = 0 -1 - 1 u 2 = - a 2 - u 3 =0， 

■ 6 11 5 J _ a 3 6 u , + 1 lu 2 5 u 3 

有解||=«[1，-1，1] 7 ,其中《#0为任意常数.同样， A 2 = -2 的 
特征 向量® = [ h ，〜， V 3] T 满足 

-2 -1 0 l「 Vl l 「 ~ 2v ' ~ Vl 

{\ 2 E - A ) i ; = 0 -2 -1 v 2 = -2 v 2 - v 3 =0， 

6 11 4 」 t； 3 _6v, + llv 2 +4t; 3 

即 i ; =/3[ l , -2,4] T ， 其中冷 #0 为任意常数 • A 3 = -3 的特征向量 
r =[ r t , r 2 ， r 3 ] T 满足 



即 i ; = r [ l , -3,9] t , 其中 y ^ O 为任意常数 • 

4. 试求方程组的一个基解矩阵，并计算 exp ( A )， 其 
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中 4 为： 
( 1 ) 




解 （1) 矩阵的特征方程为 
det( XE - A) = I 人 + 2 


A -2 


=A 2 -3 


特征值为 A ,. 2 = T #. A , = 的特征向量 《 = f U 

L u. 

'2 -VJ - 


U 2 


(A,£—A)ii = 


1 _2 -#」 

(2 -y/3 )u, -u 2 ' 

■ u \ - (2 + -Jf )u 2 . 


u x 

u 2 


u 2 

= 0, 


即其中为任意常数.同样 ， v 
fi ® = J 满足 


(A 2 £ -A)v = 


V3 +2 -I 
1 #-2 」 
r (v^" +2)w, -v 2 
+ (V^ - 2 )» 2 J 


= 0, 


即* » = i 8[ 2 ，其中 —0 为任意常数. 

方程组夕 = Ax 的一个基解矩阵为 

辞-石 1 


少⑴ 


L(2 -#)e-' /r, (2 +#)c 


= 0 . 

j 满足 


=#的特征向 


因 
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^■'(0 = 


1 (2+#) e ^ 

2#L -(2-#)e-’ 




_n 

2 # L #-2 1 」 


exp(At) =0(t)0~ l (0) 

(2 +^ 3 )e'- /s, -(2 -^ 3 )e JS, _ e + e 办 

6 L e _VT, -e^ - (2 + {2 +^)e^'. 


提示由第 3 题 （1) 知，方程组， = Ax 的一个基解矩阵为 


少⑴= 


-e'* 2e 51 


, 1 r2e s, -e 5, i , \ \2 -li 

少 ( 0 = P[e-, e-]^ ( 0 )= T[l 小 


xp(At) =0(t)^-'(O) =y[ ^e- + + 


2e s, e _, +2e 51 


(3) 4-53. 

.4 -4 2. 

提示由第 3 题 （2) 知，方程组 f = Ax 的一个基解矩阵为 
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故 

e 21 

exp(At) '(0) = -e _2i 4-e 2 * 



-e~' +e 2 *' 
-e~* +C 2 * . 
e 21 - 


10 3' 

(4) 81 -1 . 

.5 1-1. 

提示矩阵有特征值为 A , = -3， A 2 . 3 =2± W . A , = -3 有特 
征向量 《= a [ -3,7,4] T ， A 2 =2 +# 有特征向量” =/3[3, -5 + 
4/7,1 + V 7] T , A 3 = 2 有特征向量 r = y [3, - 5 -4/7,1 - 

■/TV- 

方程组/ = Ax 的一个基解矩阵为 

■ -3 e " 3 * 3 e (2+A> ‘ 3 e (2_A), 

少 (0 = 7 e ' 31 ( -5 +4/7) e (2+A>, ( -5 -4^7 ) e (2_,/r), 

. 4 e ~ 3 ' (1 +/7) e (2+ ' /T>, (1 ~/ j ) e (2 - JT), 

因 

\s/j 6.JT -24^7 

<P '(0) -27 -9/7 -15 + 3/7 6-12# 

27 -9/7 15 +3/7 -6 - 12^7 
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1 

~ 6~ 

1 

~18 

2 

9" 

3 +/7 

5 -/T 

-1 +2/7 

12/7 

36VT 

18^7 

-3 +77 

-5 -^7 

1 +2/7 

12^/7 

36y/f 

18/7 . 


于是 

exp(i4t) =4>(l)0''(O) 

去 e - 3 , + 3^ e(2t/r)l + 」_^ e(2 -，, ‘ 

2 4/7 4^7 

_ 7 r -3i 13 +7VT (2 +yf)i - 13 +7^7* (2-yr>, 

_ 6 i2 万 

_ A P - 3 « | 5 +2^/f ( 2 */T), -5 +2-JT ( 2 -jf), 

3 6 VT 6 万 

丄 e - 3 , I 5 C (.2*JT), , -5-V7 ^ (2 -yr )t 

6 12 V 7 12^/7 

^ r -3. -53 +25yT (2*/p« 53 +25^7 (2 -^)< 

'18 36^7 ^T e 

-— e ~ 3 ' I - 1 +2^f7^ 2 */r)t { 1 +2/f^2-yp, 

9 18^7 18>/7 

_ 2 - 3< - ~ 1 +2^ ( 2 4vT). 1 +2y/f ( 2 .Jf U 

3 6V7 ~6^ 

M e - 3 * ■ 61 _ 147^ (2+，〉, , -61 - 14y^ (2 -，), 

9 1877 18^7 

_§_ e - 3 « I 13 + V7 c (2*ypi I - 13 +V7^ (2 -7f)i 
9 18^7 18/7 . 

5. 试求方程组， =Aar 的基解矩阵，并求满足初值条件 
史 ( 0 ) =tf 的解 <p(t ) : 
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⑴叫： 3 ’ ” 0 . 

提示 由第 4 题 (2) 已知方程组 f =Ax 的基解 矩阵. 根据第2 
题知满足初值条件 f >(* o ) = 巧的解史 ⑴ =[exp A (卜 t 。）]”， 于是 

r e " +2 e 5 ' i 

妒⑴ =[ exp ( Af ) ] i | = _ e _, +4 eS , j . 



■10 31 


■ 0' 

(2) A = 

8 1-1 

， V = 

-2 


■ 5 1-1“ 


.-7. 


提示由第 4 题 (4) 已知方 程组， = Ax 的基解矩阵，满足初 
值条件史 (0) =1|的解为 
«?(0 = [exp(Af) ]i| 

13-3, 2 - 13-/7 _(2+ yr )« . -2 - 13-/7 (2- vT ). 

-x-e +- — — e +-—- e 

3 6/7 6 /f 

_9 i e - 3 « + -374 + 73/7 c(2 + 办 + 374 +73 
9 18/7 18 /f 

52 _3, ■ - 89 - \\-Jl <2 +^ T)i 89-11 -ff 
. ~ 9 6 1877 6 18 V 7 



1 2 r 


T 

(3) A = 

1 -ii 

，V = 

0 


.2 0 1」 


.0. 


解由第3题 （3) 知，矩阵 A 的特征值为 A , =3和2重特征 



r 2 i 


■ -3/3 - y ' 

值 A 2 = -1， 特征向量为 U =a 

i 

.2： 

，特殊向量为 《 = 

2y 

- ^ - 


初值条件史 (0) =rj = 


1_巧3」 


，应有 iy =“ + c ，即 
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V\ • 2ot - 3/3 - y- 

V 2 = a +2*y 
. 77」L 2a +4^ . 

解得 

a = Y 6 ( ' 4v ' +2rh +3 t ?3) ， 

^ =^( - 4 ”i -2^2 +5” 3 ) ， 

r =^( ~ 4 V \ +14 ^2 - 3 t / 3 ), 

当 ii = [ i ， o , o ] T 时有 0 =+^ = ~ Y ^ y = •.利用公式得解 

tp x (0 = e 3, Eu +e~'[E + t(A +E) ]® 



当” =[0，1 ，0] 7 时有 a = y ti 8= -^, y=L 同样得解 
= e l Eu +e~'[E + t(A + E) ]» 
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4 K 0 = 


T 6 " + T 


j e 、 +e -‘ .± + , 
4 4 


t c -t c m 


- e 3 * 


r -"*( - T _t ) 

其满足初值条件妒 (0) =[1，0,0] T 的解为 


3 i 1 

L 2~ e ~T 





P + e 1 去士) 

16 16 4 / 



4^(0 =<P(0 0 = —e 3f - —e' 1 . 

4 4 

■0 丄 3« 1 

- T e " T e . 

6. 试求方程组 x '=/ Lc +/(0 的解 〆 o : 

⑴於 (叫 叫 ：； j ， /⑴ =[;’]. 

提示由第4题 （2) 已知方程组/ =4 x 的基解矩阵.利用非 
齐次线性方程的常数变易公式 

4o(0 =exp[ (t-t 0 )A] v + f exp[(«-s)A]/(s)ds, 

得 


<o(0 =exp(«A)i| + exp[ (« -i)A]/(i)di 


1 r _ 3e-, i 

If 1 

2e _,+2 * -e _,+, 

W^+e 5 *— 5 * 1 

t[ 3e- J 

+ t/ 0 

-2e -,+i +e"** 

+2e & - < * +2e 5, - 5l ] dS 

r 3 „ . 

l 

2 



20 C ~ e 

~~4 C 

~T 



3*. - 

A 1 

1 



LTo e _e 

+ T e 

+ yJ 
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「 0 1 

O ' 


- 0 - 

(2) ^(0)=0, A = 

0 

0 

1 

， /(O = 

0 


.-6 

-11 

-6. 


-i 

L e J 


提示由第3题 (4) 已知方 程组 〆 = Ax 的一个基解矩阵为 


少⑴= - e • 
. e 

因 det 0(0) = -2， 


-2 e ' 21 -3 e ' J, 

4 e _ 2 ‘ 9 e - 3 ' 




= det 0(0) 


'-6 
6 

.-2 


-5 



2 

-4 




考虑到初值条件史 (0) =0 及非齐次项 / O ) 的形式，标准基解矩阵 
可仅计算部分项 


exp(i40 =0(<)^ '(0) = * 

* 

利用非齐次线性方程的常数变易公式 

< p ( t ) = e \ p ( tA)ri + J exp [ (« - s ) A ]/(5 >ds 
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(- I 卜夺) 


-*+4 e - z, - 


9_-3, 


L (v- 

( 3 ) 叫:卜 d 叫 -:: J . 


解矩阵的特征方程为 
det ( - A ) 丨入 * 


=(A -1 )(A -2) =0. 


满足 

= 0, 


特征值为 A , =1, A 2 =2. A , =1 的特征向量 = 

即《=£^^，其中《#0为任意常数. 同样， A 2 =2 的特征向量 》 = 

[I!] 


满足 


-2 

i r 1 -2r, +3 v 2 

-2 

. v 2 , -2v { +3v 2 . 


( A 2 £-A 

即 r 其中 / S —0 为任意常数. 

方程组， = Ax 的一个基解矩阵为 

3 e 2 


因 


少‘⑴= 


少⑴= 


-2 e " 3 e 


2 e 2 




e Je l , -2 3i 

I -e-^ 0 (0)= [ 1 -l]* 
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故 

exp ( At ) =4>(0 少丨（0) 


-2e +3e 2 ' 3e ， -3e 2 ‘ 
-2e +2e' 3e -2e 2 * 


解 1( 常数变易公式）利用非齐次线性方程的常数变易公式 

^>(t) = exp[(t - t 0 )A]rf + I exp[ (t -s)A]f(s)ds 
J <0 

及积分公式（见[附录 n §3.3-6(100) 、（101)])，有 

史 （ f) = exp(tA)i| + f exp[ (t - s)A]f(s)ds 

• ( -2”, +3” 2 )e‘ +3(”, -” 2 )e 2 ‘ _ 

[(-2”, +3” 2 )e’ +2 (t/, -” 2 )e 2, J 


—[-2( - sin t - cos t) -6( - cos t + sin 0 ] -4e' 


5 


■[ ( -2sin t - cos t) +2( - 2cos f + sin 0 ] + 3e 21 


2 


•[ -2( - sin f - cos t) -6( - cos t + sin t)] _ 4e' 


2 

+ —[(- 2sinf -cos t ) +2( - 2cos t + sin 0] +2e 2 ' 


cos t -2sin t + ( -4 -277, + 3 t ； 2)e' +3( 1 + 77, 
2cos t -2sin t + ( -4 -1j] x + 3 tj 2 )e +2( 1+77, 
解 2( 待定特解）设特解为 


* = 


*2 


acos t + 6sin f 
ccos t + </sin t. 


代人方程组，有 


一 asin t + 6cos ti 

(46 - 3d)sin t + (4a -3c)cos t 

sin t 

,—csin t +dcos t\ 

(26-d)sin f + (2a-c)cos ^ . 

,— 2cos t. 


对比 cos f.sin t 的同类项得 
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有解 a = l ,6 = 


通解是 


- a =46 -3rf + 1, 
b =4a - 3c, 

-c =26 - 
d = 2a — c — 2. 
-2,c=2 ， d= -2 . 特解为 



cos t - 2sin t 
2cos t -2sin t. 


<p{t) = 0(t)c +i = 




cos t - 2sin t 
2cos t - 2sin t 

其中 C ,， C 2 为任意常数 • 



由初值 条件史 (0) =\ V ']： 
L?hJ 


得 


^(o)=fj ^lf C, l + fM =\ v, 

1 2JIc 2 J [2] lr7 2 J 


即 



~ 2 Vi + 3^2 ~ 4 
Vi ~V2 + i 


妒⑴ = 



3e 2, i -2^7, +3tj 2 -4| 

2 e 2, \ Vi ~ V2 J 


cos t -2sin t 
2cos t -2sin t. 


「cos i-2sin t+ ( -27；, +3 t/ 2 -4)e’ +3( 巧 , _ 仏 +l)e 2 * ' 
2cos t -2sin t + ( -2 Vl +3 tj 2 -4)e* + 2 ( 77 , -rj 2 +l)e 2 * ' 
7. 假设 m 不是矩阵 A 的特征值.试证非齐次线性微分方 

程组 
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x ' = Ax + ce m, 

有一解形如 x (0 = pe ' 其中 c ， p 是常数向量. 

证将解 : r (0 =pe ■"‘ 代人方程组得 mpe m, = Ape m, + ce •‘.因 
e " VO , 上式可化为 （ m £-/ l ) p = C . 因 m 不是矩阵4的特征值，即 
如（饥£：->4)#0，矩阵/71£-4存在逆矩阵（771£-^4)' 于是有解 
p =( mE - A ) -^，且当00时 p #0. 从而 JT (0 =/»，是非齐次线 
性微分方程组 f ♦ ce " 1 的解. 

8. 给定方程组 

rx" - 3x[ +2x, ■¥ x' 2 -x 2 = 0 ， 

[*{ -2x, + x\ + x 2 = 0 . 

(1) 试证上面方程组等价于方程组 k '=4 k ， 其中 





'*ll 


- 0 

1 

O' 

u = 

u 2 

= 

X ； 

,A = 

-4 

4 

2 


■ U 3 - 


L*2 」 


■ 2 

-1 

-1. 


(2) 试求 （1) 中的方程组的基解 矩阵； 

(3) 试求原方程组满足初值条件 

*,(0) =0, x \( 0 ) =1，* 2 (0) =0 

的解. 

解 （1) 方程组的第1式减去第2式可得 

x " - 4 x [ + 4 x , - 2 x 2 = 0， * 了 =4*| - 4 x , + 2 x 2 . 

令 u , =*, ,u 2 =x\ , u 3 =* 2 时，由上式有 

u\ = x\ =u 2 , u' 2 =x1 =4x[ -4x, + 2x 2 =4 u 2 - 4 u , + 2 u 3 . 
而由方程组的第 2 式又有 

«3 =*2 = ~ x \ +2x, -x 2 = - u 2 +2u, - u 3 . 

于是 






U 2 

a ，= 

U 2 

= 

-4u, 

+ 4u 2 +2u 3 


- U 3. 


. 2u . 

-u 2 - u 3 . 
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' 0 1 0 ] 

=-4 4 2 Uj = Au . 

• 2-1 -lJ u 3 

(2) 方程组的特征方程为 


det ( A ^- A ) = 4 A -4 -2 = A(A -1 )(A -2) 


有特征根 A =0 ,A = 1 ,A =2. 分别对应特征向量 a 0 


方程组 V = Au 的一个基解矩阵为 


少 （0 = 0 2 e ‘ 2 e 2 ‘ . 


(3) 对初值 条件〜 （0) =0，<(0) =1,* 2 (0) =0有 


2 +y 2 =a(0) = 1 , 


! + 2/8 + y = 0, 
2p+2y = 1, 
2a + p =0. 


- 1 .a=y.r=y- 


于是方程组满足初值条件的解为 
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4 p ( t ) = 0 ( t)c = 

1 2 e 

0 2 e * 

e 2 ‘ _ 

2 e 21 

' a " 

p 

= 

r * _ 2 e * + i - e -] 
2 2 

-2 e ' +3 e 21 


.2 e ' 

0 - 

r - 


1 - e * 


原方程组满足初值条件的解为 


*,(«) =+-2e‘ +^-e 2, ,* 2 (t) = 1 -e‘. 

9. 试用拉普拉斯变换法解第5题和第6题，也可以利用计算 
机软件求解之. 

解 5(1) 解 1 记 AT , ⑴ =^[ x t ( t )] t X 2 ( s ) =匈> 2 (0]，对 
方程组应用拉普拉斯变换 

r^,(s) -3=X l (s) +2X 2 (s), 

[ sA ： 2 ( s ) -3 =4 AT ,( s ) +3X 2 (s). 

于是 


解得 


(s-\)X l (s) -2X 2 (s) =3, 
-4^,(s) + (i -3 )Aj(5) =3. 


AT,(a)= 


3(5-1) 
s 2 -45-5 


X 2 ( s )= 


3(s +3) 
s 2 -4s -5 


2 

1^5 

4 

7^5 




f^i(0 =2e s, +e", 

经拉普拉斯反变换，有解 /、 

(t) =4e - e . 

解 2 iHAT,(5) =^[ Xl (t)],X 2 (s) ^^[x 2 (t)],X(s)= 

[&(0，\( 5 )]'对方程组应用拉普拉斯变换 

sX(s) =AX(,) t 


(sE-A)X(s) 
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因 


X(s) - {sE - A) ~ 




施行拉普拉斯反变换得解 

- 1 5! • - I 

5(2) 提示拉普拉斯变换后方程变为 

sX , = X , + 3 X 3 , sX 2 +2 = SX { + X 2 - X 3 , 
sX 3 +7 = 5 X t + X 2 - X 3 , 


解得 


^ = _^( 7 ,- 5 ) j 2 = _W- 


s j -^-155-9' 2 5 3 -, 2 -155-9' 

Y Is 2 - 12s +5 

A 3 = ~— 3 - 5 - . 

s -s 2 -15s-9 
施行拉普拉斯反变换得满足初值条件的解 
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= 

y e - 


91-3, 

*2 = 

" 9 e 


52- 3 , 

*3 = 

- y e 


42 


42 


126 


126 


126 126 
5(3) 提示拉普拉斯变换后方程变为 
sX , - I = X x + 2X 2 + X 3 , 
sX 2 = X t - X 2 + A - ,, sX 3 = 2X x + X ” 


解得 


y S_1 y 1 Y 2 

'~~ r, 2 = 2 …， = 7^27 


s z -2 s -3 - 2s -3 

施行拉普拉斯反变换得解 

x x = y ( e 3 ' + e ") , x 2 =-^-( e 3 ' - e ~') , x 3 = y ( e 3 ' - e "'). 
6(1) 提示拉普拉斯变换后方程变为 


解得 


sX , +1 = X , + 2X 2 , sX 2 -1 = 4X t + 3X 2 +—. 

5 — 1 5 


v s 3 - 7s 2 +65+2 v — s 3 + 5^ 2 — 75 - 1 

A I = !~~a !~~^ ~ 9 ^2 = ~~ ~ 


s ( s 3 - 5s 2 -5+5) 
施行拉普拉斯反变换得解 

2 


s ( s 3 - 5s 2 -5 +5) 


解得 


3 51 1 t -1 

孓， 々 = iu e + y e " e + ~ 
6(2) 提示拉普拉斯变换后方程变为 

sX , = X 2 , sX 2 = X 3 , sX 3 = - 6X { - l \ X 2 - 6X 3 

X 2 =■ 


(1 + i ) 2 ( s 2 +5 s +6) ’ 2 "(1 + s ) 2 ( s 2 +5 S +6)* 
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(1 +5> 2 (5 2 +55 +6)' 
施行拉普拉斯反变换得解 

1 -3i . -2i . - 3 

4~ e +e +— 4~ e ， 
-3i o_-2< , — + 5 


^ — 31 

龙 2 = — e 一 2 e 

9 


4 


， -3i 4 -2i 2^—7 

e +4 e +—-— e 

4 4 

6(3) 提示拉普拉斯变换后方程变为 


sX } - = 4X } - 3X 2 


? + 1 ’ 


sX 2 -q 2 =2X x -X 2 -^~. 

s +1 

解得 

x +s 2 ( -7), +3t] 2 ) +5( -?7, -7) +3ti 2 - 1 -T7i 

■ _ (7 + 1)(5 2 -35+2) ， 

X _ ~ s3 V2 -21；, + ^V2 + 2) +5( -t/ 2 -8) +4iy 2 _2 -2% 

2 " (5 2 +1)(5 J -35+2) 

施行拉普拉斯反变换得解 

- - (4 +2” ， - 3” 2 )e* +3(1 + 7 /, - ” 2 )e 21 + cos f -2sin t, 
x 2 = - (4 + 2 t 7 , -3Tj 2 )e +2(1 + 77 , -” 2 )e 2 ‘ +2cos t -2sin t. 
10. 求下列初值问题 的解： 

I x\ + x' 2 = 0 , 

x \ - X2 =1. 

*1 (0) = 1 ,* 2 (0) =0. 

解 1 第 1 式加或减去第 2 式再积分可得 
*1 = + ， *i(0 =y< +c, ; *2 = -y, * 2 (0 = -yt + c 2 , 
其中 C | ， c 2 为任意常数.将初值条件代人知 
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a:, (0) =c, = 1 ； a: 2 (0) =c 2 =0. 


初值问题的解为 

«|(0 = y < + 1 , * 2 (0 = - yt . 

解 2 记 1( S ) =^[ Xl ( t )], X 2 ( s ) =^[ x 2 (0]， 对方程组施 
行拉普拉斯变换 

sX.is) -1 +sA ： 2 (s) =0, 

5 ^i ( a ) — 1 — sX 2 ( a ) — —. 

s 

解得 

… 士 |， 

■^2( S ) = - ~2* 

再对其施行拉普拉斯反变换 

«.(0 = y « + 1 , 

* 2 (0 = ~ y l 

1 x" +3x\ +2x, +x' 2 +x 2 =0, 

x \ +2 *i +*j -* 2 = 0, 

*i(0) = 1 ,*1(0) = - 1 ,« 2 (0) =0. 

解 1( 求特征向量）令 u , =*,， u 2 = x [, u 3 = x 2 . 方程组的第 1 
式减去第 2 式可得 

x" +2x[ +2x 2 = 0 ， x" = -2x\ -2* 2 , 

即 

u 'l ~ x \ = u 2 » U ，2 = x" = — 1x\ — 2 x 2 = — 2u 2 — 2u 3 . 

则由方程组的第 2 式又有 
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于是 


Uj =*2 = -x\ -2x, +x 2 = - u 2 -2u, + u 3 . 





U 2 


0 1 

O ' 



U' = 

U， 2 


— 2 u 2 — 2 以 3 

= 

0 -2 

-2 

U 2 

=Au 


- U 3 . 


一 u 2 - 2 u , + u 3 


.-2 -1 

1 . 

- U 3 . 



方程组的特征方程为 


A -1 0 

det ( A £ - A ) = 0 A +2 2 = (A + 1 )(A +2 )(A -2) =0. 

2 1 A -1 

- 2 - 

有特征根>\= -1， A = -2 ，A =2.对应特征根有特征向量 a -2 


.r 


- r 

-2 

，y 

2 

. o. 


_ -4. 


，其中 《，)8， y 为任意非零常数. 


于是方程组的一个基解矩阵为 


- 2e •‘ 

0(0 = -2e" 



-2e_ 2 ‘ 
0 



对初值条件 * i (0) = u ,(0) = 1 (0) = u 2 (0) = - 1 ,* 2 (0)= 

u 3 (0) =0有 


0(O)C =0(0) 

'a 

= a 

- T 

-2 

+ 召 

• r 

-2 


r 

2 


LrJ 


.1. 


. o. 


.-4. 


=«( 0 ) = -1 
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2a +/3 +-y = 1, 

-2a -2p +2y = - 1, 
a -4y =0. 


解得 

1 1 „ 1 
«= T ’y = i^ = 丁 . 

于是方程组满足初值条件的解为 

. 2e" e' 21 e 2 ' lra 

<p(t) =0{t)c = -2e" -2e" 2 * 2e 2 ' p 

- e'* 0 -4e 2, JLy. 



原方程组满足初值条件的解为 

*,(0=fe* + |e- 2 * +1 Le 2 * ,^ 2 ( 0 = y( e- e 2 '). 

解 2 ( 求 exp (4 f )) 解 1 求得基解矩阵 0(0 后，进一步有 
I" 8 4 4' 

'(0) = 占 -6 -9 -6 . 

2 1 - 2 . 

于是 

exp ( Al ) =0( f )0"'( O ) 

16e-*-6e- 2, +2e 2< Se" ^e' 21 +C 21 *' 

=^2 -16e-*+12e- 24 +4e 2 * -8e—‘+ 18e— 2 ‘+2# * • 

8e — Se^ 4e ~ l —4c 21 *. 


解得 
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<p(t) = exp(At)ri = exp(At)\ -1 


-8 e - -6 e - 21 +2 e 2 ' 


原方程组满足初值条件的解为 

*i (0 + "^~ e-2, + ^ 2 e2 ' • =^~( e * _ e 2 ’）. 

解 3( 拉普拉斯变换）记 AT ,( s ) =^[ Xl ( t )], X 2 ( s ) = 
斯* 2 0)]，对方程组应用拉普拉斯变换得 

(s + 1 ) (s +2)AT, (s) +(s + 1)AT 2 (s) =s +2, 
(s+2)^,(s) +(s -1)A ： 2 (s) =1. 


[(i -1)(5 +1)(5 +2)-U +1)(5 +2)]A ： ,(5) =( S +2)(5-l) -(5+1), 
…、 S 2 -3 s 2 -4 + 1 


^ i (*)=' 


s + l)(i+2)(s-2) "(5 + l)( 5 +2)(5-2) 


j + 1 (s + 1)(s+2)(5-2) 


4 s+2 12 s-2 


4 s+2 12 s -2' 


X t (s )=- 


5 + l)(s +2)(s -2) 


4 5 +2 12 s -2* 


A ： 2 ( s )=- 


(s + i )( s - 2 ) 一丁 77T~y 7^2' 
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对其施行拉普拉斯反变换得 

*,(s) = ye" +-^-e" 2 ' + ^e 2 ' , x 2 {$) =y(e" _e 2 ‘). 

1 X ( - m x 2 = U , 

*2 + ^*1 =0. 

*1 (0) = 1 ；, ,«I(0) =r 7 2 ,* 2 ( 0 ) =tj 3 ,x' 2 (0) =^ 4 . 

解记 1(0 =^[ Xl ( t )], X 2 ( s ) =又|> 2 (0]，对方程组应 
用拉普拉斯变换得 

s 2 AT, (s) - stj^ - tj 2 - m 2 X 2 (s) =0 ， 
s 2 X 2 (s) - stj 3 - t/ 4 + m 2 X t (s) =0. 

可解出 

^i(«) = ~] ~( + s 2 rf 2 + sm 2 ri 3 +m 2 T/ 4 ) 

s + m 

5 3 77, +5 2 t 7 2 + sm 2 ri 3 + rn 2 ri A 
(5 2 - ^/2ms + m 2 ) (s 2 + yflms + m 2 ) 


( 4 _£ L \ 2 + /^\ 2 ( s + ^.\ 2 + (£ L \ 2 ’ 

\ ^ 2 ) Iv^j ( UJ 

又 2( 4 ) =~r^ ~ t( s3 Vi +s 2 V2 -sm 2 7f 3 - m 2 7/ 4 ) 
s + m 

5 3 77, + s 1 1 ) 2 - sm 2 ri^ - m 2 T/ 4 
(s 2 + m 2 ) (s 2 -\-yj2ms + m 2 ) 


/ m \ I m \ I m / m \ 

十 -万卜 (冰仲 

( 5 "l) 2 + (l ) 2 hl) 2 + (t ) 2 


其中 


407 




M ^2 „ 1 ^2 ^2 


c = - 




■Jl ^2 
2 ^ + ^ 2 + ^ - 


施行拉普拉斯反变换可得 


I (0 = ( ^COS —t +Bsin — t \^ + [ Ceos ^zt + Dsin 


十 -f ， 

^(0 = ( ^ cos ~7^ 1 - ^ s > n + f - Ocos ^pzt + Csin —t\e'^. 






■n 




\ - J2 


V2 ) 




及 , 


11. 假设 y = w *) 是二阶常系数线性微分方程初值问题 


的解，试证 


y" + ay' + by = 0, 

y (0) = o ,/( 0 ) =1 


r = J o <p(x -t)f(t)dt 

是方程 

y" + ay' + by = f(x) 

的解，这里 /(*) 为已知连续函数. 

证 1 对 y =£ *(* -*)/(*) 山， 利用积分号下求导数定理及 
初始条件有 


y' = J o <p'(x -t)f(t)dt, 

/=/(*) + [ <p n (x -t)/(t)dt, 

J 0 

及 (p"(x) + a<p r (x) + b<p(x) 羅 0,于是 

y" + ay'+by =/(*) + £ [〆 ⑴ + a( p'(s) +b(p(s)y(x-s)ds =f(x). 

这证明了: r = I 。 史 （:* - f)/(0 山是方程 〆 ， + a /+6 y =/( 幻的解. 
证2令4=；^ 2 =/.它有矩阵形式 
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: =Z ' = \ Z '] = [ 、 

l^J I ~ aZ 2 - bz \ +/(*) J 

=[-： -：][：；] + U ：)1- 


齐次方程 y” + =0 对应 

,, r 0 li 
Z =Az, A = |. 

, - b - a\ 

方程有标准基解矩阵 0(*) =exp(Ax ). 由初始条件及解的唯一性 
定理知 

u _ h 、 r 少⑷ <P(*)1 


0(x) = exp(Ax ) = 


〆 （《) ( p r ( x )\ 


Z = fexpA(*-0.f ° ld.= 

f <p(x - t)f(t)dt 

J 0 

f <p'(x - 0/(0 山 
L Jo J 

即 2 i = y = f 史 （* y )/(0 山是方程的一个解 • 


409 



第六章非线性微分方程 


§6.1 内容提要 

§ 6 . 1.1 稳定性 

(1) 非线性常微分方程组的存 在唯一 性定理高阶微分方程 

可以通过变换 = z ,* 2 = 〆 ，…，\。/"-”化为一阶常微分方程组 
d^. 

O ， i = l ， 2, … ， n. 

上式可写成向量形式 



① 

方程组①的初值条件为 


无 0 。） = :0. 

② 

考虑包含点（《。，6)的某区域 


R ： U-t 0 丨矣 a, II x-x 0 || 

《 b. 

其中*的范数 || I || 定义为 || JC || = 

/(«,x) 在域 G 上关 

于 i 满足局部利普希茨条件是指：对 G 内任 一 点 ， 存在闭 
邻域 /?CG ， 使/0，幻在域/?上关于 x 满足利普希茨条件，即存在 

常数 L>0 满足 


II /(«,-*) ~fU,x) || || i -i || , 

(t,x) ,(«,x) eR, 
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L 称为利普希茨常数. 

当 /( M ：) 在域 G 内连续且#存在，则 /( f ) 在 G 上关于 x 满 

OX 

足局部利普希茨条件. 

存在唯一性定理若 /( M ：) 在域 / e 内连续，且关于 X 满足局 
部利普希茨条件，则方程组①在区间 \t-t 0 \^h 上存在唯一解 JC = 

於 ( ’，豸0， 龙 0 ) ，且 史 ( 於0，’0，：0 ) = :0，其中 

h = min ( , M = max \\f(t 9 x) || . 

\ /W / (i.ar) c R 

解的延拓与连续性定理 若在域 G 内连续且关于 x 
满足局部利普希茨条件，则方程组①的满足初值条件②的解 : r = 
史0,心，：0((^。）£0可以延拓，或者延拓到 + 00(或-00) ; 或 
者延拓到使点0,於(《，<。，: c 。）） 任意接近 G 的边界.而方程组①的 
解:^史0，^。）作为£，《。，:《: )) 的函数在它的存在范围内是连续的. 

可微性定理 若 /( M ：) 和#在域 G 内连续，则方程组①的满 

OX 

足初值条件②的解: c = p ( M 。，: r 。） 作为 t ， kx D 的函数在它的存在 
范围内是连续可微的. 

( 2 ) 李雅普诺夫稳定性 

( a ) 零解对方程组$=容（^)的某特解少=於（*)，可以通 
过变换 x =_y -於(0化为方程组 

其中 /0， x ) =g(t,y) =g(t,x +^>(0 ) - g (*，< o (0) .即 少 

的方程的特解 _y = 穿 ( f ) 变为 x 的方程组③的零解 x =0. 

( b ) 稳定性 假设方程组③的右端函数/0，幻在包含原点 
的域 G 内有连续的偏导数，从而满足方程组的解的存在唯一性、 
延拓、连续性和可微性条件. 
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如果对任意给定的 O 0, 存在 s =5( t ~) >0,使当任 一 X 。满 
足 II 矣 S 时，方程组③的由初值条件 jfO 。）= x D 确定的解 x ( f ) 
对一切 Of 。 均有 || x (0 || 矣&则称方程组③的零解是稳 
定的. 

如果方程组③的零解 x =0 稳定，且存在&>0,使当 ||; r D || 矣 
3。时，满足初值条件 ar ( f 。）= Jt 。 的解； r (0 均有 lim x ( t ) =0,则称 

l-*4» 

零解: r =0 是渐近稳定的. 

如果零解 x =0渐近稳定，且存在域 D 。， 当且仅当％ E Z )。 时， 
满足初值条件 xO 。）=* r 。 的解: r ( t ) 均有 limxO ) =0,则域 Z )。 称为 

I—♦ + 0D 

(渐近）稳定域或吸引域.若稳定域为全空间，即3。= +00 ， 则称零 
解 X =0是全局渐近稳定的或简称为全局稳定的. 

当零解: r =0 不是稳定的时，称它是不稳定的，即如果对某个 
给定的 e >0, 不管 S >0 怎样小，总有 x a 满足 || x 。 || 矣 S ， 使方程组 
③的由初值条件 x ( f D ) = jt 。 确定的解 x (0, 至少存在某个 q > t 0 有 
II *(* i ) II = e . 

(3) 按线性近似决定稳定性考虑非线性驻定微分方程组 

^= Ax + R ( x ), R (0) =0. ④ 

右端函数满足条件 

lim ⑤ 

II x || 

显然，方程组④有零解 x =0. 

满足条件⑤的非线性微分方程组④在零点附近的线性近似微 
分方程组为 

ft =Ax - ⑥ 

线性微分方程组的特征方程为 

det(A -\ E ) =0. ⑦ 

定理若特征方程没有零根或零实部特征根（特征值），则非 
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线性方程组④的零解的稳定性态与其线性近似方程组⑥的零解的 
稳定性态一致 ：当特 征方程⑦的根均具有负实部（包括负根）时， 
方程组④的零解是渐近稳 定的； 当特征方程⑦具有正实部根（包 
括正根）时，方程组④的零解是不稳定的. 

若特征方程有零根或零实部特征根时，方程组④属临界情形， 
其零解的稳定性态不能由其线性近似方程组⑥的零解的稳定性态 
决定，需考虑高次项 R ( x ) 的影响. 

(4) 赫尔维茨判别法 n 次常系数代数方程 

a 0 A " + a l A " - l +...+ a I 1 _ l A + a (1 =0， a o >0 ⑧ 

的赫尔维茨行列式定义为 




a i a o 


a i 

a o 

0 

A , =a, , A 2 = 

， A 3 = 

«3 

°2 

a \ 



a 3 a 2 


a s 

a 4 



a . 

a o 


0 




«3 

a 2 


0 

= a , 

An- t 


°2,- 

1 a 2n-2 






其中 =0( 对一切 i > n ). 

赫尔维茨定理方程⑧的一切根均具有负实部的充要条件为 
成立不等式 

>0, A 2 >0, Aj >0, ••- , A b _, >0, a H >0. 

§6.1.2 V 函数方法 

(1) V 函数考虑 / i 维一阶非线性驻定微分方程组 

$=/⑷，/(0)=0， ① 

其中 /( x ) 在域 G : ||x || ^-4(^ 为正常数）内有连续的偏导数，从 
而方程组在域 C 内满足初值条件 jcO 。）= x 。 的解在原点的某邻域 
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内存在且唯一.显然 ，; r =0是其特解. 

假设 V ( x ) 为在域 || x || 内定义的实连续可微函数， 
V(0) =0.若在域内恒有 K ( jc ) 多0,则称 V 为常 正的； 若在域内当 
jc #0 时有 V(x) >0,则称 K 为定 正的； 若 - V 是定正（或常正）的， 
则称 V 为定负（或常负）的. 

当 V ( x ) 对所有变元的偏导数存在且连续时，可将方程组①的 
解代人，再对 （求导 得 

处 = y y 

cU frl bx, dt ^ dx, dx 
此导数 ¥ 称为 KU ) 通过方程组①的全导数.可简写为 r 或 k 

(2) 李雅普诺夫定理如果对微分方程组①存在定正函数 
VU )， 其通过方程组①的全导数为常负函数或恒为零，则方程组 
①的零解是稳定的. 

如果存在定正函数 V ( jc ) 通过方程组①的全导数为定负时，则 
方程组①的零解是渐近稳定的. 

如果存在函数 K ( x ) 和某非负常数 M ，其通过方程组①的全导 

AV AV 

数石可表为 g=/^+ 『 U )， 且当 m=o 时『为定正函数，当 

时『为常负函数或恒为零，又在 x =0 的任意小邻域内至少存在 
某个*使得 V { X ) >0,则方程组①的零解是不稳定的. 

(3) 二次型 V 函数的构造如果 n 维一阶常系数线性微分 
方程组 

f t - Ax ② 

的特征根 A ;均不满足关系式= 0( i,y = 1, ••• , n ) ，则对任何 
负定（或正定）对称矩阵 C , 存在唯一的二次型 
V(x) =x r Bx (B T =B), 

使其通过方程组①的全导数有 
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—=:r T (C T =C), 

且对称矩阵满足关系式 

A r B + BA =C. 


§6. 1.3 奇点 


平面驻定微分方程组 


玄 = iw), 


其中尤， y 对*， y 有连续偏 导数. 方程组①的解= 
在欧几里得空间表示一曲线，称为积分曲线 .*， y 平面称为相 
平面，积分曲线在相平面上的投影称为轨线.满足 X{x,y) =0, 
n *， y ) =0的常数*=， ， y = y •为方程组①的解，称为驻定解（或 
常数解），相平面上的点 （*• , y * ) 称为方程组的奇点. 

通过线性变换可将方程组①的奇点移至的原点上，再取 
其线性项则得方程组①的线性近似方程组 


ax + by y 



② 


线性方程组②的特征方程为 


a — X. 
c 

即 A 2 +pA +9 =0,其中 



= 0 , 


p = - (a+d) ,q = ad-bc,^ =p 2 -4q. ③ 

可以通过方程组②的系数与特征方程的系数关系③，表示相 
平面上奇点（原点）附近的轨线图貌，即奇点的类型，如 
图 6. 1: 
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源点(不稳定） 




汇点(稳定） 


退化结点棘郎巾心靴 mi 结点 


\焦点 

焦点/ 

结点 V 0 ^ 

外⑽/结点 

pcO^AX) \ 

/ pX) > A>0 


鞍点 

q<0 


图 6.1 奇点类型 


( 1 ) 9^0 

( a ) 9 <0:有两不同符号实根，奇点为鞍点. 

( bl ) 9 >0， p 2 -4 9 <0， p >0: 有两负实根，奇点为稳定结 
点. 

( b 2) q >0, p 2 _ 4 g <0， p <0 : 有两正实根，奇点为不稳定 
结点. 

( cl ) q >0, p 2 -4 9 =0， p >0: 有一重负实根，奇点为稳定 

退化结点或奇结点. 

( c 2) q >0, p 2 -4 9 =0， p <0: 有一重正实根，奇点为不稳 
定退化结点或奇结点. 

( dl ) q >0, p 2 -4 9 >0， p >0: 有一对负实部共轭复根，奇 
点为稳定焦点. 

( d 2) q >0, p 2 - 4 9 >0， p <0: 有一对正实部共轭复根，奇 
点为不稳定焦点. 

( e ) 9 >0， p =0: 有一对（零实部）共轭虚根，奇点为中 
心. 

( 2 ) 9 =0 

( al ) p >0: 有单零根和负实根，过奇点有稳定 奇线. 
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( a 2) p <0: 有单零根和正实根，过奇点有不稳定奇线. 

( b ) P =0: 有重零根，过奇点有奇线，奇线上下有不同走 
向的平行轨线. 

( c ) a =6 =c = d =0:奇点充满全平面. 

§6. 1.4 极限环和平面图貌 

(1) 极限环考虑平面驻定微分方程组 
rf t =X(x,y), 

, ① 

\f t = nx, y ), 

其中 U 在相平面的某区域 G 内有一阶连续偏 导数. 方程组①在 
相平面上有孤立的周期解（闭轨线），且附近的轨线均趋于 （或离 
开）该闭轨线时，称此闭轨线为稳定（或不稳定）极限环，如附近的 
轨线一边趋于而另一边离开该闭轨线时，则称此闭轨线为半稳定 

极限环. 

环域定理如果 G 内存在有界的环形闭域/)，在其内不含方 
程组①的奇点，而①的经过 Z ) 上的点的解（轨线 ） x =*(0 ，y = 
y (0 当(或 <矣《。）时不离开域 D . 则或者解本身是周期解（闭 
轨线），或者解正向（或负向）趋于 Z ) 内的某一周期解（闭轨线）. 

定理如果 G 内存在单连通区域 ZT ，在其内函数 M +社不 

dx by 

变号且在 ZT 的任何子域内不恒为零，则方程组①在域 ZT 内不存 
在任何周期解（闭轨线），更不存在任何极限环. 

在相平面分析中除奇点和极限环两种特殊轨线外，还有一种 
从奇点到奇点的轨线，这类轨线称为分 界线. 如果一条分界线与一 
个奇点构成一个环，则称为同宿环（轨） . 如果—条分界线两端是 
不同奇点，则分界线称为异 宿轨. 当多条分界线与多个奇点构成一 
个环时则称此环为异宿环. 
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(2) 李纳 （ Lizard ) 方程 

^ +f(x )f t+M =o. ② 

记 F (*) = J /(*) d*，y =营+/^(*)，方程②可化为方程组 

^= y - F ( x ),^= - g ( x ). ③ 

定理假设 

( a ) f ( x ) ， g ( x ) 对一切 * 连续， g (*) 满足局部利普希茨 条件； 

( b ) /(*) 为偶函数，/(0) <0, gU ) 为奇函数，当 * — 0时 
xg ( x ) >0； 

( c ) 当 *—► ± oo 时 ^ oo ，尸（*)有唯一正零点 * = a ， 且 
当时 F (*) 单调 增加. 

则方程②有唯一周期解，即方程组③有一个稳定极限环. 

(3) 平面图貌对平面驻定方程组①，在相平面上曲线 A ：(*， 
r ) =0, Y ( x , y ) =0分别表示轨线的垂直等倾斜线和水平等倾斜 
线.可利用垂直等倾斜线和水平等倾斜线划分出相平面上的不同 
区域，使每一区域内轨线的*， y 方向的右、左及上、下走向是一致 
的，有（ +，+ )，（ +，-)，（-，+ )，（-， -) 四种走向，其中括号 
内第一个+表向右、-表向左，第二个+表向上、-表 向下. 应用等 
倾斜线方法可画出方程组①的平面轨线图貌. 

可以用等倾斜线方法分析两种群模型 


= iy ( 1 -cx - dy ), 

其中/ *， a 和 s ， d 均为正 常数. 而 6>0， c >0 时为竞争系统， 6 >0, 
0<0或6<0， <； >0时为被捕食-捕食系统， 6<0， c <0 时则为共 
生系统. 

*(4)对一般的两种群竞争系统 
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— = M ( x f y ) x , 

. ④ 

ft =N{x ' y)y ' 

其中 * 与 y 的相对增长率 M 与 N 都是非负变量的连续函数， 
有连续一阶偏导数，且一种群增长时另一种群的增长率下降，即 

苧 <0, M <0 . 

dy dx 

而任一种群过多时两种群都不能增长，即存在常数尺 >0,当 *5： A ： 
或时 A /( x ， y ) 矣0且 Ar (*, y ) 矣 0. 还设只有一种群时，它将按 
极限增长，即存在常数 a >0,6<0 使得 

当 a ; <a 时 M ( x ,0) >0;当 ； c >a 时 M ( x ,0) <0； 

当 y <6 时 W (0, y ) >0;当 y >6 时 ^ V (0， y ) <0. 

在上述条件下，可以通过分析相平面上等倾斜线曲线 M ( x , 
y ) =0和 W (*， y ) =0的形状及它们之间的关系，得到 

定理两种群竞争一般模型④的每一条轨线，当00时都 
趋于有限个平衡点之 一. 

§61.5 分支与混沌 

考虑含参数的常微分方程 

x =/(x,A),jreR n ,AeR m ,i ① 

其中 A 为参数.当参数变化时方程的解特别是平衡解的个数和性 
态是否发生变化，即方程是否结构稳定.这便是微分方程解的分 
支（亦称分歧、分岔） 问题. 相对于某参数值 A , 方程①不是结构稳 
定时称此方程为分支方程，对应的参数值 A 称为分支值. 

(1) 单参数一维常微分方程，有如下几种典型的分支 类型： 

( a ) 鞍结点分支 i = A -* 2 ； 

( b ) 跨临界分支 x =\ x - x 2 ； 

( c ) 叉式分支 i =\x - x 3 ； 
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(d) 复合分支 * = A +3 x - x 3 . 

(2) 单参数平面常微分方程的典型的分支类型 


( a ) 平面鞍结点分支 



(b) 霍普夫 （ Hopf ) 分支 


x = Ax - y -x(x 2 +y 2 ) , 
y =x + \y -y(x 2 +y 2 ); 


( c ) 同宿分支 r =y, 及 

[y =x -x +\y 


x =y, 

y =x -x + Ay +xy ； 


( d ) 异宿分支 


x = A + x 2 - xy, 
y =y 2 - x 2 - 1 ； 


(3) 洛伦茨 （ Lorenz 〉 方程 


i =a(y-x), 

y = cx - xz - y, ② 

z =xy — bz, 

其中参数 a ，6， c 均为正数.洛伦茨方程有如下 性质： 

(a) 对称性.方程关于 2 轴对称. 

(b) z 轴是不变集且轨线沿着 2 轴趋于原点.环绕 z 轴的轨线 
从平面 : r =0的上方看是逆时针方向旋转的. 

(c) 耗散性和吸 引性. 洛伦茨方程是耗散系统（相空间容积 
收缩）.解有界且轨线最终被吸引到一个体积为零的较低维的集 
合内. 



*( d ) 参数 a ，6， c 变化时轨线 性态. 当 0< C <1 时，原点5^ = 
(0,0,0) 是洛伦茨方程的唯一平衡点，原点 So 是全局渐近稳定的. 

当 C >1 时，除原点 S 。 外还出现两个异于原点的平衡点 S +， 
S . ，平衡 AS + ， S _ 渐近稳定的条件是 
a <6 + 1,1 <c ^ a>6+l,l <c <c 0 , 


其中 Cfl = 


a(a +6+3) 
a - b -1 
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当 < := < :。>1 时，特征方程有一对共轭纯虚根，出现霍普夫分 
支； 

当 c > c 。 >1时，特征方程除一负实根外有一对正实部的共轭 
复特征根，平衡点为鞍焦点. 

( e ) 固定参数 a = 10,6=|•.此时 c 。=24. 736 8. 当 0< C <1 

时，洛伦茨方程的所有轨线均趋于原点；当 C > 1时，存在原点 S 。 和 
平面 z = c - l 上 S + ， S _ 三个平 衡点； 当1 <0<(：。时,平衡点5 + ，5_ 
是稳 定的； 当 C > C 。时，平衡点 S +， S _ 不稳定，属鞍焦点 • 

(0 取参数 c 的不同值，我们可以通过数值解画出洛伦茨方 
程在相空间的轨线图貌•当 1. 346 < c <13. 926时，由原点出发的 
两条轨线各自分别趋于两平衡点 S +， S _ ;在 c = 13.926 处，出现同 
宿轨； 当 13.926 < c < c 。 时，出现由原点出发的两条轨线各自分别 
绕过一平衡点趋于另一平衡点，并在相空间中可能存在闭轨线或 
其他复杂 轨线； 当 c > c 。 时，相空间中的轨线非常复杂，往往反复地 
无限循环，始终既不趋向平衡点 S + 也不趋向平衡点 S _ ，永远在平 
衡点\和5_之间摆动.而且绕各平衡点旋转次数及平衡点之间 
摆动次数根据参数轨线初始位置不同而不同，根本无法预测，对初 
值非常敏感. 

(4) 混沌洛伦茨方程出现的这种轨线的极限集是在一有限 
区内的吸引集，但与通常了解的吸引集不同，既不是平衡点也不是 
极限环或周期变化的 点集. 这种吸引集称为奇异吸引子（或奇怪 
吸引子）.奇异吸引子还有对初值敏感的特性，存在奇异吸引子这 
种复杂现象又称为混沌（或浑沌）. 

•§6.1.6 哈密顿系统 


(1) 哈密顿函数哈密顿方程可表示为 

. dH . dH 

p =-, q =— 

dq dp 


① 
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其中 = ( Pi ， p 2 , …， P »，9 i ，9 2 ,…， 7,) 为系统的 n 对共辄变量 
(正则变量） ./» 称为系统的广义坐标称为广义动置，开称为哈 
密顿函数或能量函数.哈密顿方程①亦称为哈密顿方程 //. 如记 

x = ( p , q),J = ^° i ^卜则①式可简 写为* =/ ▽，开 ，这里▽，为 

梯度向量. 

设 // = //( p 4) 不显含 t . 此时系统构成相空间 （ p ， g ) 中的向 
量场 ( 哈密顿方程①有如下性质： 

性质1 哈密顿函数 W 是哈密顿方程①的首次积分， 
H ( p ( t ) , q ( t ) ) = c . 

性质2 (刘维尔保积定理）哈密顿方程是保守系统.相空间 
中任何区域 f / 沿着哈密顿方程轨线变化其体积保持不变.二维相 
平面上哈密顿方程轨线为闭曲线族，不存在渐近稳定平衡点和渐 
近稳定极限环. 

性质 3( 庞加莱回归定理）空间中任一点 X 。的任一邻域（/， 
必存在 jret /， 使得由 Jr 出发的哈密顿方程的解 jc (0 必回到 "， 即 
存在 >0,使得 

性质 4( 极值稳定定理）若 x 为//的局部极小或极大值点， 
则: r 是李雅普诺夫稳定的. 

(2) 泊松 （ Poisson ) 括号设 7/， F ， G 为的连续可微实 
值函数 . f 的泊松括号定义为 


\ F , G \ = VF t VG = 


d £ dG \ _ I dG dF \ 
a ) ~\ dg ， ' dp ) 


_ ' T ' I dF dG dF 

V dq t dtJi dpj 


容易验证泊松括号满足 

( a ) 反对称性 | F , C } = - \ G , F\i 

( b ) 双线性 \aF + bG , K \ = a \ F , K \ + b \ G , K \ ； 
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( c ) 雅可比 （ Jacobi ) 行列式 

\ HAF , G \ } +\ F ,\ G , H \\ +\ G ,\ H , F \\ =0. 

性质 5 H ， F ， G 不显含 t 时有 

( a ) 当且仅当 =0 时， F 是哈密顿方程 // 的首次 积分； 

( b ) 若 F ， G 是哈密顿方程好的首次积分，则 I F , G \ 也是哈密 
顿方程//的首次 积分； 

( c ) 丨 F ， 钔是 F 沿哈密顿方程//的解关于 f 的变化率. 

对两个哈密顿方程①的首次积分 F ， G ， 当恒有 | F，Ct =0时， 

称为对合的. 

刘维尔完全可积定理如果 2 n 维哈密顿方程①存在 n 个对 
合的相互独立的首次 积分尸 ，则哈密顿方程是完全可积的，即方程 
可以通过 n 个首次积分求解.其 n 个独立的对合的首次积分函数 
所确定的等值面是紧的且连 通的. 同时这个等值面对应（同胚）于 
n 维不变环面 • 

(3) 近可积哈密顿系统近可积哈密顿系统定义为一个完全 
可积哈密顿系统 H 0 ( J ) 的微小 摄动： 

H (0, J ) = H 0 ( J ) ② 

其中 e 足够小. 

KAM 定理如果哈密顿系统①是近可积和充分光滑的，且 


未扰可积系统//。（/)满足非共振条件 

d 2 H 0 


det 


dUfjl 


# 0 , 


则近可积哈密顿系统运动的定性性质和未扰可积哈密顿系统 


相同. 

(4) 梅利尼科夫 （ Mernikov ) 方法考虑 

x = f ( x ) + eg ( x , t ) , ③ 

其中 x = (*丨，* 2 ) ， g ( x，t + r ) ，/，g 充分光滑 ， e 为小参 

数.假设 

( a ) x =/( Jt ) 为一哈密顿方程，并有一由双曲鞍点 p 。 产生的 
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同宿轨道 〆 (*); 

( b ) 在厂 0 = |/»。} U {«°( t ) |« e R | 内充满周期轨道族 y (0. 
定义梅利尼科夫函数为 

M M = f [ f (9°( t - t 0 )) Ag ( q °( t - t 0 ) ④ 

这里为向量积的模.我们有 

梅 利尼科夫定理若梅利尼科夫函数 A / U 。） 以 t D 为简单零 
点，即 M ( t 0 ) =0, M'(tJ ^0,则当 e 充分小时，方程③有横截同 
宿点，从而方程的解具混沌性态. 

(5) 孤立子孤立子是由偏微分方程描述的一种有特殊性质 
的有孤立波形状的解，其能量不会耗散或 分散. 当两个或多个能 
量不同的孤立波在前进时，能量高的波会逐渐赶上并越过能量低 
的波并保持各自的波形. 

考虑著名的 KdV 孤立子方程 

u , - 6 uu x + u XXM =0, 

其中 U ,, U X 表示 U = U (*，0 分别对 f ，*的偏导数•设“存在形如14 = 
< P ( f ) ,^= x - at 的行波解，且《一*• ± 00 时史（在 ）—0 .将史 U ) 代人 
KdV 方程可化得常微分方程 

— d < p ’ + 6< pcp r + ( p tn =0, 

其中 ^' = %- 经过—系列积分，最后可得到用双曲函数表示的精 
确解 

u =< p ( x - at ) = ysech 2 - at -^ 0 )]. 

KdV 方程初值问题可以应用类似于傅里叶变换方法的反散 
射方法 （ GGKM 方法）求解 . KdV 方程的初值函数为 u 0 ( x ) = 
-2 8 ec h 、 时可用反散射方法求得与上式相同的单孤立子解.而初 
值函数为“。（*) = - 6 sech 2 * 时则可用反散射方法求得双孤立 
子解 
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i(x 9 t) = -12 


3 +4 cosh (8 ‘ - 2 x ) 4 - cosh (64^ - Ax ) 


[ cosh (36 f -3 x ) +3 cosh (28 t - x )] 

可用反散射方法求解的有重要应用的很多非线性微分方程都 
可对应完全可积的哈密顿系统. 


§6.2 学习辅导 


§6.2.1 学习要点 

(1) 本章学习的是常微分方程现代理论基础，内容包括稳定 
性、定性、分支混沌和哈密顿方程四个方面.注意掌握每个方面的 
基本概念和基本方法进行解题.重点是学习稳定性和定性理论基 
础.分支混沌和哈密顿方程只作简单描述. 

(2) 稳定性方面.稳定性的基本概念、李雅普诺夫稳定性基本 
定理、按线性近似决定稳定性定理、 n 次常系数代数方程的赫尔维 
茨判别法和（二次型） V 函数的 构造. 能进行非线性驻定方程平衡 

解的寻求及其稳定性的判断.注意其特解是否是零解，全导数& 

的计算， V 及 f 函数的定正（或定负）性. 

(3) 定性方面•常系数线性方程奇点类型（鞍点、焦点、中心、 
结点、奇结点、退化结点及奇线）及其稳定性的判断.判断极限环 
的存在的环域定理和不存在的定理.李纳方程极限环存在条件.运 
用奇点类型和等倾斜线法绘制平面系统的轨线图貌. 

*(4)分支混沌方面.分支定义，一维微分方程单参数分支类型 
(鞍结点、跨临界、叉式、复合）方程及图貌，二维微分方程单参数 
分支的典型类型（平面鞍结点、霍普夫、同宿、异宿）方程及其图 
貌，洛伦茨方程及其主要性质，不同参数下洛伦茨方程轨线的图 
貌，奇异吸引子及混沌. 

*(5)哈密顿方程方面.哈密顿方程和哈密顿函数的表示及基 
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本性质，泊松括号及其性质，哈密顿方程的完全可积性定义，刘维 
尔完全可积定理，近可积哈密顿系统和 KAM 定理，同宿环经扰动 
后破裂产生混沌现象的梅利尼科夫方法， KdV 孤立子方程和孤立 
子现象. 

§6. 2.2 例题选讲 


例 1试讨论微分方程组 

x t = -x t - 2x 2 +x\- 2tx 2 , x 2 = 2x, +2t 2 + e 2 ’ _2 * 2 
的解 *,= -尸，* 2 =尤的稳定性. 

解 将* , = -< 2 ，* 2 =«代入方程组得恒等式，知为方程组的 
解.取变换 

j \ =*i +^ 2 , y 2 = x 2 - ^ 

方程组化为 

y I = * I + 2* 

= - (y.-〆 ） -2(y 2 +0 -2t(y 2 +t) + (y 2 +t) 2 +2t 
= _yi_2y 2 +y】， 

y 2 = * 2 -l =2( y , -t 1 ) +2t 2 +e 2, - 2<yit,) -1 
= 2y, + (e- 2 ^-l), 

即 

fr. = -y. -2y 2 +y\, 

\y 2 =2y l -2y 2 + (e- 2 ^-\ + 2y 2 ). 

其*, ，心方 程组的特解 A = - t \ x 2 =t 变为 y,，：^ 方程组的零解 
r. = 0. y 2 =0 . 且非线性项当 {| yi |，|y 2 |} — 0 时 
{ ly〖I ， l(e' 2ri -l +2y 2 )|}^0. 可按线性近似确定方程组零解的 
稳定性. 

对应线性方程组 j, = -y, ~ 2 y 2 , y 2 = 2 y , -2y 2 的特征方程 
A 2 +3A +6 =0 有负实部根 A =y( -3 ± yili ). 线性方程组的零 
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解是渐近稳定的.故 y , , y 2 方程组的零解 r . =0, y 2 =0是渐近稳定 
的.从而，* 2 方程组的特解七= - t \ x 2 =«是渐近稳定的. 

例 2试求下列微分方程组的平衡解并判断其稳定性 

f X = ln ( / -*) , 

I y -y - 1. 

解求解代数方程组 

rln ( y 2 -x) =0, 

-y - 1 =0. 

第 1 个方程变为 y 2 -X = 1 , y 2 -y -2 = (y -2) (y + 1) =0, y =2, 
y = - l •平衡解为 y =2，*=3 及: k = - l ,*=0. 

对平衡点 （3,2) 取变换 

\ i=X ~ 3 ' 

[y=y-2. 

方程化为 

x = x = ln [( y +2) 2 -( i +3)] = ln(l -x + 4 y + y 2 ), 

y = y = (5 +3) - (y +2) - 1 - x - y . 

因 

ln ( 1 - i + 4 y + y 2 ) = -x + 4 y + y 2 - +( -x + 4 y + y 2 ) 2 + …， 
其线性近似方程组为 


J i = -x +4 y , 

I y -x - y. 

特征方程 A 2 +2 A -3 = (A +3 )(A -1) =0 有正根 A =1 .零解无= 
r = o 是不稳定的.即平衡点 （3,2) 不稳定. 

对平衡点（0, -1) 取变换 
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方程化为 

I x = x = ln [( y - l ) 2 - x ] = ln ( 1 -x - 2 y + y 2 ), 

ly = y = i -( y - l ) -1 = x - y . 

因 

ln ( 1 -x - 2 y + y 2 ) = -x - 2 y + y 2 _+( -x - 2 y + y 2 ) 2 + …， 
其线性近似方程组为 


x = -x - 2 y , 
y =x-y. 


特征方程 A 2 + 2 A +3 = 0 的根 A = -1 ±^ 2 i 均为负实部（或满足 
赫尔维茨条件 a 。= l ， a , =2>0， A 2 =6 >0). 线性方程组的零解是 
渐近稳定的.故相应非线性方程组的零解 i = y =0 是渐近稳定的. 
即平衡点（0, -1) 是渐近稳定的. 

例3判断下列微分方程零解的稳 定性： 

(1) 欠 （4> +2» w +6 x w + 5 太，+6太=0; 

(2) * (4) +2*解+3*” + 7*，+2*=0. 

解 （1) 对应的特征方程为 A 4 +2 A 3 +6 A 2 +5 A +6 =0. 赫尔 
维茨行列式 


△3 = 


2 1 0 
5 6 2 
0 6 5 


2 1 

a 0 = 1 ， A_ =2,A 2 = 

5 o 

2 xl8 -25 =11,A 4 =a 4 A 3 =6x11 


均大 于零. 微分方程的零解渐近稳定. 
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(2) 对应的特征方程为 A 4 +2 A 3 +3 A 2 +7 A +2=0. 赫尔维茨 
行列式 


a 0 = 1 ,A, =2 >0,A 2 = 


= - 1 < 0 , 


第2项小于零.微分方程的零解不稳定. 

例 4 判断下列微分方程组零解的稳 定性： 
\x' = 2 y - x - x 3 , 


( 1 ) 


( 2 ) 


x = 2 y - x - 
y' = x - 2 y\ 


[ x， = -/.(*) _/ 2 ( y ) ， 


sgn/ ⑴ =sgn z . 


1 / =/“*) . 

解 （1) 对应的线性方程的特征方程 A 2 +3 A =0有零特征 


根.取定正 P 函数 V =- 


I 2 ,则有 


V =xx' + 2yy' =-x 2 + 4xy - 4y 2 - x* = - (x -2y) 2 -x*. 

在原点的小邻域内 K 为定负函数.从而方程的零解渐近稳定. 

(2) 由条件 sgn /_( z ) = sgn z 知/ ; (0) =0, z /.( z ) >0( z _0) .取 

K 函数 VU ， y) = j X J 3 (x)dx+ £/ 2 (y)dy ， 显然 V(0,0) =0, 由积 

分中值定理得定正.且有 

v '( x *y) =f 3 (x)x' +f 2 (y)y' = -/,(*)/,(*) -/ 2 (y)/ 4 (y). 

显然 ^(o,o) =o,r(*, r ) <o(* J +y 2 _o), 即 r 为定负函数•方 
程的零解渐近稳定. 

例5试判断下列微分方程或微分方程组的奇点类型，并在 
平面上画出其轨线 图貌： 

K J dx 3x-2y' 


( 2 ) 


= * 2 - 


y ， 


.y =X 2 - ( y -2) 2 . 
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解 （1) 方程组的解为 *=0， y =0, 即原点（0, 
14* - y = 0 

0) 为奇点.特征方程为 
A _ 3 2 

= A 2 -2A +5 =0 ， p= -2 <0,o =5 >0 ， 

-4 A + 1 

A =/> 2 -4 q = - 16 <0, 

原点为不稳定焦点.在 Ocy 平面上的轨线图貌如图 6.2( a ). 



图 6.2( a ) 轨线图貌 


(2) 方程 { 2 ^ * 2 有解 * = ± 1 ，y = 1 ;* = ±2 ，y =4. 

I* -(y-2) =0 

对奇点 （1，1)， 通过变换 KM "", 1 ’ 原微分方程化为 

ly = y- 1 ， 

^ =2x ~ y + x ' 对应线性方程的特征方程有 P = -4,^=6, 

y = 2 x + 2 y + x 2 - y . 

P 2 -4 9 = -8 <0,奇点为不稳定焦点. 
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同理，奇点 （- i ， i )， 通过变换化为^ = ~ lx ~ y ^ x . 对应 

y = -2i +2y+ i 2 -y 2 - 

线性方程的特征方程系数有 P =0 W = -2 <0,奇点为 鞍点. 奇点 (2, 

4)，通过变换化为 = =4x ~ y + x ' 对应线性方程的特征方程系 

y =4 x -4 y + x 2 - y 2 - 

数有 p =0, 9 = -12 <0,奇点为鞍点.奇点 （ -2,4)，通过变换化为 

[x = -4 x - y + x 2 , 

I y = - 4 x - 4 y + x 2 — y 2 . 

对应线性方程的特征方程系数有 p = 8 >0, 9 = 12 >0， p 2 -4 9 >0, 
奇点为稳定结点.在平面上的轨线图貌如图 6. 2(b). 



图 6.2( b ) 轨线图貌 


例6 试讨论带参数 a 的极坐标方程组 

空=1，矣 = ( r - l)(a + sin 2 屮) 
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中极限环的稳定性. 

解显然 ，/ " = 1 为闭轨线•方程组可化为 # = ( r - l)U + 
sin 、） ，积分得 

= (a + sin 2 沪） d 妒， In | r-l | = ( a --^-sin 妒 cos <p +c, 

即 

r = l + ce ( a + +>_ i * in ， co *' 

于是当 a < -•|~时轨线趋于闭轨线/' = 1，；' = 1为稳定极 限环； 当 
«> _+ 时轨线离开闭轨线 r = l,r = l 为不稳定极限环. 

§6.2.3 测试练习 

1. 试求下列微分方程（组）的驻定解，并将判断驻定解的稳定 
性化为判断零解的稳定性. 

(1) x' =4x-2x 2 ； 

(2) x' -y - x -x 2 ,y' =3x - y - x . 

2. 判断下列微分方程（组）零解的渐近稳定性. 

(1) * ⑷ +2x m +4x" +3x f +2x=0 ； 

(2) * (5) +2x {A) +4x m +6x n +5x , +4x=0 ； 

(3) x' = -2x - y + xz,y' =x - 2y - yz,z' = x + 3y - z +x 2 . 

3. 判断下列 V 函数的定号性，并求相应方程的全导数及判断 
方程零解的稳定性态. 

( 1 ) V = x 2 +y 2 ,x' = y + ax -x 3 ,y' = - a : + ay - y 3 ； 

(2) V -7.x +y 2 y x' = -x +xy 3 ,y' = - 2xy - y 3 ； 

(3) V = y 2 -x ,x' = -x + Ay,y' =5x + y -xy ； 

(4) V = x 2 +x* +y 2 +y* ,x' =y +2y 3 ,y' = -x -2x 3 . 

4. 判断下列微分方程的零解的稳定性. 
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(1) x r = x - e y + cos y 9 y ， = 3: — y — sin y ； 

(2) x 9 = - y + ax , y r = x + ay 5 ; 

(3) x ' = y - x z , y ' = -2(* 3 + y 5 )； 

(4) x f : y 、 y •: - x , z r = x . 

5- 判断下列微分方程组的线性奇点及其类型. 

(1) x f =3^ + y , y f =y ~ x ； 

(2) x ' =2 y , y r = x 2 - y 2 - 1. 

6. 判断下列微分方程是否存在极限环及存在稳定、不稳定极 
限环的条件. 

( 1 ) x 1 = x + yr - x ( x 2 + y 2 ) , y ' = - x + y - y ( x 2 + y 2 )； 

(2) r'=/(!•)，〆 = 1(/( r ) 连续） • 

7. 画出下列微分方程的轨线图貌. 

( 1 ) x ' = \ - X 2 - y 2 , y ' = 2 xy ； 

(2) x r =4 -4* -2 y +2 xy , y r = y 2 - x . 

§6.3 补充提高 


§6. 3.1 补充习题 

1. 判断下列微分方程和方程组零解的稳 定性： 

(1) x m + ax " + bx ' + 2 x =0； 

(2) x ' = ln (4 y + e - 3 *)， y ’ = 2 y - 1 + l /\ -6 x . 

2. 试用 V 函数判断下列微分方程组零解的稳 定性: 

x ' = y + ax - x 3 , y ' = - * - y 3 . 

3. 判断下列微分方程组的奇点及其类型. 

(1) 范德波尔方程 

(2) x' =ln(2 -y 2 ) ,〆 =e* - e y . 

4. 判定下列方程是否存在极限环. 
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(O ^ = (r - 1) (a + sinV) = 1 ； 

(2) x " + ax ' + (b - cx)x =0 , a ^0； 

(3) x ^ + Fix ') +*=0， F ( y ) 连续，当 y >0 时 F ( y ) >0, 当; k < 
0 时 F ( y ) <0. 

5. 画出下列微分方程的轨线图貌. 

( 1 ) x ' = x 2 — y , y ' =2 x -2 y - 2 xy + x 1 + y 2 ； 

•(2) x " + (a + x ') x ' + (1 +//,*)*= 0. 

6. 试分析淋病扩散微分方程模型的轨线图貌（见 [§6.4.3- 
(4)])： 

x ' = -<*!* +*| ( c , - x ) y , y ' = - a 2 y + b 2 ( c 2 - y ) x , 

其中各系数均为正数，且 0<*( f 。）< C| ,0< y ( t 0 ) < c 2 . 

§6.3.2 排疑解惑 

(1) 临界情形稳定性李雅普诺夫稳定性理论的核心是解决 
临界情形的稳定性判别.非临界情形的稳定性可由其首次（线性、 
一次）近似微分方程的稳定性决定，临界情形的稳定性必须考虑 
更高次项的影响. 

对线性近似方程是常系数线性微分方程而言，特征方程的根 
具零实部属临界情形.临界情形可分特征方程有零根和纯虚根两 
种情形（李雅普诺夫称其为第一临界情形和第二临界情形）.对既 
有零根又有纯虚根的复合情形，可就每一种情形分别处理. 

所谓临界情形，实际上指线性近似特征方程的根中既有零实 
部根又有负实部根，因如果特征方程的根中哪怕只含有一个正实 
部根，微分方程的零解也是不稳定的. 

研究临界情形的稳定性，首先通过变换将微分方程中对应零 
实部特征根的变量组分离出来，使其变量组所对应的微分方程不 
含其他变量.分离出来的对应零实部特征根的变量组的微分方程 
的解构成所谓中心 流形. 中心流形在稳定性和定性研究中都有重 
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要意义.实际判断时往往仅需要前面若干次近似项即可，因此只需 
经有限次变换即可判断原方程组的稳定性. 

含零特征根的驻定微分方程组，其变换后的方程组仍是驻定 
方 程组. 含纯虚特征根的驻定微分方程组因有共轭复根，可通过极 
坐标变换化为对/•含零特征根的方程组进行判别，但此时的微分 
方程组是含 sin t,co S t 的周期方程组而不是驻定方程组，其稳定 
性判别更为 复杂. 见[文 27]. 

(2) 非线性奇点平面驻定方程非线性奇点的定性分析，首 
先要判断是否有轨线趋于奇点，趋于奇点的方向称为特征方向，可 
通过极坐标变换看极坐标方程有及有多少个常数解 r = 0 ,d = d - , 
确定有及有多少个特征 方向. 确定特征方向后还需判断是一条或 
无穷多条正方向或负方向趋于奇点.这是研究非线性奇点邻域轨 
线图貌的主要 方法. 此外，有时还可令 y = ux 将奇点进行分解，把 
以*， y 为变量的方程变为以 u ， y 为变量的方程求解.见[文28, 
30]. 

(3) 全局图貌平面驻定方程对所有奇点进行定性分析后再 
根据奇点位置及奇点性质判断是否存在极限环或从奇点到奇点的 
分界线，这样基本上可以画出方程轨线的大范围 图貌. 但要画出方 
程的全局图貌还需考虑无穷远奇点及其性态.一般通过庞加莱变 

换 **= 子 ， z = +(*_ 0 ) 或 — 将的微分方程 

组变为或的方程组，其 z = o 恰对应于平面上的无穷 
远点. 对或的方程组 z = 0 上奇点进行分析便能得到对应 
平面上无穷远奇点附近的轨线图貌.无穷远奇点图貌结合大 
范围图貌便得到全局 图貌. 见[文 28,31]. 

(4) 范德波尔 （Van de Pol) 方程物理学家范德波尔通过对 
电路系统的分析推导出范德波尔方程，并证明方程 有一个 稳定极 
限环■从而从理论上证明了无电波传播的稳定性，为无线电技术的 
发展奠定了坚实的基础.范德波尔方程的具体推导见 [§6.3.3- 
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( 2 )]. 

(5) 李纳 （ Lienard ) 方程极限环证明首先，利用中值定理易 
证方程右端满足利普希茨条件，李纳方程的解存在且唯一 •方程关 
于原点对称，且原点为唯一奇点，如存在极限环必环绕原点 • 

令系统能量 u (*， y ) =y + J o 史 （*)如，则有 du = Fdy. 因 < p (*) 

为连续奇函数，有 V(0) =0.y 轴（ *=0) 为水平等倾斜线，上半轴 
轨线向右，下半轴轨线向左. A：y = 尸 (*) 为垂直等倾 斜线. 经 y 轴 
上半轴上一点4的轨 线尸。 必向右向下与 △ 相交于横坐标为《的 
—点 然后向左向下与 y 轴下半轴交于一点 C . 当且仅当04 = 
-OCBP u(A) =u(C) 时厂„为闭轨.如图 6.3. 



沿厂 a 计算曲线积分，记史 （ a) = f du= \ Fdy = u c - u A . 

JABC JABC 

当 a 彡 a 时因 jp<0，dy<0, 有 <p{a) >0,u c > u A . 加上中心对称性， 
有，可由厂„轨线和 y 轴线段构造原点邻域的内环线 
厂。 。，/ \。上的轨线均走出尸„。外. 

对 a 5： a ， 令屮 （a ) = <p, (a) + tp 2 ( a) , <p l ( a) = du + 
[ du,<p 2 (a) = f du， 利用 du=^d*=:^d*， 因在 >1Z) 和五 C 

J EC J DBE dX J - t 
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段有/^<0,得 du >0， A ( a ) >0,且《增加时 | y I 增加而积分限不 
变，故 <Pt ( a ) 减小. 利用 du = Fdy ， 在 DBE 段有 F >0 ，dy <0,知 
史 2 (a) <0 .因 * 多 <1 时 F 单调增加， a 多 a 时 dy 单调减小，故 ^> 2 (a) 


从而史 ( a ) 单调减小.固定0尺> a ，则对 a > 0尺有 I " du < f du 

J DBE J PBQ 

=f Fdy < 尺 L •因此 《-»■» 时 PA ：— oo ，即妒 “ a )—-* ，从 

J PBQ 

而 ^ p ( a )—► - 00 .因 < p (0£) 从大于零单调减小且趋于 - oo ，故有且仅 
有一值 a = a . 使供 （ a . ) =0，即心. = u c . ，有且仅有一极限环4 . B . 
C . A .. 


前面同时证明了极限环的存在性和唯一性.也可以通过构造 
环域，利用环域定理证明极限环的存在性.由前面的证明，当 
时有 《 p ( a ) >0即 u c > u A . 因方程的中心对称性，对; r 轴右边的厂„ 
有对称的 / V ，使“ ，• < i * c .，而04 = - OA \ OC ， = - OC . 可由 


厂《«和厂<>•及: K 轴线段 CM 和 C 4 •构造原点邻域的内环线厂。。， 
厂„。上的轨线均走出尸。。 外. 而当 a > a 足够大时有史 （ a ) <0即 u c 
<心，同样可以由厂。和 y 轴线段构造原点邻域的外环线 r ai ,r ai 
上的轨线均走进厂 q 内•而由 G 。和厂。,构成的环域内没有奇点，由 
环域定理证明了在环域内存在极限环.参看[文32 §3.2]. 

(6) 极限环个数 、位置 与希尔伯特第 16 个问题1900年希 
尔伯特在国际数学家大会上提出20世纪要解决的23个问题，其 
中第16个问题为“代数曲线和代数曲面的拓扑问题”.分两部分， 
前半部分要求解决代数曲线含有闭的分支曲线的最大 数目； 后半 

部分要求讨论裝的极限环的最大个数和相对位置，其中 X,Y 

是 *， y 的 n 次多项式.苏联的彼德罗夫斯基院士曾证明 n =2时极 
限环的个数不超过 3. 1979年中国的史松龄和王明淑、罗定军分别 
举出有4个极限环的反例.希尔伯特第16个问题至今尚未解决. 
多项式微分系统的极限环问题是常微分方程定性理论的核心 
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问题.近百年来得到很大发展.见[文 31]. 

、7) 分支和规范形 分支（分岔）理论包含函数方程的零点 
随参数变化产生的分支、由映射定义的离散动力系统的分支及由 
常微分方程定义的连续动力系统的分支三个方面.前者称静态分 
支，后两者称动态分支.对常微分方程的奇点，仅临界情形能产生 
分支，因此可通过变换将微分方程中对应零实部特征根的变量组 
分离出来（中心流形定理），从而将真正要研究的方程的维数尽量 
降低（余维数）•另一方面，还可以将余维数方程的形式尽量简化 
为规范形（正规形），其方法 如下： 

线性微分方程$ =Ax 可以通过非奇异线性变换 x = 7> 化为 
若尔当标准形$ = ( T- l AT)y. 同样，对非线性微分方程 

f t =Ax + ，( x ) 十…+厂 1 ⑷ + 0(| jc | r ), 

其中 ; c e R " ，/ e //；：，坎为 n 元 n 维 A 次齐次多项式组成的空间. 
x = y + h 2 ( y ) ，其中 h 2 ( y ) e ff 2 n 待定以使方程最简.利用单位矩阵 
/和雅可比矩阵 D ， 有（ / + 仍 2 ) … =/- Dh 2 +0( |_ y | 2 )， 引人 A 的 
伴随算子 ( h 2 ( y )) = Dh 2 ( y ) Ay - Ah 2 ( y),n 
y =1(/ ~ Dh 2 ( y ) +0( |j>| 2 )] • [ A(y + k 2 ( y ) +/ 2 (j) +0( |j| 2 )] 
=^y + g 2 ( y ) +/ 3 ( 夕） + … + J r ， ' l ( y ) + 0 ( |_ y | r ) ， 

其中 〆 00 : /(，) 的值域为 〆 ，其补 

空间为<? 2 ,即有 = P 2 < S ) Q 2 . 当 /(x) eP 2 时，存在 / r 2 (_ y ) e 丑】使 
得 a 尤（/» 2 00) =/( j )， 即不出现二 次项； 否则，可找到 h 2 (y) e 
<使得 〆 00 e <? 2 . 

对新方程的三次项可同样处理，其变换不影响方程的二次项. 
经一系列变换：《：=少 + /1 4 (30，/^(30 6/^，每次变换后把 : ^换回：*：， 
最后有 

_=Ajr+g 2 U) + … +g r "'(x) +0( \x\ r ) , 
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其中 〆 （ J ) 为算子在的值域 P 2 的补空间.算子 

ad \ 的定义为 

ad \ , ad k A ( h l ( x )) = ( Dh k ( x )) Ax - Ah k ( x ). 

变换后方程的 _ /次 截取式 （2$/< r ) 

祭 =Ar + g 2 U ) + … + g i ( x ) , g '( x ) e Q ' 

定义为方程的 y 次 规范形（正规形）. 注意： 规范形不唯一，有多种 
计算规范形的方法.见[文 29]. 

' (8) Li-Yorke 定理 混沌现象在 
1963年已由洛伦茨发现，但混沌的正式 
定义是1975年才由 Li & Yorke 通过线 
段上连续映射提出.这里略述 Li - Yorke 
定理的 证明. 首先证明若存在周期3则 
存在任意周期的周期点.考虑线段映射 
的一些性质，设 /:/— R ，/ CR ，/ i ：』 C/,g 
f ( K ) 3 L , 则称 A ： 能/覆盖 L , 简记为尺^ 

L . 显然，线段映为 线段； 若 L ， 则存在 
线段 / CA ： 使得 /(/) =乙;若尺一*^则/在图 6 . 4 任意周期线段变换图 
K 中有不动点.于是，有 ①:若 / 2 — … 

— 则存在 /" 的不动点 I 使得 

e/;(y = l ，…， n ) ; 当广 (*) =* 时 * 的周期 n 能整除 AT ; 如 
*是/的 n 周期点，则 m 与 n 互素时，*是尸的 n 周期点.设3周期 
轨道为 尤 0 <〜 =/(* 0 ) < X 2 =/U|)，*o =/( X 2 ) ，记尺 = [x 0 ,X t ] ,J = 
[x t ,x 2 ]. 如图 6. 4. 对任意自然数 m #3, 考虑 … 尺―人 

m — 1 

由①知 •/ 中存在 r 的不动点6使得 

广⑷ eJOl ， …， / n - l )，- 1 ⑷ e / C . 
现进一步指出，/ ; (芒）#* 1 ( > / = 1，〜，/»1“=0，1，2) : 当 0 1_3/1时*,. 
不是 /" 的不动点，即尸当 m =3 n 时只能 m ^6 ,m -1^5, 
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而周期轨道 *.• 不能在•/中停留2次以上 ，故尸 ($) _ 〜 这证明了 
若存在周期 3 则存在任意周期的周期点.可进一步证明其混沌性. 
见[文 41]. 

、9)混沌牛顿和拉普拉斯都指岀，只要建立了方程，就可以 
依据初值条件来确定随后的运动.但洛伦茨方程的初始敏感的特 
性导致的混沌的发现冲破了这种传统观念，被斯梅尔称为“利用 
牛顿的定律推翻了牛顿决定论”（见[文 40]). 实际上，早在19世 
纪末庞加莱就曾预言过混沌运动的一些行为，但没有引起注意. 
1963年洛伦茨发现了混沌现象.1971年吕埃勒 （ Ruelle ) 和塔肯斯 
( Takens ) 提出了奇异吸引子 （Strange attractor ) 概念. 但直到1975 
年李天岩 （ Li ) 和约克 （ Yorke ) 定义了混沌 （ Chaos ) ，1976年 May 研 
究了一维 logistic 映射（见[文 49]) ，这才掀起了混沌研究的热潮， 
其中 Feigenbaum 于1978年发现了倍周期分叉通向混沌的两个普 
适常数并引人重整群思想是一大进展.现已有众多混沌的实际例 
子，见 [§6.3.3-(10)]. 混沌的研究一是一维及二维映射，如虫 
口模型（见[书 §6.5 - (6. 61)]) 及 Henon 映射 * a + 1 =1 +L - 
，可以应用 Li - Yorke 混沌定理（[书 §6.5 -定理 
14]) 和斯梅尔马蹄理论 （ [书§ 6. 6. 2]). 二是二阶强迫达芬 （ Duf ¬ 
fing ) 方程和强迫范德波尔方程 x " + 8 x ' - kx + X 1 = bcos ( ot , x " + 
fi ( x 2 - \) x ' +x = bcos ( ot 以及二维非驻定扰动方程; c ’ =f(x) + 
对(无，0,1 € 11 2 ，如日本吸引子（[ §6.3.4 - (10)]) 及梅尔尼科 
夫 方法. 三是三阶方程，如洛伦茨方程（[书 §6. 5.2]) 及勒斯勒 
( Rossler ) 方程 （1976)*’ = -y -z,y' =x +ay,z' =b +z(x - 
伦茨系统族（参看[文 46]) 等. 最后更一般的是哈密顿近可积系 
统，如 KAM 定理等.还有不同混沌定义（特别是高维系统）、混沌 
的判断和通向混沌的通路以及混沌（同步）控制的研究等.这又涉 
及李雅普诺夫特征 指数、分数维 （又称分形， Fractal )、 测度熵 （ Met ¬ 
ric entropy ) 的计算等问题. 

•(10) KAM 定理 KAM 定理（[书 §6.6.2 -定理 16]) 研究 
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近可积哈密顿方程在微扰作用下的轨线性态，是苏联数学家柯尔 
莫哥洛夫 （ Kolmogorov ) 于1954年在国际数学家大会上提出，后来 
由他的学生 Arnold 对多自由度的解析哈密顿函数情形作出证明， 
美国数学家 Moser 则对二维保面积映象情形作了证明.因此，被称 
为 KAM 定理.柯尔莫哥洛夫建议的证明思路是构造一系列正则 
变换使系统变为显式的可积系统，其变换极限即为不变环面.非共 
振条件使得可以用微扰方法构造正则变换并得到不变环面，虽然 
环面内可能存在混沌.当不满足非共振条件时存在共振区，共振 
区内原不变环面类似于数学摆哈密顿函数图（[书 §6. 6. 2 - 
图 6. 38])，在闭的与不闭的不变曲线之间有分界线，分界线的邻 
域易产生混沌. 

|(11)梅利尼科夫方法由于轨线连续性平面驻定方程不会 
产生混沌，只有三维以上的驻定方程或二维非驻定方程才可能出 
现混沌性态.梅利尼科夫方法（[书§ 6. 6. 2 -定理17 ]) 实际上是 
通过研究方程的庞加莱映射，在一定条件下产生横截同宿而出现 
混沌.梅利尼科夫函数是微扰方程稳定和不稳定流形在过未扰方 
程同宿轨道一点的法线上庞加莱映射的一阶分离量.当梅利尼科 
夫函数为简单零点时，稳定和不稳定流形为横截相交，其扰动岀现 
混沌性态.虽然，梅利尼科夫方法要求未扰方程同宿轨道能用解析 
式表示，条件很苛刻，但相对于其他如洛伦茨方程用计算机处理判 
断而言，这是常微分方程能严格证明存在混沌的有效方法. 

*(12) 孤立子虽然早在1834年英国科学家 S . Russell 发现 
了孤立波现象，但孤立子的发现和提出是1965年美国物理学家 
Kmskal 和 Zabusky 用数值模拟方法研究等离子体中孤立波碰撞 
的非线性相互作用时才得到的.此后，孤立子理论研究便蓬勃发 
展，掀起热潮.另外，长期以来，数学物理方法主要处理线性偏微分 
方程问题，对非线性方程 ，一 直没有一种系统的求解方法.而1967 
年 Gardner ， Greene ， Kruskal 和 Miura 四位科学家发现可以用薛定 
谔 （ Schrtidinger ) 方程的反散射理论求解 KdV 方程的初值问题. 
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GGKM 的反散射方法已成功求解许多有重要应用的非线性方程. 
这是数学物理方法的重大发现，被称为非线性傅里叶变换方法. 
参见 [§7. 3. 2-(7)，§8.3.2-(5)、（6)]. 


§6. 3.3 应用实例 

(1 ) 综合国力与经济调整模型 

( a ) 一个国家的物质文明与精神文明综合而成的社会文明称 
为综合国力.定量研究各国的综合国力，可为本国内政、外交政策 
的制定，提供重要 依据. 称为硬国力函数，表示某国物质文明 
(资源、经济、军事、科技等）水平的一个综合指标，\为其正常值. 
称 7(0 为软国力函数，表示某国精神文明（内政、外交政策的失误 
与正确，官员的腐败与廉洁，教育、治安等情况）水平的一个综合 
指标 . y (0 >0对应社会丑恶现象，对社会发展有阻滞 作用； y ( f ) 
<0时软国力优越，对社会发展有促进作用.记 = x ( t ) - X 0 , 
则 - \矣*(0 简化的综合国力模型为 



1石 = -yy + d(m - x ) x , 

其中《，/3,7,5，饥，似均为正常数，；《<似.^为增长 系数; /3为丑恶 
系数; y 为统治 系数; S 为物质文明对精神文明变化的影响 系数； 

* < m 时使 y 增加，欠> m 时使 y 减少.令 u = T 及 0 = 

a , y 8 M m ^ 

7, 6= i ， C = 7 "， M = M ， 方程可化为 

= au(l - u ) - v , 

= - bv + c(fi - u ) u . 

可用定性方法在相平面上画出方程的轨线图貌，判定奇点的稳定 
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性态和极限环的存在唯一性，并进一步讨论有关条件的社会意义. 
如图 6. 5,详细分析可参看[文12 §2. 1]. 
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图 6.5 综合国力模型轨线图貌 


(b) 经济产值如果波动太大，会引起经济生活与社会生活的 
不 稳定. 必须进行经济调整，使其比较健康地发展.设 Y ( t ) 为产 
值，/(0为诱发投资，^为自发投资（常数）， C (0 为消费，其中 
C ( J ) = cF (0, c 为消费系数，消费与产值成正比.经济调整模型为 


-屮” f )， 


= _ A ( K _ C -/^), 

其中《为投资系数， A 为相关参数•令1 - s = C ，上式可化为二阶 
微分方程 

j2 Y 1 y 

■^7 + (As + k - AAt；)— + ks\Y = k\A. 

其等价的方程组为 


dY 

~di 

du 

d7 


=u, 

=( k\v -k - \s)u -ks\Y + k\A. 
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它有唯一奇点 h = ( Y 0 , u 0 ) = ( y ,0). 易计算得仅当 k \ v - k - 

As 在0时奇点是稳定的，即对应经济稳定•由1 - 5 = C 知，为使经济 
稳定，需压缩消费，或控制诱发投资的速度.参看[文12 §2.2]. 
(2) 电子管振动电路在[书§ 1. 1 -例 1] 中推导了振 

动电路方程+ +4 =0. 且在[书§ 4. 2] 及[书习题 6. 3 - 

4] 中求出了通解，分析了其对应的线性方程组的奇点类型.当及> 
0时由于电阻消耗电能变成了热能，所以方程的解是阻尼衰减 
的.而在无线电技术中需要得到等幅振动，这就必须从外部补充 
能量来维持其振动过程.为此物理学家范德波尔 （ven de Pol ) 设 
计了等幅振动的范德波尔方程，见[书 §6. 4 - (6. 49)]. 范德波 
尔设计的是一种电子管振动电路，如图 6.6 所示. 图中电子管的阳 
极回路电流/«_通过电感耦合补充回路以能量.假设互感量 
为 M •在 RLC 回路中，如果略去很小的电子管的栅极电流不计，则 

回路方程为 L 軎 +/?/ + + ]■ 由电子管的特性，阳极 


电流/。和栅极 电势心 之间有关系式/。= 


十 


，其中 o ■是 


跨导， E , 为对应阳极饱和电流的栅极电势，均为常数. 令 z 々， 

E , 

并利用电路中栅极电势和电容 C 的关系式~ =-^-|/ 山 ，电路方程 
可化为 


LC ^ + (RC ~ <TM) ft + 


crM dz 3 

丁 "57 


+ 2= 0. 


进一步记太= 


= Z 


aM 


( tM -RC 


yic 


最后得到 


/LC 


d 2 x 

dr 2 




+ * = 0 . 
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图 6.6 电子管振动电路 


此即为范德波尔方程.只要互感量 M 足够大，使得则 
能量可以得到足够的补充.此时 M >0, 由[书 §6.4 -定理 10] 
知方程有一个稳定的极限环，即电子管电路是孤立的稳定的等 
幅振动. 

(3) 生态模型种群生态学已成为生态学的重要分支.生 
态数学成了生物和数学包括常微分方程的交叉学科.常微分 
方程的定性、稳定性及分支理论与方法全面介入生态模型的分 
析研究中•关于生态模型的应用实例除可见于[书 §1. 1 -例 
3、例5及 §6.4.2 -定理 11 ] 外，还有 [§2. 3. 3 - (6) , 
§6.3.3-(6)、（7)]，在[文9§5、§ 15 - §18,文 10 § 1 ~ 
§4、§10~ § 12] 及各种数学模型书中和生态数学专著与杂 
志中均有讨论. 

(4) 疾病模型常微分方程的定性、稳定性及分支理论与方 
法同样适用于各种疾病的分析和研究.除已有的[书§ 1. 1 - 例 4] 
和 [ §5.3.3-(4)]外，还有 

( a ) 肿瘤增长模型近年来，恶性肿瘤（癌）越来越引起人们 
的注意，肿瘤增长模型除在人口、种群研究中应用的指数模型、 
logistic 模型（其参数值不同）外，还针对肿瘤体积增长 1 000 倍以 



上时符合规律 V ( t ) = Kexpfjo 建立肿瘤增长模型 

(Gompertz 模型） ^ = Ae -°‘ V ， V (0) = V 0 . 其极限体积为 ^ 0 e -. 

( b ) 淋病扩散模型淋病是危害较大的传染性疾病，淋病对 
康复者没有免疫作用.假设淋病由异性传播.男、女性患者人数各 
为 x ， y . 性乱者人数各为 c ,， c 2 . 感染率各为 b t ， b 2 . 染病人数治愈速 
率比例各为 a , , a 2 . 这样，可得淋病扩散模型 

fx ' = - a x x + 6,( c , - x ) y , 

\ y ' = - a 2 y + b 2 ( c 2 - y ) x . 

由 [§6.3. 1 -6, §6. 4. 2-6] 知当 6,6 2 c , c 2 >七< 1 2 时，如图 6. 7( a ) ， 
轨线均趋于平衡点（*。，7。），即男、女患者总数最后趋于平稳.而当 
，如图 6.7( b )， 轨线均趋于原点 （0,0), 即淋病最 
终消失.还可进一步分析如何判断有关参数及更细致的分年龄组 
讨论.参见[文10 §7]. 

( c ) 血吸虫病模型寄生虫感染是最重要的世界性卫生问题 
之一，包括疟疾、血吸虫病和其他蠕虫感染.现考虑血吸虫病模型， 
记每个人感染蛆的平均数为 m 而受感染的钉螺数为/，设受感染 
的钉螺数的相对死亡率为常数 S ， 而钉螺总数为常数 S , 感染率为 

C ( m ), 则有方程$ = -5/ + C ( m )( S -/). 又 C (/ n ) 依赖于每个人 
体内已交配成对的蛆的平均数 /^ m ), 即 C ( m ) 为比 

例常数.类似地，有方程$= -«/1 + |/，其中1"为/«的死亡率 M 
为比例 常数. 已知对较大的 m 有 P ( m ) ~ m 而对较小的 m 有 
P ( m ) 其 / 的等 f 顷斜线 c 为 -8 I + BP ( m )( S - I ) =0,1 = 

gdTi / ， 当 m 较大时有渐近线 / = S ，当较小时近似/ = 
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( b ) c x x 


图 6.7 淋病模型轨线图貌 

f | m 2 , 与 m 的等倾斜线 m =去/直线相交于三点 0， e | , e 2 ，对应于 

m =0, m = m bf m = m ， . 其相平面上的轨线图貌如图 6. 8.即 e , 为鞍 
点，有过 e , 的分界线将相平面划为两个区域，下区域中的轨线均趋 
于原点，上区域中的轨线均趋于点 e 2 . m = m b 成为临界值，如果治 
疗计划能使 m 降低到 （ m ，/) 位于下区域，则感染会慢慢 消失； 如果 
饥使（爪，0位于上区域，则感染水平会上升到 m 4 ，即趋于4点.这 
与实际数据吻合.参见[文10 §6]. 

(5) 价格均衡模型设 p 表示商品的价格， *( p ) 表示消费者 
需要该商品的数量， y ( p ) 表示生产者能供给该商品的数量.若存 
在 〆 ，使得 *( p _) = y ( 〆 ），则称 〆 为均衡价格，見•=*( 〆 ）为均 
衡值. 可用供需曲线研究供求关系（见[文12 §3.4]). 现考虑多 
种商品，记 A ( p ) = x ( p ) - y (/>) 为需超函数，其中 p ， x ，_ y ， A e R ",: c ， 
y , p ^0, x ^ y 表示对任意 * •有，且至少有一个 i 有士 >%• 
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x ( p ) 为需求函数向量， Wp ) 为供应函数向量•有单调性：当 A < p 2 
时， ( p ,)^ y ( p 2 ) ，*(/»,) w ( p 2 ) - 当 戶 为均衡价格时 a (戶 ）= o .因 

P 的变化 | 与 A ( P ) 成比例（增、减与数量），可设 $= A ( P )， 此即 

为价格调整及寻求均衡价格并研究其稳定性的方 程组. 均衡价格 
P 为方程组的平衡解（奇点）.当 n =3仅有3种商品时有 

Arrow - Hurwicz 定理设对 / i =3 的价格调整方程| = 


控制开始 



加强医疗 (i 15) 

降低触水次数 ( T 3) 

控制卫生 ( T 15) 

f 



1 i 3 4 5 ^7^101 i 3 4 5 6 7 S ^10 

[2 14 16 18 20 22 


感染传入之后的年度 开始控制之后的年度 

图 6.8 血吸虫病轨线图貌 


68426842 

52 631 X X X 
X2X1X X X 




A ( P ) 满足①（瓦尔瓦拉法则 ） Z p ,{ t ) =0, Vt >0 成立; ②（齐 

I 

次性 ）/»,.( p ) = h t ( ap ) , V a > 0 成立；③ />,. > 0; ④存在户，使得 
HP ) =0. 则方程组的解 p =户是全局渐近稳定的. 

首先由假设①令 p 3 =1把价格规范化，方程变为 p ,，/> 2 的平面 
驻定方程组，并利用齐次性如同两种群竞争模型（[书 §6.4.2 - 
定理 11]) 那样证明平衡解 p =戶是唯一且全局渐近稳定. 

(6) 植物生长模型 最简单的植物生长模型是假设植物 
吸收的养料和植物的体积成 正比. 设植物的质量为取，体积为 

V ，密度为 P . 则植物生长方程为^ =以=灸！，其中 A 为生长 

d 之 p 

比例系数.若生长比例随质量增加而减少，可设 A = a -6 取，生 
长方程变为¥=( < *- 6 『）！.令*=土，1 =宇，则方程改写 

Qt p p 0 

为[中-这个最简单的植物生长模型和人口模型 
相同. 

考虑较复杂的植物生长模型.植物生长主要依靠碳和氮元素， 
碳由叶从大气中通过光合作用获得，而氮则由根从土壤中吸收. 
植物生长对碳和氮元素的需求有一定的比例，例如1 : A . 设 C (0, 
以0)分别为时刻£植物中碳和氮的浓度，植物消耗碳的速率为 K . 
f ( C , N ). 则植物消耗氮的速率为 \ V - f ( C , N ). 又设/?,为碳和氮 

结合产生的能量在总能量中所占的比例.于是生长方程变为^ = 

at 

/^^•/( C ， A 0 即 f = / XC ， A 0, 其中》•为转换系数.植物消 

耗函数 /( C ， A 0 为常数时变为最简单的植物生长模型，一般应为 
/(C,；V) = TT ^， 其中《，办为常数•经心时段，碳数量变化为 
F(t + At ) C («+ A 0 = V ( t ) C ( t ) + R 2 W ( t ) M-V • f ( C ， N ) At , 其中 
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/? 2 为光合作用转化为碳的比例系数.由 V = I ， 令 At — 0,上式可化 

P 


为平 


= pR 2 W-V - f ( C , N ). 同样，对氮有 


= pR.W- 


AV •/((：，），其中 尽为转 化为氮的比例系数.当记 y , = W , y 2 = 
WC , y 3 = WN 时，植物生长模型为 

dy , rjg , gy , y 2 y 3 

p y \ + Py 2 y 3 , 


d ir 


=p^ 2 y. 


( ay,y 2 y 3 

y \ +/3 y 2 y 3 


dt y . +/3 y 2 y , 


此模型难于直接求解，可利用计算机数值求解并用图形显示， 
如图 6. 9.还可以进一步讨论区分根叶作用的植物生长模型，见 
[文 14§13]. 


(7) 地中海鲨鱼 20世纪20年代，意大利生物学家棣安考 
纳 （ D ' Ancona ) 研究了相互制约的各种鱼类总数的变化情况，发 
现 1914—1923 年间意大利阜姆港捕获的各种食肉鱼（鲨鱼等） 
占总鱼捕获量的比例在第一次世界大战 （1914—1917) 期间急剧 
增加： 
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图 6.9 植物生长图 


11.9,21.4,22. 1 ,21.2,36.4,27. 3,16.0,15.9,14. 8,10.7. 

为什么捕鱼量的减少有利于食肉鱼的生长？他找到意大利数 
学家沃尔泰拉 （ V . Volterra ) ,希望能解答这个问题.沃尔泰拉为此 
建立了被捕食-捕食模型（见[书 §1.1 -例 5]) 



其中*(0和 y (0 分别表示被食鱼和捕食鱼的数量， a ，6， C ， rf 为正常数. 
方程可化为 


dy y ( - c + d ^) 
dx x(a - by) 
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有通解（见[书 §2_ 1 -例 2]) 


或 


h y a e- ly = k = x c 0 e ' i ，0 y a 0 e - lro . 


aln y - by + cln x - dx = k = aln y 0 - by 0 + cln x 0 - dx 0 . 


在相平面 0 町上，点 4 ( 音，子)是奇点.可以证明，当 *>0， y > 
0时，除点4外，通解代表一族闭轨线.记 


f ( y ) =aln jr - by ， 
g ( x ) = cln x - dx ， 


x >0 9 y >0. 




6 =0，y =今■为 f(y) 的极大值点.且当 a:— 或 *—*■ + » 时 g(*)— *• 


- oe ;当 y —»•() ♦或 y —► + oo 时 /( y ) —► - oo • 于是，对任意 0 < *„ < 
c / d 有一对应值 > c / d 使 g ( x m ) = g ( x n ) ;同样，对任意0 <)^ < 
a /6 有一对应值歹„ > a / b 使 /() =/( y m ). 且对区间文„ <* 中 
的任意*均有两值 yj 满足/(50 = f ( y ) = f ( a / b ) + g ( x n ) - 
g ( x ) 三 K - g { x ) ，这意味着在相平面上 


构成围绕奇点4的闭轨线.因&的任意性，表示式（ * )构成一族 
围绕奇点4的闭轨线.同样可取任 y m 、令 K = f ( y m ) + g ( c / d ) ，由 
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图 6. 10被食鱼和捕食鱼轨线图貌 




相平面上的闭轨线意味着方程存在周期解 *(0， y (0, 
设周期解的周期为 T>0 ： x(t + T) =x(t),y(t + T) =y(t). 由方程 

知^ = a -6 y ， 于是 

y/o^o dt= y/o (a_6y)d ^ 

•|r[ln * ⑺ -In *(0)] =a- +j" by(t)dt. 
mx ( T ) =*(0)，得 

y/o y( 0 dt= f- 

同样可得 

Tf 0 xU)dt = T 

即周期解 X ( t ) , y ( t ) 的平均值为 ； = 4 -J = - f . 

a b 

当存在捕鱼活动时，设捕捞率为 I 则被捕食-捕食模型应 

改为 


^ =*(o - by) - ex =x(a - e - by), 



于是其解 *0)， yU ) 的平均值为 



因棣安考纳的数据实际上是捕食鱼的百分比在每一年中的平均 
值，从上式可看出，较大的捕鱼量会增加被食鱼的数量，而减少捕 
食鱼的 数量； 反之,较小的捕鱼量会减少被食鱼的数量，而增加捕 
食鱼的数量.这结果称为沃尔泰拉原理.它解释了棣安考纳的 
疑问. 

沃尔泰拉原理也可应用于杀虫药的使用.杀虫药不仅可以杀 
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死害虫，同时也可以杀死吃害虫的益虫，而且使用的杀虫药越多越 
会使相应的害虫增加. 

(8) 加拿大山猫循环加拿大的针叶树森林覆盖几百万平方 
千米面积，人们注意到生活在其中的鸟、鱼及哺乳动物等几种物种 
总数，大致十年一循环变化.经追踪知兔子是山猫的主要食物来 
源•因18世纪以来拥有从事贸易特许权的哈得逊湾公司保留有二 
百多年的毛皮收 购数. 如图 6. 11是山猫和美洲兔毛皮收购数图. 
将山猫和美洲兔群落看成是一个捕食者-被食者关系的封闭系 

统. 其模型为 g =*/(；«， y ) ，穿 = yg (*， y ) ，其中 *， y 分别为山猫和 

美洲兔 数量. 捕食者与被食者的关系可表示为有生物学意义的条 
件（其中 U ) 为 y =0,* 小） 



图 6. 11山猫和美洲兔毛皮总数 


df 

dy 


< 0 , 




> 0 , 


Yx 


< 0 ,耷 <0 , 


/(o.ri) =/(*, ,0) = g ( x 2 ,o) =o,*, > x 2 >o, 

且临界点位于兔子等倾斜线的上升部分并在临界点邻域线性近似 
是稳定的.此时有 

柯尔莫哥洛夫循环定理山猫和美洲兔系统在第一象限内存 


454 



在一个循环（极限环）. 

适当选取系数时，模型为 

^ =*[a 2 -p 2 (x-y 2 ) 2 - S 2 y] , 

^ = y( - a 2 + b 2 x — c 2 y). 

上述只是关于两物种相互制约群落的论证之一.生物学家、生态学 
和数学家们之间展开了许多讨论和争议，探究其循环原因.参看 
[文9§18.2,文 10§4_2]. 

(9) 控制系统的绝对稳定性下列非线性常微分方程组表示 
了一类控制系统的运动 

=^x +( p ( a -) b , 

= ^>( o -) ,(7 = e T x - yi ， 

其中:•:是 n 维向量，表示控制系统的某种状态，称为状态变量 j 
是辅助（控制） 变量； cr 为反馈 信号； 常量 y 和向量 he 是控制参 
数； 函数 p ( tr ) 为控制机构，一般具非线性特征 （* ): 连续， 《 p (0) 

= 0 , a < p (( r ) >0( or #0 时 ）， f " 妒 （(7) do *—»■ a > •当 - y^O 时称为 |、司接 
控制系统.当 y =0时称为直接控制系统.见图 6. 12. 



⑷ 
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图 6. 12 飞机自动驾驶仪控制 


控制系统有平衡解 X =0,6 =0,因变量 ; c j 的活动范围不仅 
仅在原点 邻域. 要考虑系统的全局稳 定性. 当对满足特征 （* ) 的 
任意函数 P ( c )， 系统零解均（全局）渐近稳定时，称系统为 （全 
局）绝对稳定. 

对间接控制系统 y #0. 系统可化为 


1 =Ax +( p ( a ) b , 


= e T Ax + p < p ( a ) ,p = e T b - y . 


显然，如系统绝对稳定，则取 p (< r ) = fio - 时系统零解应渐近稳定, 
即对应的线性系统的特征方程应有负实部根_可得系统绝对稳定 
的必要条件为 ：矩阵 A 没有具正实部的特征值，也没有零特征值. 
当矩阵4的特征值均具负实部时，要求控制参数 y > 0. 进一步构 
造如下形式 V 函数 


V(x,a) =x t Bx + I (p(a)d(T. 

Jo 

可以证明，如果找到一个负定的对称矩阵 C , 使 A t B + A 4 的 
对称矩阵(必存在唯 一） 满足条件 psrfTC — irf (其中 = + 

+4、），则系统是全局绝对稳定的.参看[《常微分方程（第二 


版）》 §6.6] 及[文20§9.4]. 
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•(10) 混沌普遍性实例自然界中普遍存在混沌现象，只是因 
其复杂性及缺少工具而难于发现和证实.从1975年 Li - Yorke 定 
理提出后，已在自然界发现存在大量混沌现象.如小行星带与流 
星、地磁场的反向运动、鸡胚心肌细胞的强迫跳动、脑电图显示的 
混沌运动、广义相对论宇宙学中混沌等，见[文44 §1.4]. 一般认 
为，在任何领域，当非线性足够强时，都会遇到混沌现象. 

(a) 约瑟夫森 （ Josephson) 结中的噪声在微波作用下晶体 
约瑟夫森结中观察到相当于温度为5 x 10 4 K 的宽带噪声.设结的 

相位差 为〜结 上电压 " 有 g =$，结的电路方程为 C f + 

/..sin <p = / r/ co9 式中 C 为结电容， /< 为射频电流， o> 为射频频率. 

方程可化为@ +赛 ++11 v =|^/, /C 08 此方程与强迫阻尼 

摆的方程完全相同.具有宽带功率谱的混沌运动. 

( b ) B-R 化学反应 B - R 化学反应是用四价-三价铈离 
子偶联催化的柠檬酸被溴酸钾氧化的一种很复杂的反应.曾有人 
提出一个20个变量的模型，其一种简化是9种中间样品的9种反 
应，可写成7个常微分方程，其数值模拟与实验结果一致，得到的 
相空间轨迹都可镶嵌到一个3维空间中.这可进一步简化为3维 
非线性方程组 

^ = - ( 1 +<t>)v + C~^v +m > 

p ^= -(1 +呢十鉍， 

其中 m ， P ， 小 是参数.这与洛伦茨方程类似，是一个混沌方程. 

(c) 太阳系中的混沌运动太阳系天文学中有两个长期未解 
决的 难题: 小行星带的柯克伍德 （ Kirkwood ) 间隙与地球上流星的 
起源问题.小行星带位于火星和木星之间，其周期与木星周期之 
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比为简单有理数的小行星很少，这便是柯克伍德间隙.行星运动可 
用近可积哈密顿系统表示（[书 §6. 6. 2])，周期比为简单的分数 
表明存在共振，研究表明受扰系统在共振区内存在混沌运动.小行 
星的运动存在着几个标度差别很大的频率，从而在混沌运动下足 
以使小行星与火星发生近碰撞而脱离小行星带形成柯克伍德间 
隙，并成为地球上的 流星. 这样，混沌运动解答了柯克伍德间隙与 
地球上流星的起源问题.太阳系中另一个混沌运动的例子是木星 
的卫星 Hyperion . 经研究，木星的卫星 Hyperion 处于3/2共振与1/ 
1共振的重叠区，它有同时发生3/2共振与1/1共振的趋势，这使 
它产生混沌运动.可参见[文44 § 18. 3]. 

§6.3.4 历史与人物 


(1) 简史（非线性微分方程）线性微分方程理论在过去两 
百年间已研究得很广泛、深人，成为相当完备的一门学科.而非线 
性方程则知之甚少，直至现在仍在发展中•虽然很多物理问题中线 
性近似有其价值，但一般问题多是非线性的，爱因斯坦甚至认为： 
由于物理中的基本方程是非线性的，全部数学物理应该重写.可以 
说，常微分方程的现代理论是从研究非线性微分方程的一般理论 
开始的，其中主要分支是由庞加莱、李雅普诺夫和伯克霍夫开创的 
20世纪才发展起来的定性、稳定性和动力系统理论.六七十年代 
后才出现研究分支、混沌和完全可积性的 热潮. 由于科学技术的 
发展和各种新学科的出现，从20世纪中期开始，非线性常微分方 
程又开辟了非线性控制方程、生态方程、时滞微分方程、泛函微分 
方程、脉冲微分方程、随机微分方程及时标微分方程等一系列新发 
展方向. 

(2) 庞加莱 （ J . H . Poincart , 1854—1912) 在20世纪初公认 
为当代最伟大数 学家. 1879年在卡昂大学任讲师，两年后即就任 
巴黎大学教授，直至 去世. 每年讲授一门不同的课程.以伟大的首 
创精神和卓越的技巧处理了纯数学和应用数学的几乎所有领域. 
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32 岁即当选为法国科学院院士.他在分析方面推广了函数的周期 
性而创造了自守函数 理论. 他在天体力学的研究完成了三卷本 
《天体力学的新方法》 （1892 —1899)，其中轨道的稳定性问题开创 
了非线性微分方程的定性理论新方向，渐近展开理论引发了对发 
散级数的研究.其论著《位置分析》开创了现代代数拓扑的新学 
科. 1906发表的电子动力学的著名论文，从电磁学出发独立得出 
特殊相对论的很多结果•作为业余爱好还进行科普讲演和写作，后 
编成《科学与假设>(1902)、《科学的价值》（1905)、《科学与方法》 
(1909) 等名著•他被认为是能对那个时代的全部数学有创造性的 
掌握的最后一人. 

(3) 李雅普诺夫 （ A . M . Lya punov ，1857—1918) 俄国数学家 
和机械工程师.1876年人圣彼得堡大学，1892年获博士学位，是写 
出不朽博士论文的 奇才. 其博士论文《运动稳定性一般问题》 
(1892) 开创了非线性微分方程研究的新 方向. 1893年起任哈尔科 
夫大学教授，1901年被选为圣彼得堡科学院院士，并担任数学协 
会主席.曾被意大利、巴黎科学院选为国外院士. 1886—1902 年在 
俄国曾领导了数学物理和概率论的研究.他开创的求非线性常微 
分方程解的稳定性的李雅普诺夫函数方法（亦称直接方法）奠定 
了常微分方程稳定性理论的 基础. 成为20世纪常微分方程理论的 
三大发展方向之一. 

(4) 伯克霍夫 （ G . D . Birkhoff ，1884—1944) 美国数学家，哈 
佛大学毕业，曾在普林斯顿大学、哈佛大学任教.美国数学界公认 
的领袖人物.1912年庞加莱去世前把受限三体问题归结为一个几 
何问题，但特殊情形未 证明. 伯克霍夫证明了这个庞加莱最后定 
理，还引进了动力系统的运动极小集、回归集等概念，开辟了动力 
系统研究的新方向•他提岀的极大极小原理推动了大范围变分法 
的 产生. 证明的逐点遍历性定理导致动力系统遍历理论的产生.他 
在边值问题、奇异微分方程、奇异差分方程等方面有很多工作. 

(5) 李纳 （ A . Lien ar d ，1869 — 1958) 法国科学家，执教于巴 
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黎矿业学院，后为院长.1933年当选为法国数学会主席.主要从事 
电学、磁学、弹性、流体力学研究及研究其他科学中碰到的数学 
问题. 

(6) 范德波尔 （ B . Van de Pol ，1889—1959) 荷兰科学家 •专 
攻无线电工程方面的理论问题，于20世纪20年代首先提出无线 
电振荡的范德波尔方程，从而引起李纳等人对非线性力学中自激 
振荡的研究. 

(7) 斯梅尔马蹄 I 960 年斯梅尔 （ S . Smale ) 在巴西里约热内 
卢访问，在海滩上边休息边考虑拓扑和动力学问题.对二阶常微分 
方程在扰动下的性态，他曾给了一个猜想.后来， Levinson 写信告 
诉他以前的一篇文章，包含了其猜想的反例，那篇文章是第二次世 
界大战期间英国数学家 M . Cartwright 和 J . L . Littlewood 大量工作 
所阐述，他们分析了由战争所提出的有关无线电波的方程，发现了 
奇怪的特性、混沌的征兆.斯梅尔夜以继日地工作，以解决信中的 
问题，把 Levinson 的解析方法转化为自己的几何思考方法，因他的 
强项是几何分析，只有按自己的方式重新组织了数学时，才认为真 
正了解了数学•最后他确信 Levinson 是对的，他的猜想错了，在此 
过程中他发现了马蹄.斯梅尔马蹄是 Cartwright - Littlewood 和 
Levinson 的方程按几何观点理解的自然产物，帮助理解混沌的机 
理，说明动力学中有大量的不可预 见性. 在海滩上除发现马蹄外， 
斯梅尔还考虑拓扑学的庞加莱猜想，证明了维数大于4时庞加莱 
猜想 成立. 这工作使他获得1966年菲尔兹奖.斯梅尔是反越战战 
士，由于到巴西的访问由美国国家科学基金 （ NSF ) 资助，美国总统 
顾问1968年在《科 学》 杂志上撰文批评浪费纳税人的钱.见[文 
40]. 

(8) 洛伦茨吸引子洛伦茨 （ E . N . Lorenz ) 毕业于麻省理工 
学院气象系，1948年起在麻省理工学院做博士后工作，主要兴趣 
在全球和大陆尺度的大气结构动力学.1955年得到了因 M . Thom - 
as 辞职而空缺的位置和科研项目.项目是用计算机进行天气预 
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报，当时用的是线性统计方法.他接手后提出用不是线性类型的方 
程组进行检验 • 选择了大大简化被滤波的数值天气预报方程式，并 
购买了小型计算机，一次乘法约需17 ms ， 打印一行数字约需10 s . 
开始时选择14个变量的方程组，经压缩又压缩，最后变成12个. 
参数中包含驱动模式天气所需要的外热源的强度和分布，这样可 
以改变参数进行 试验. 但总是出现毫无用处的稳定状态.经多次试 
验后，最后发现了一个解，它明显地模拟出在用水模拟地球空气的 
转盘实验中所观察到的振荡•这时，他认识到需要一个解是非周期 
的方程组才可能否定线性 预报. 这是1959年，他准备将这碰巧找 
到的一个合适的方程组及其试验结果写成《动力方程组解的统计 
预报》报告参加在东京举行的数值天气预报会议.在进一步进行 
试验时，数值方法是以6小时为增量计算未来天气，4步即1天打 
印1次12 〜 14个变量值，约1分钟模拟1天.为把打印出的数值 
排成1行,数值四舍五人到三位 数字. 有一次，为了更为详细地检 
査，决定重复某些 计算. 停机后重新输人再进行计算，他在走廊上 
喝了一杯咖啡，约1小时，计算机已模拟了 1个月的天气.但打印 
岀不同的数值，开始以为是真空管或其他计算机部件坏了.经检査 
才发现是输人时因舍人误差引 起的. 从而发现了方程组的解对初 
值敏感这个混沌现象 • 1961年到 M . Thomas 建立的旅行者天气中 
心访问时， B . Seltzmann 告诉他用下面加热产生的对流流体运动的 
7 个方程构成的方程组的数值解中有一个解稳定不下来，经査看 
到其中 4 个变量很快变得非 常小. 他回到麻省理工学院，取仅有3 
个变量的方程组，得到了他长期寻找的系统•这便是洛伦茨方程， 
它并不能非常好地描述实际对流运动，主要说明—个确定性的系 
统能以最简单的方式表现出非周期的 形态. 当时是湍流研究的热 
潮•他以“确定性的湍流”为题投稿《气象科学杂志》，编辑认为方 
程缺少湍流的性质，改以“确定性的非周期流”发表.由于洛伦茨 
方程的解有界但是在两个不稳定状态中交替且不规则地振荡，与 
—般的吸引子不同，是一个奇异吸 引子. 1963—1964 年洛伦茨在 
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《气象科学杂志》等杂志上发表了 4 篇有关论文.但仅在气象学家 
中流传.1972年洛伦茨还为美国科学发展协会会议准备一份报告 
和新闻公报，其题目为《可预报 性：在 巴西一只蝴蝶翅膀的拍打能 
够在美国得克萨斯州产生一个龙卷风吗？》 • 洛伦茨被称为“蝴蝶 
效应”提出者，混沌理论之父.洛伦茨于2008年4月16日逝世， 
享年90岁.虽然洛伦茨已发现了混沌现象，但还需要靠数学家的 
努力才能得到科学界的公认，成为一门新学科，这是另一个故事 
了.见[文 39]. 

(9) Li - Yorke 混沌的故事混沌的定义是首先由李天岩 
( Li ) 和约克 （ J . A . Yorke ) 在论文《周期3蕴含混沌》中给出的，这 
篇开创混沌新学科的文章的发表经过后来由李天岩作了介绍. 
1972年左右李天岩是美国马里兰大学的研究生，他的博士生导师 
约克在大学的“流体动力学与应用数学所”工作，所里有一个气象 
研究项目，由 A . Felle 教授 主持. 1972年 A . Felle 教授将洛伦茨所 
写的关于“气象预测”模式的4篇文章介绍给约克教授，认为文章 
过于理论化、数学化,也许搞数学的会比较感兴趣•他们读了那些 
文章，觉得很有意思. 

1973年4月，约克在办公室中对李天岩说“我给你一个好的 
思想”.这即是 Li - Yorke 定理，其原始出发点在洛伦茨的文章中， 
李天岩当时即说“这太适合《数学月刊》了！”两个星期后，李天岩 
完全证明了这个定理.他们写好文章，真的投给《数学月刊》.但给 
退了回来，认为过于偏向研究性，不宜发表，或转寄或修改.因文章 
内容与李天岩的博士论文无关.李天岩把它压了下来. 

1974年是马里兰大学数学系的生物数学“特别年”，请了著名 
的普林斯顿大学 R . May 教授来校讲学，最后一次介绍 logistic 离散 
模型（见[文49])，提及当参数较大时迭代值在整个区间中四处 
跑，他无法解释这一现象，认为也许是计算误差所致.约克在送 
May 上飞机时，把那篇在桌上躺了近一年的文章给他看， May 看后 
大吃一惊，认为文章很大程度上解释了他的疑问.约克回来后即找 
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了李天岩，尽快修改文章 发表. 这文章最后发表在《数学月刊》 
1975年12月份那期上（见[文 41]). May 是举世闻名的教授，暑 
假到欧洲讲学时将 Li - Yorke 混沌和洛伦茨吸引子四处传播，从 
而掀起了混沌研究的热潮•见[文 42]. 


(10) 日本吸引子 1961— 1962年，京 
都大学工学院机电系研究生上田皖亮 （ Y . 
Ueda ) 在用模拟计算机求解达芬方程/ + 
kx '+ x 3 =Bcos f 时曾发现对某些参数如 A = 
0. 05，#=7.5,当 〖很大 时其解会乱走一通， 
如图 6. 13. 当时其导师及其他人不相信他的 
结果，认为是计算出错.在日本当时的环境 
下他的结果无法发表.1978年法国 D . Ruelle 
到曰本访问才知道上田的结果，后来到处宣 
扬，上田吸引子或日本吸引子才为人所知. 
曰本吸引子的发现时间比洛伦茨吸引子还 



图 6.13 日本吸引子 


早，是最早的混沌•但因开始时没有正式发表，后来才为人所知，其 
发现混沌的功劳被洛伦茨夺去了.经过 D . RueUe 等的努力，当时 
的部分原始数据资料被保存在美国 Brookhaven 国家实验室.见 
[文 43]. 


历史人物 尚有： 哈密顿 （[§5. 3. 4 - (4)])、薛定谔 
([ §8.3.4-(5)]). 


§6.4 习题与习题解答 


§6.4.1 测试练习解答 

1. (1) 由 4*-2 x 2 =2*(2-*) =0,驻定解为*=0,*=2•对驻 
定解*=0,线性近似方程为/ =4*，特征方程 A =4有正根，零解 
x = 0 不稳定.对驻定解 * =2,取变换 : r =* -2, 方程化为/ = 〆 = 
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^ x - 2 x 2 =4( y +2) -2( r +2) 2 = -4 y -2 y 2 . 线性近似方程 为/ = 
-4 y ， 特征方程 A = -4 有负根，零解 r =0 即驻定解* =2渐近 
稳定. 


(2) 由 y _ * _ *2 = 0 , 3 x - y - x 2 = 0，两式相加得 2* _ 2* 2 = 
2 x (1 - x ) =0,驻定解为*= 0 , 7 = 0 和* = l , y =2 .对驻定解: t =0, 
7=0，线性近似方程组为*'=7-1/=3*- ；)% 特征方程 




= A 2 +2 A -2 =0有正根 A = -1 +#，驻定解 * = 


0， y =0 不稳定.又夺驻定解 《 = l，y =2,取变换 i =*- l，y = y -2, 
方程组化为 f =歹 _3 i - 无 2 , 〆 =i - y - i 2 . 线性近似方程为 f = 


y - 3 x , y , =i -歹，特征方程 


A +3 



= A 2 +4 A +2有负根 A = 


-2±及，零解*=0，歹=0即驻定解九 = l ， y =2 渐近稳定. 

2. (1) 对应的特征方程为人 4 +2人 3 +4人 2 +3>+2=0.赫尔维 
茨行列式 


2 

a 0 = 1 , A , =2, A 2 = 



2 1 0 

A 3 = 3 4 2 =2 x 8 - 9 = 7, A 4 = a 4 A 3 = 2 x 7 
0 2 3 


均大于零，微分方程的零解渐近稳定. 

(2) 对应的特征方程为 A 5 +2 A 4 +4 A 3 +6 A 2 +5 A +4 =0.赫 
尔维茨行列式 

2 1 

a o =1，△， =2， A 2 = =2， 

6 4 


2 1 0 

A 3 = 6 4 2 =2 x 14 -28 =0. 
4 5 6 

第3项不大于零 • 微分方程的零解不是渐近稳定. 
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(3) —次近似方程为 *' = - 2 x - y y y ' =x - 2 y , z ' = x +3 y - 2 , 
其特征方程 
A +2 1 0 

-1 A +2 0 = A 3 +5 A 2 +9 A +5 =( A +1)( A 2 +4 A +5) =0. 

-1 -3 A +1 

特征根均具负实部，微分方程的零解渐近稳定. 

或赫尔维茨行列式 

5 1 

a 0 = 1 , A , =5 >0, A 2 = ^ =40 >0， A 3 =< i 3 A 2 >0, 

微分方程的零解渐近稳定. 

3- ( l)V = * 2 + y 2 定正 . V 对方程组的全导数为 

+ ~ * =2 a : • (y + ax - x 3 ) + 2 y ( -x + ay - y 3 ) 

= 2 (a - x 2 ) x 2 + 2 (a - y 2 ) y 2 . 

当 a 矣 0 时 W 定负，方程组的零解渐近稳定；当 a >0 时在原点邻 
域 P 定正，方程组的零解不稳定. 

(2) V = +/定正 . V 对方程组的全导数为 

y r = ~~ * x ' + . 〆 = 4* . ( - * + xy 1 ) + 2 y ( - 2 x 2 y _ y 3 ) 

ox dy 

=-(4 x 2 +2/). 

因 P 定负，方程组的零解渐近稳定 • 

(3) K = y 2 -* 2 为变号函数， K 对方程组的全导数 

V = 2 x 2 + 2 xy + 2 y 2 - 2 xy 2 
= x 2 + (x + y ) 2 + ( 1 - 2 x ) y 2 

在原点邻域是定正函数.因在原点的任意小邻域均存在点 U ， y ) ， 
使 V ( x , y ) >0,故方程组的零解不稳定. 

(4) V = x 2 + x * + y 2 +/ = x 2 (l + x 2 ) + y 2 (l + y 2 ) 定正. V 对方 
程组的全导数为 V = (2* + 4 x i )( y + 2 y 3 ) + ( 2 y + 4 y 3 )( - x - 2 x 3 ) 
= 0 •因 K 恒等于零，方程组的零解稳定 • 
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4. (1) 利用在原点邻域的函数展开式，可将方程组右端化为 


线性及高次项 之和: 


x' =x -y - ( e y - 1 -y) + ( cos y - 1 )], 

= 3* - 2 y - ( sin y - y ), 

其线性近似方程组为 / - y ，/ =3* -2 y , 其特征方程 



= A 2 +A +1 =0 有负实部根（或赫尔维茨行列式均 


大于零），线性近似方程组的零解渐近稳定.因线性近似方程组的 
特征值均无零实部，根据线性近似方程组的稳定性定理，原非线性 
驻定方程组的零解渐近稳定. 

(2) 取定正函数 V = x 2 +/， 有 V f = 2 a ( x 4 +/). 当 a <0时 
r 定负，方程组的零解渐近 稳定； 当 a =0 时 r 恒等于零，方程组 
的零解 稳定； 当 a >0时 r 定正，方程组的零解不稳定. 

(3) 取定正函数 V = x * +/，有 T = - 4 x 6 -4 / = - 4 ( x b + 
y 6 ) 定负，方程组的零解渐近稳定. 

(4) 取定正函数 F = + / + (y + z )*, 有 V = 2 xy - 2 yx + 

2 ( y + z )( - x + x ) =0,方程组的零解稳定. 

5. (1) 方程是线性方程，奇点为原点，其系数有 

p = - ( a + d ) = —4 <0 9 q = ad — be = 4 >0, 

A = p 2 -4 g =0,6^0. 

因此奇点为不稳定退化结点. 

(2) 由方程组右端为零时 2 y = 0 , x 2 - y 2 - l = 0 有解 x = l , y =0 
Rx = - l , y =0. 非线性方程有两个奇点 （1，0)，（ -1，0) .通过变换 
i=*-l 将奇点 （1,0) 化为原点（0,0)，方程变为 =2* 

+ ，其线性近似方程系数有 p = 0 , q = -4 <0,原方程线性奇点 

( 1，0)为鞍点（不稳定）；通过变换 * = * + 1 = y 将奇点 （- 1，0)化 

为原点(0,0)，方程变为= ~ 2 x + x 2 - f , 其线性近似方程 
系数有 P =0, 9 =4 >0,原方程线性奇点 （1 ，0)为中心. 

6. (1) 取 V = ? +/，则有 V f = 2 ( x 2 + y 2 )[l -( x 2 + y 2 )]= 
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2 V (1 - V ) •当 K = 1 时有闭轨线，且 F 由小于1增大到大于1时1^从 
正变负，故方程组有稳定极限环* 2 + y 2 = l . 

(2) 当存在 r 。，使 / ( r 。） =0,则存在闭轨线 r = r 。，史•且 
当 r 增大， /( r ) 的符号从正变负时有稳定极限环，从负变正时有不 
稳定极限环，通过零时不变号则有半稳定极限环. 

7. (1) 垂直等倾斜线为圆+/ =1，水平等倾斜线为两直 
线 *=0, y =0, 奇点有 (0,1) ，（0, -1),(1 ，0)，( -1,0). 轨线图貌 
如图 6. 14( a ). 

(2) 方程化为 ’=2(1 -*)(2 - y ) t y ' zz (y - x ) (y + x ) 
直等倾斜线为两直线 * = l，y =2,水平等倾斜线为两直线 y = 
* _*，奇点有（1，_1)，（ 1,1 ),(2,2),( - 2,2) •轨线图貌 
如图 6. 14( b ). 

§6.4.2 补充习题解答 

1. (1) 对应的特征方程为 A 3 + aA 2 +6 A +2 = 0. 零解渐近稳 
定要求赫尔维茨行列式均大 于零： 

, a 1 I 

o 0 = ^»^i = fl >0, A 2 = = ab - 2 >0 f 

2 b I 

Aj = a 3 A 2 = 2 (ab -2) >0. 
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(b) 


图 6. 14 轨线图貌 


解得 a >0,6 ■时微分方程的零解渐近稳定. 
a 


( 2 ) 利用展开式 e *= Z rr ^ e ( -«»,+») 及 

ln( 1 +*) = Y ( - 1 ) - x n ,xg( -1,1], 

rrl n 

(1 + *广=之 〆 户 - 1 ) …广鸣 Ve (- l ， U ， 

n >0 • 

由 4y + e_ 3 * = 1 +4y _3* + ... 可得 

ln(4y + e" 3 *) =ln(l -3* +4y + •••) = -3x +4y + — , 

V^l -6x =1 + 士（ -6*) + .... 


将方程组右端写成线性项加高次项形式，则其线性近似方程组为 


其特征方程 



' = -3x +4y,y , = -2x +2y. 

= A 2 + A +2 = 0,有特征根 A = 

A -2 



因特征根均具负实部，故线性近似方程的零解为渐近稳定， 
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原方程的零解也是渐近稳定. 

2. 当 a 矣0时取定正函数 K = * 2 +/，因 W =2 ax 2 -2(/ + 
y 4 ) 定负，方程组的零解渐近稳定.而当 a >0时因线性近似方程 

组的特征方程 A 2 -aA +1 =0的根 A =专±^ ( | )2 -1 有正根，方 
程组零解不稳定. 

注如要用 K 函数判断当 a > 0 时零解的稳定性，可用待定 

系数法反求使线性近似方程组取= * 2 +/的 K = 丄: t 2 + + 

a 

(士 + y ) y 2 , 其存在性根据为 [ 书§ 6 . 2 .2 -定理6 ] .此时在原点 

邻域 r 定正， K 定正或变号，方程组零解不稳定. 

3. (1) 令 y =/，方程化为 = y ，/ = + fi(l -* 2 ) y . 存在 
奇点（0,0)，当 / i >0 时线性近似方程 *'= y ， y f = —* + fj,y 有 p = 
-/1<0，”1 >()，△= 〆 -4. 即奇点（0,0)不稳定>4为 结点； 

〆 =4为退化结点（因6 = 1 #0) <4为焦点_而当 M =0时方程 
有 p =0, 9 = l >0,奇点 （0,0) 为中心. 

另外，因 /*(；»：) = j " fi ( x 2 -\)Ax = fix ^- Y % 2 - 1 j . 若令 y =*’ + 

- 1 ) ，则方程化为 *’ = y - lj ,/ = 同样，存 
在奇点 （0,0), 当私 > o 时线性近似 方程/ 

+ y , y ' = 有 p = 

- fi <0 ,q = \>0 t ^= ti 2 -4. 即奇点 （0,0) 不稳定 •〆 >4 为 结点； 
从 2 = 4 为退化结点（因6 = 1^0) ;/ 1 2 <4为焦点.而当 / i =0 时方程 
有 P = 0,9 = 1 >0，奇点（0,0)为中心.结论与令 y =* ，时一致. 

(2) 由方程组右端为零时 ln (2 - r 2 ) =0, e * - e y =0有解 x = 
l，y = l 及* = - l，y = -1. 非线性方程有两个奇点 （1，1)，（ -1， 
_1).通过变换*=*-1，5^=7-1将奇点（1，1)化为原点（0,0)， 
方程变为 
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其线性近似方程系数有 P = e >0, 9 =2 e >0， A = e 2 -8 e = e ( e -8) < 
0,原方程线性奇点 （ 1 ，1 ) 为稳定 焦点; 通过变换 i =* + lj=y + l 将 
奇点 （-1, -1) 化为原点(0,0)，方程变为 

x ' = ln ( 1 +2 y - y 2 ) =2 y + [ ln ( 1 -2 y - y 2 ) - 2 y ], 
y = e ' l e i - e ' l e * = e - l ( x - y ) + [ e *' 1 - e ^' - e -'( i - y )]. 

其线性近似方程系数有 P = e ^ >0, 9 = -2 e -' <0,原方程线性奇 
点（-1， -1) 为鞍点（不稳定）. 

4. (1) 方程组可化为 # = (!•- l)(a + sin 2 史），此方程有解 

dcp 

= (a + sin 2 供） d(p = ( a + ^-cos 2妒) d 妒， 

r -1 

显然 C =0 时/ "(0 =1为闭轨线.因当 a < -■^时随着史=*— + » 

有 rO )-^ l ， 即/ "(0 = 1为稳定极限环；而当 a > - f 时随着 《P = 

-00 有; •(£)— 1，即； ■◦) =1为不稳定极限环. 

(2) 令 y = * 、方程 化为方程组 = y，〆 = - (b - cx)x - ay . 
因当 a #0 时在任意域内均有 

dX dY 

—+ — = - a 
dx dy 

不变号，且在其子域内不恒为零，根据[书 §6.4 -定理9]，在相平 
面不存在极限环. 

(3) 证明其不存在极限环.令 y = 〆 ，方程化为方程组/ = y , 
/= - x - F ( y ). 因对 V = x 2 + y \ V '= -2 yF ( y ). 由条件知当 y _0 
时有 W <0. 若相平面上有极限环厂，则在厂上有~ 使得 
x ( t 0 ) =*(*,), r ( to ) = y ( u ， 即 v ( f 0 ) = v ( tl ) •但 r 上不可能 y(o 
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= oo 。 幻幻 |)， 于是由 r < o 有 no > v ( o , 矛盾.证得相平面 
上不可能有极限环. 

5. ( 1 ) 方程化为 = a ： 2 - y ， 〆 = (*- y ) (2+*- y ) ，垂直等 
倾斜线为抛物线 y = /，水平等倾斜线为两平行直线 y = *，y = 
*+2，奇点有（0,0)，（1，1)，（2,4)，（ -1,1) •轨线图貌如图 
6. 15( a ). 
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(2) 令 y 方程 化为/ = y ， 〆 =- ay -/ lm ： 2 - y 2 . 有奇点 

0(0,0) M ( -^,0). 对于奇点 0, 其线性近似方程 x' =y,y' = 

-*-町,有/)=<1彡0,7 = 1>0，厶=<1 2 -4.奇点0稳定 ， a >2为结 
点 ; a =2为退化结点（因 6 = l #0); a <2 为焦点.而当 a =0 时方 
程有 P =0, 9 = l >0,线性奇点（0,0)为中心 . 对于奇点 >4,通过变 

换 * = * +丄，歹 = y , 化为5’ = y , y ' = x - ay - fix 2 - 〆 ，其线性近似方 

程/ =歹，歹’ = 5 - a 歹，有 p = a，g = - 1 < 0. 奇点/!为鞍点（不 
稳定）. 

注还可以考虑系统的极限环，用 Dulac 判据，取 fi = ae 2 \ 因 
d(BX) t d(.BY) 
dx dy 

= ~(oye 2 *) +^-[ae 2 *( - x - ay - fix 2 - y 2 ) ] = - a 2 e 2x 
ox dy 

为定号函数，方程无闭 轨线. 尚可进一步通过庞加莱变换丄， 

Z 

u =+及= ■分析无穷远奇点的性态，从而得到方程的全 

z Z Z 

局图貌如图 6. 15( b ). 见[文18 §9.3.3 例 2]. 

6. 淋病扩散模型见[§6.3.3-(4)],因0矣 *< C | , y =0 线上 
y ' > 0 , 0 ^ y ^ c 2 ,x =0线上 ，y = c 2 线上/ <0, 
0矣 y 矣 c 2 ，x 线上 〆 <0,因此在区域0彡，0矣 y ^ c 2 中的方 
程轨线始终停留在该区 域中. 且在区域中，方程的水平、垂直等倾 
斜线 


<* 1 * 、 b 2 c,x 

y-T~( - (*) ,y= - —=0 (x) 

*i(c, -x) a 2 + b 2 x 

单调递增•视七七与 6,6 2 C | C 2 的大小关系，而将区域划成轨线走向 
相同的 4 个或 3 个小区域.对 a, « 2 <6,6 2 c |C2 ，方程有唯一正平 
衡点 


472 





_b'b 2 c'c 2 - a'a 2 ^i^ 2 c i c 2 - a i °2 
0 o,6 2 +6,6 2 c 2 a t b 2 + b l b 2 c l 

由[ §6.3.3 -⑷图 6.7( a )]，4 个小区域中 I 、 I 区的轨线始终保持 
在区内， n 、 iv 区的轨线或在区内或进人 I 、 ffl 区，所有轨线最后均趋于 
平衡点 （* 0 ， y 。） ，淋病病人数保持平衡.而当 a , a 2 多6 | 6 2 <; 1 <: 2 时，由图 
6.7( b ), 3个小区域中 n 区的轨线始终保持在区内， I 、 DI 区的轨线进 
人 n 区，所有的轨线最后均趋于原点(0,0)，淋病病人数趋于零，淋病 
不会扩散. 

§6.4.3 习题 6.1 及其解答 

1. 对下列方程， （ a ) 求岀其驻定解，并画出方程的经过（0, 
*。）的积分曲线与轨线的走向（草图），从而判断各驻定解的稳定 
性； （ b ) 作变量变换，使各驻定解对应于新方程的 零解： 

( 1 ) ~^=Ax + Bx 2 ,A >0 ,B >0, - oo <* 0 < + oo . 

解 （ a ) 由舫^ 2 =0 解得 x =0, x = -去故驻定解为 x = 

0和怎= -夺.因欠 >0时孕 >0;0> x > -*4" 时孕 <0;怎< 一立时 
o dt B at B 

^7> o . 因此对 * 0 >0有*(0—» ;对*。 < o 有 - 音. 驻定 
解: C =0 不稳定，驻定解*= -4 ■稳定. 

D 

0>)驻定解1=0本身已是方程的 零解； 对驻定解 *= -4, 

作变量变换 y = *+ ♦，方 程变为 J = 皆). 驻定解 + 

对应于新方程的零解. 

积分曲线与轨线图如图 6. 16( a ). 

(2) $=心-1)(*-3). 
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(a) 0») (c) 

图 6. 16 积分曲线与轨线图 


提不 （ a ) 驻定解为*=0，* = 1，*=3.当 *。>3时 ^ 00 ; 

当0<* 0 <3时怎 （0— 1;当 * 0 <0时 *0)—-<»• 其中 *=0，*=3 
不稳定，* = 1稳定. 

( b ) 驻定解$=0为原方程的 零解； 原方程的驻定解^； = 1为 
变换 y =*- l 后新方程宰=7(7 + 1)( 7 -2)的零解；原方程的驻 

定解 * =3 为变换 z = x-3 后新方程 f =z(z+2)(z + 3) 的零解. 

积分曲线与轨线图如图 6. 16( b ). 

(3) ^ j = x ( l - x )( x -3). 

提不 （ a ) 驻定解为 * =0,* = 1 ,* = 3. 当 *。>1 时 *(0—^3 ； 
当*。<1时 *(0— 0 •其中 *=0，*=3稳定， * = 1 不稳定 • 

( b ) 驻定解$=0为原方程的 零解； 原方程的驻定解;^ = 1为 

变换 y = * -1 后新方程 g = y(y + 1) (y -2) 的 零解； 原方程的驻 

定解*=3为变换 z =*-3 后新方程$=^卜 + 2)(2+3)的零解. 

积分曲线与轨线图如图 6. 16(c). 
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2. 直接由解 （6. 5) 出发，讨论方程 （6.4) 的解 yi (0 = 0和 
r 2 (0 = j •的稳定性态（即稳定、渐近稳定、不稳定）. 

解方程 （6.4) 的积分曲线图如图 6. 17.因方程 （6.4) 的解为 



0 a y o a y 

B "5" 

A>0,B>0 A<0,B<0 


图 6. 17 积分曲线图 


: A _ 

叫会-卟“’ 

当 4>0， fl >0 时解 yi ( t ) =0为原方程的零解，因对给定的 

D 

例如占=&，不管 S '° <s < e 如何小，总有 r 。， ly。 I =5,使得由初 

值条件 y (0) = y 。 确定的解7(0，当^| = - 1 j > 0，f 多。 

时有 


Jg - 1 e" 4 * > 1 ,y(t )= 


于是解 y ,(0 = o 不稳定 • 


…(忐 - 1 ) 


A 

~ > 2B =S， 


方程 （6.4) 通过变换*= 7 -|化为新方程# = - Ax - Bx 2 . 

d at 
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其解 y 2 (0 =3•对应新方程的零解 x = o , 新方程有解 


X ( t ) = y ( t ) -~ 


x o +- 


-B 


A _ 

~~B 


x 0 A 


* 0 i 4 e ’ 


~ ( x 0 B + A ) e A, - x 0 B ~ A + x 0 B ( 1 

因 t ^ O 时 -々 BSs / l ， 即对任意小的 e •，可取5 = 

D 

■f ，只要 * 。满足 U。I 矣 s， 则对 ao 有 


U(0 I = 


x 0 A 


\{ x 0 B + i 4 )e ' - x 0 B 
故新方程的零解 x =0 是稳定的. 

A 


x q A 


= I I ^5 < e . 


取 S 0 = y >0,当 |*。| < 5。时，若％ >0,则因 /! + 


(1 - e -4 ’） 衾/!，对 f 多0有 


1*(0 I = 


x 0 Ae ' 


A + x 0 B(l - e ~ A, ) 


x 0 Ae- A, A 

^- r- < T 


即 lim x ( t ) =0; 若; 》 :。<0,则因 0 >*。> 有 >1 + x 0 B ( 1 -e ' A, ) > 

卜 D 

4+* 0 fl >0, 故对 GO 有 
1*(01 


x 0 Ae ' A, 


x 0 Ae - A, 

A + x 0 B(l - e ' A, ) 

V. 

A + x 0 B 




\A + x 0 B\ ’ 

同样得 x ( t ) =0. 证得零解 x =0 渐近稳定，即原方程的解 
y 2 ( t ) =4•渐近稳定 • 
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当 4<0， fl <0 时类似可证明 y ,(0 =0为渐近稳定， y 2 (0 = 


为不稳定. 


3. 试求出下列方程组的所有驻定解，并讨论相应的驻定解的 
稳定 性态： 

.dx 


⑴ 


d 名 


=*( 1 -x -y ) , 


.皂 =+ y (2-3*- y ). 


解微分方程组右端函数构成的代数方程组 

1 -X -y) =0, 


•y(2 -3x -y) =0. 


有 4 组解 （ 0,0);(0,2) ; (l ， 0);(+，+). 因此微分方程组有 4 组 
驻 定解： 

* =0,y =0 ； * =0,y =2 ； x = l,y=0 ； x = 

对驻定解*=0, 7 =0，对应的线性近似微分方程组 
Ax 


ck 




的特征方程 


A -1 0 

0 A -- 


处 = 丄. 

dt 2 


= ( A -1) A 


音 0 


有两个正特征根 A = 1 , A = y . 因此微分方程组的驻定解^ =0, 
y =0 是不稳定的. 

对驻定解* =0 ，y =2,取变换 i J = y -2. 新方程组及其对 
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应的线性近似微分方程组分别为 
^ =i ( - 1 - » -y) , 

f = y ( r +2)( -3 x - y ) 


和 


dx 

石…， 
dy 3 . 1 . 

m y - 


线性近似方程组有两负特征根 A = - 1 ,A = -+. 因此微分方程组 

的驻定解 *=0, r =2 是渐近稳定的. 

对驻定解 x = l,y =0,取变换 i - 1 J = y . 新方程组及其对 

应的线性近似微分方程组为 


g = (i + l )( - x - y ) , 
=-^- y ( - 1 -3 x - y ) 


和 


.dx .. 

並 = _丄歹. 
Id ^ 4 7 


线性近似方程组有两负特征根 A = -1 ,A = 因此微分方程组 

的驻定解 x = l , y =0 是渐近稳定的. 

对驻定解戈=+ 7=+，取变换$=*-+4= 7 -}新方程 
组及其对应的线性近似微分方程组为 


f = |(y + y)(-3*-r) 


和 


d * 1 . 1 . 

m y ， 

dt ~ 8 8 y . 


对应的线性近似微分方程组有一正一负两实根 A = • 

lo 


(5± ^57). 因此微分方程组的驻定解 X = + ,y = +是不稳定的. 


( 2 ) 


dx 

di 

dy 

dt 


= 9 x - 6 y + 4 xy - 5 x 2 , 
= 6 x —6 y - 5 xy + 4 y 2 • 
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提示驻定解为 

X =0 ,y =0； x =2 ,y = l ； X = 1 , y =2. 

驻定解* =0， y =0 的线性近似方程 i =9 x - 6 y , y =6 x - 6 y 
有 P = -3,9= -18, 得* =0， y =0 不稳定. 

驻定解 x =2 ，y = l 经变换 i = x -2 J = y -1 后的线性近似方 


程* = - lx +2 y , y =* —85 •有 p = 15,兮=54，厶 = p 2 _4 ? =9 >0,得 
驻定解 *=2 ，y = l 渐近稳定. 

驻定解 * = l , r =2 经变换 x = x - l , y = y -2 后的线性近似方 

程 i = lx -2 y,y = -4 x +5 y ^ p = - 12,^ =27 ,A = p 2 -4 q = 36 > 
0,得驻定解无 = 1，; k =2 不稳定. 

d7 =y * 

dy 

石 = -X + fi ( y - X 2 ) ,/jl >0. 

提不驻定解为 * =0 ，y =0 和 * = ~—,y =0. 对驻定解 a ：= 

0， y =0, 线性近似方程 i =y,y = 的特征方程 A 2 -/U + 

1=0 有正实部根，得驻定解 *=0， y =0 不 稳定. 对驻定解* = 

- •^•,y = o , 取变换* = x + 丄 ， f = y ， 变换后的线性近似方程 i =歹， 

y 的特征方程 a 2 - m a -i = o 有正实部根，得驻定解 * = 

,y =0不稳定. 



(4) 


W *， 

^7 = y- * 2 -U-y)(y 2 -2* y + -|-* 2 J. 


提示方程组右端有零解（0,0)，（1，1)，驻定解为*=0,7=0 
和* = 1，7 = 1.对驻定解文 =0 ，y =0,线性近似方程 i = y - x,y = 
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y 的特征方程 A 2 -1 =0 有正根，得驻定解 x=0，y=0 不稳定.对 
驻定解 * = l，y = l， 取变换5=*-1，歹=/-1，变换后的线性近似 

方程5 =y y = - y* + yy 的特征方程 A 2 + yA + 1 =0有负 

实部根，得驻定解 * = l,y = l 渐近稳定. 

4. 研究下列方程零解的稳 定性： 

⑴ d7 +5 d7 +6 ^7 + * =0 - 

解微分方程的特征方程为人 3 +5人 2 +6人+1=0,其赫尔维 
茨行列式 

^ 5 1 

a Q =1 >0,A, =5 >0,A 2 = =29 >0, 

1 6 

A 3 = o 3 A 2 =29 >0, 

知特征方程的所有根均具负实部，微分方程的零解 $=$=& = 
0渐近稳定. 

⑺舍，奈为常数) • 

解特征方程为 

A -fi 1 0 

0 A -ft 1 
1 0 A -/x 

=(A -/x) 3 + 1 = A 3 -3/tA 2 +3/ x, 2 A -/x 3 +1=0. 
当•时，其赫尔维茨行列式 

a 0 =\ >0, A , = -3/ z , >0, 

-3 ft 1 

△ 2 = 3 = -(1 + 8 M ) > 0 , 

1 -/x 

A 3 = a 3 A 2 = (1 - fi )£ k 2 >0. 
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特征方程的所有根均具负实部，微分方程的零解 * =y =z =0渐近 
稳定； 

当/^ = - + 时，特征方程 a 3 + |~ a 2 + | a +| = 


卜+夺)(入 2 + 手)=0有特征根入 | = -|*,入 2 , 3 = : tfi , 特征方程 

的所有根均非正实部且没有重根，微分方程的零解 x = y = z =0 
稳定； 

当衅> -■^时，特征方程 

(A -/a) 3 + 1 = (A -ft + 1 ) [ A 2 - (2/x + 1) A +fi 2 +/i + 1] =0 
有特征根 

A < =^ _1 * A 2.3 =y[2/x + l ± 7(2/4+ 1) 2 -4( m 2 +/1 + 1)] 


= h 


2fl + l ±iy/3)- 


特征方程有正实部特征根，微分方程的零解 x = y = z =0 不稳定. 
f dx 

di 


(3) 


-x - y + z 9 


f t = x - 2 y + 2 z , 

f t - x +2 y + - 


提示特征方程 /( A ) = A 3 +2 A 2 -5 A -9 =0，因/(0)= 
-9 <0 , f ( 3)=21 >0,必有 一 正根. 零解 x = y =z =0 不稳定. 

5. 某自激振动系统以数学形式表示如下（范德波尔方 程〉： 

^ + M x2 -i)^+* = o (ft >0), 


试讨论系统的平衡状态（即驻定解）的稳定性态. 
提示令 y = 盖，方程化为 
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平衡状态为 * =y =0,线性近似微分方程组的特征方程 A 2 +1 

= 0有正实部根 A ± -4) - 零解* = y =0 不稳定. 


§6.4.4 习题 6.2 及其解答 


1. 试判别下列函数的定 号性： 

(1) V ( x , y ) = x 2 ； 

(2) V ( x , y ) = x 2 - 2 xy 2 ； 

(3) V ( x , y ) -x -2 xy 2 + y * + x * ； 

(4) V ( x , y ) = x 2 + 2 xy + y 2 + x 2 y 2 ； 

(5) V (*， y ) =*cos *+ysin y . 

解 (1) V (0， y ) =0， V (*， y ) 常正 • 

(2) V ( x ,0) = x 2 >0( x ^0) , V ( y \ y ) = -/ <0( y _0)， F (*， 
y ) 变号 • 

(3) V ( x ， y ) = (*- y 2 ) 2 +* 4 ， K (*，; y ) 定正. 

(4) V (*， y ) = (*+ y ) 2 + x 2 y 2 ， V (*， y ) 定正. 


(5) Wy , y ) = y , V ( TT , TT ) = -17，八*，>0变号. 

2. 试用形如 V ( x , y ) =«* 2 +6 y 2 的李雅普诺夫函数确定下列 
方程组零解的稳 定性： 



-xy 


dy - 

9 di = 


一 yx . 


提示取 V ( x , y ) = x 2 + 〆 ，有 V f ( x , y ) =2 xx ' +2 y / = -4 x 2 
K (*， y ) 定正， V '(*， y ) 常负.零解稳定. 


dx 


dy 


-2 x 2 y - y 3 



提示取 v = y %2 +^~ y 2 , 有 v, = -* 2 (! +/) -/• r 定正， 
定负.零解渐近稳定. 

( 3) 莹 = - x+2y3 ^ = ~ lxy2 ' 

解取 V ( x , y ) = y * 2 ++ y 2 , 有 V ’（*， y ) = -* 2 . V (*， y ) 定 

正，常负，且 V '( x , y ) =0 的点集 * =0( y 轴）除零解 x = 
y =0外不含方程的其 他解. 故零解 x = y =0 渐近稳定. 

⑷ ^7 = * 3 ~ 2 y 3 +* 2 y + yy 3 - 

提示取 v = Y xl + 〆 ，有 ^ = {x + y 2 ) 2 . 均定正，零解 

x = y =0 不稳定 • 

3. 研究下列方程组零解的稳 定性： 

Ax 

(1) = -*-y + ( x - y ) (x +/), 
dy 

-^= x-y + (x + y )( x 2 + y 2 ). 

提示取[=+(/+/)，有^= ~( x 2 + y 2 )( l - x 2 - y 2 ).V 
定正， P 在原点附近 定负. 零解渐近稳定. 

( 2 ) 舍 =+ *(欠 2 +y2 )，^ = _* 2 W - y 2 )- , 

提示取 K = - U + y )， 有 V ' = ( x 2 +/ K 1 - x - y 1 ) +2 x 2 y \ 
在原点附近 P 定正，且在原点的任意小邻域均有 （ i ， 50,使 
ni ,9) = ~( x + y ) >0,故零解不稳定 • 

(3) ft = - Xy 6 'ft =y3xA - 

提示取定正 V = / + /， 有零解稳定. 
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(4) 宇 = a *-* y 2 ，祭 =2* 4 y(a 为参数). 

提示当 a ^ O 时取定正 V = x A + r ，有 r =4 a * 4 , 恒为零或常 
负.零解 x = y =0 稳定.当 a >0时取 V = x * - y 2 , 在原点的任意小 
邻域均有（5,50，使 V ( x , y ) =x - y 2 >0,而 V ’ = 4 a * 4 - Sx * y 2 = 
4 a V + IT ， 其中识= 4/(<»-2* 4 )当*足够小时为常正函数，故零解 
x =y =0 不稳定 • 

(5) 尝 = a *- y 2 ，祭 =2* 3 y(a 为参数 )• 

提示当 a ^ O 时取定正 V = x 4 + y 2 , 有 r =4 a * 4 , 恒为零或常 
负，且 T =0 的点集 x =0( y 轴）除零解 x = y =0 外不含方程的其 
他解.零解欠 = y =0 渐近 稳定. 当 a >0时取1/ = * 4 -/，有 V '= 
4 aV + lT ， 其中 W = 4 y 2 ( a -2 x 3 ). 零解* = y =0 不稳定. 

4. 给定微分方程组 

^= y - x /( x , y ) ,^= - x - yf { x , y ) , 

其中 /(*， y ) 有连续一阶偏导数.试证明在原点邻域内如/>0则 
零解为渐近稳定的，而/<0则零解不稳定. 

提示取定正 v = y (x2 + 〆 ），有 v，= ~ (x2 + y 2 )/(*， y ) •当 
/> o 时 r 定负，零解渐近稳定，而 /< o 时 r 定正，零解不稳定 • 

5. 给定方程 

祭 + / U )=。， 

其中/(0) =0,而当时; c / u ) >0( 试将其化为平 

面方程组，并用形如 

V(x,y) =yy 2 + J o /(«)ds 
的李雅普诺夫函数讨论方程组零解的稳定性. 

解 令，方程化为 
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dx 

di =y ' 


dy 

dt 


-/(*). 


函数 V ( x , y ) = yy 2 + J ^/( s)ds 有 V (0,0) =0 及当 * 2 +/ 时 
由积分中值定理有 

Hx t y ) = yy 2 + W ) Je (0,*) 或杳 e (*，0), 

《与 * 同号.因当*_0时*/(；0 >0,知/(*)与*同号，即 /($) 与右 
及*同号.故 V 是定正函数，而 

y r ( x , y ) = yy ' + f { x ) x '= 0 . 

得方程组零解 x = y =0 稳定. 

6. 方程组 


dx 



- 2 ( x 3 + y s ) 


能否由线性近似方程决定其稳定性问题？试寻求李雅普诺夫函数 
以解决这方程组的零解的稳定性问题，同时变动高次项使新方程 
组的零解为不稳定的. 


解线性近似方程奈=7，祭=0的特征方程 A 2 =0 有重零 

根，不能由线性近似方程决定其稳定性问题.取定正函数 K = x 4 + 
/，则 r = _ 4 (* 6 +/)定负，方程组的零解渐近稳定 • 

若变动高次项使新方程组为 


dx 

Tt =y + 


，贫 


-2(x 3 -/) ， 


则对定正函数 V = x 4 +/，有 r = 4 ( x 6 +/) 定正，方程组的零解不 
稳定. 


7 -试将下列线性方程化成线性方程组，然后对方程组求二次 
型 V 函数 V ( x ) = x T fix ， 使其通过方程组的全导数并 

d 在 
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判断函数 KU) 的定 号性： 

⑴祭+ 6窑 + 9 y =0. 

解令 


因对线性方程组， =>U， 取 V(x) =x T fl:«: 时有 

V’（:c) =x t Bx' +x' t Bx =x t B(Ax) + ( Ax ) r Bx 
= x t (BA +A t B)x. 

为使 V'= -:c T x， 要求 A4+ A t B = -£(£ 为单位矩 阵）. 对上面方 
程组有 


0 1 r a b 

A = [ -9 -6] ，叫 6 J， 


0 1 
-9 -6 


0 -9 
1 -6 


a b 
b c , 


=m 


即 


[ - 9b a -66i 
-9c b -6cJ 
r - 186 a 
[a - 66 -9c 


『 - 96 - 9c I 

L a - 66 b — 6cJ 

-1 0 i 

0 -lj' 


-9c 
2b - 12c 


于是得方程组 


，- 186 = -1， 
26-12c = -1， 
[a -66 -9c = 0. 
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d^dr 』 d7 



解得6=占，=气^=垚,《=66 + 9。=+ + 舍=|，即二次型7 

函数为 


r*il 6 18 r«n 7 2 1 5 2 

v(x)= U L A U1 ww 2 . 

Ll 8 54 - 


因 B 的主子行列式有 


„ 7 一 6 18 7x5 1 » 

fi " = T >0 ’ 22= 1 5 = 2 r ^3 7 "2 i ^3 7> ° ， 

18 54 

故 B 正定，二次型 V 函数 K(x) -~^ x \ +_ ^"*i*2 是定正函数 • 

方程组的零解渐近稳定. 

( 2 )$ +5 ^ +6 》 y=。. 

提示令 * i = y ，〜= 令 = 矣，〜=昝=|?，方程化为 




~ 6X 2 - 5 ^ 3 - 


由 A 4 +A t B = -E, 


A = 0 0 1 ,B = [6 0 ] ,6^ =bji, 

- 1 -6 -5. 


可得 
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解得 


主子式有 
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=3^>0， fl 22 = 


3 3i 2 ii 

58 58 

2 H 3^ 

58 29 


15 941 
: 3 364 


> 0 , 


3 795 

=函 >0 ， 

矩阵 B 正定,二次型 V = x r Bx 定正.零解渐近稳定. 

8. 给定线性方程组 

dx x dx 2 

= 5 *1 -*2.-^-= 3 *! +*2 ， 

试求出二次型 V 函数 V ( x ) = x T flx ， 使其通过上述方程组的全 
导数 

dV 


dt 


-x\ +2x t x 2 +4xl , 


并判断函数 V ( x ) 的定号性. 

提示由 V f ( x ) = x t (BA +4 T fl)x 知 A 4 + A t B = C ，这里 
x T Cx = x \ ^ 2 x x x 2 -¥ Ax \ ，其中 

叫； V 卜[: 3,叫；： ]• 

由从4 + A T fi = C ■得 




有解 


于是 


5 a + 36 - a + 6 

56 +3 c 一 b + c 
10 a +66 - a + 66 + 3 c 

—a + 66 + 3 c —26+2 c 


143 L 49 39 

： 96 "^ = ~ 96 * 0 = 96 - 


5 a +36 56 +3 c 
-a + b - b + c , 
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V(x) =x r Bx =x T | 

主子式 


r 39 
96 
49 
- ~96 


49 

~96 


fi ll = 9g >0.^22 = 


143 

96 

96 J 


39 

49 

96 

~96 

49 

143 

~96 

96~ 


: ,* 2 + 143 * 2 ). 


— 2 825 
= 9 216 


>0. 


矩阵正定，二次型 V = x 7 Bx 定正. 零解渐近稳定. 


§6.4.5 习题 6.3 及其解答 

1 -试求下列线性方程组的奇点，并通过变换将奇点变为原 
点，进一步判断奇点的类型及稳 定性： 

( 1 ) 营 = -*-y + l,^=*-y-5. 

解线性方程组 

r - 龙一 y + 1 =0, 

[x -y -5 =0 

有解 *=3, y =-2. 奇点为 （3, -2) •取线性变换 
jx = x - 3 , 
ly=y + 2. 

微分方程化为 


由特征方程 

A +1 
-1 
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* = - x - y , 

y = i - y - 

= A 2 +2 A +2 =0, A ,.2 


± 1 



或 

p = — (a + d ) =2 > 0,9 = ad -6 c = 2 >0 , p 2 - 4^ = 一 4<0， 
知奇点 （3, -2) 为稳定焦点. 

(2) 字 =2* -7”19,学=*-2”5. 

d 之 cU 

提示代数方程组 2*-7 y + 19=0，*-2 y +5 =0有解 x _ = l ， 

7 = 3.奇点为（1，3).经线性变换无=太-1，歹= 7 -3后化为^ = 2 x 

- ly , y =x -2 歹，由 

p = - ( a + ( i ) =0 9 q = ad - be =3 >0, 

奇点 （1，3) 为中心. 

2. 试讨论方程组 

dx . dr 

—=ax + or ,— = cy 
eh dt 

的奇点类型，其中 a , b , c 为实常数且 ac ^ O . 

提示由 p = - (a + c ) ,q = ac , p 2 -Aq = (a - c ) 2 或特征方程 
A — <i — b 

=(A - a ) (A - c ) =0, A , = a , A 2 = c . 

0 A -c 

知奇点（原点）当 ac <0 时为 鞍点； ac >0, a <0， a # c 时为稳定结 

点 ; ac >0 ，a >0， a # c 时为不稳定结点 ； a = c <0,6_0( 重根）时为 

稳定退化结点;<*=00,6#0(重根）时为不稳定退化结点 ；<1 = < :， 

6=0( 重根）时为奇结点. 

3- 对线性方程组 

d * , dy , 

— = a : + oy 9 — = ex + ay , 

其中 a , b , c,d 为实常数，记 p = -( a + d ) , q = ad - be , \= p 2 - 4 q . 

(1) 试用 />，</，△ 的符号确定方程组的奇点的可能类型（鞍 
点，结点，焦点，中心 ）； 

(2) 试用 p ， 9 的符号确定方程组零解的稳定性. 
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解因线性微分方程组的特征方程 A 2 +pA +9=0的特征 

根有 

^1.2 = ~ 2 ~{ -p ± v ^) » A , + A 2 = _ P » A , A 2 = 9 - 

于是 

(1) 当 9<0 时特征根符号不同，奇点为 鞍点； 

当 9 >0 ，p =0时特征根为共轭虚根，奇点为 中心； 

当 A <0， p _0 时特征根为实部不为零的共轭复根，奇点为 
焦点； 

当 A ^0, 9 >0 时特征根为同号实根，奇点为 结点； 

当 9 =0时特征根有一零根，存在奇线 ax + by = 0 . 

(2) 当 p >0, 9 >0 时特征根为负实部根或为负根，方程组的 
零解渐近 稳定； 

当 pzOwsO 时特征根为共轭虚根，原点为中心，方程组的零 
解 稳定； 

当 P <0 或 9 <0时特征根为正实部根或有正根，方程组的零 
解不稳定. 

4. ftLC 振动回路（如图 6. 18) 中电流 I - T - 

变化规律满足微分方程 i L l c 

L d^ + R ft + ~^ =0 “>o 々 o ， c>o)， $ ^ 

试讨论这一系统的平衡状态（即方程的奇 图 6. 18 电路 

点）的可能类型. 

解令*=/，7=$=$，则微分方程变为微分方程组 
dx dy d 2 / 1 R 

d7 =r, d7 = d7 = _m 

方程组的平衡状态为奇点 （0,0)， 即原点.特征方程为 
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P= -L^ = ci^ = ^ K ' C - 4L) - 

由条件 £>()，/? 彡 0， C >0 知: P 彡 0, 9 >0. 于是 

当/?=0时方程有共轭虚根，原点为中 心； 当 r > o , r 2 c - 
4 L >0 时方程有两负实根，原点为稳定 结点； 当 《 2 C -4 L =0 时方 
程有重负实根，原点为稳定退化 结点；当# C -4 L <0 时方程有负 
实部共轭复根，原点为稳定焦点. 


§6.4.6 习题 6.4 及其解答 


1. 试确定下列方程组的周期解、极限环，并讨论极限环的稳 
定性： 


( 1 ) 

解 


f— = -y-x(x 2 +y 2 _ l ) 2 ， 

* -y(« 2 +y 2 - 1)' 

取极坐标 * = rcos 0,y = rsin 设，因 


x = r cos d -rO sm 0,y = r sin 6 + r0 cos Q, 

方程组 i = x,y = y 化为 


x = r cos 0 - r b sin 0 = X , ① 

y = r sin d + r 0 cos 6 = Y . ② 

① cos 沒 + ② sin 0 及 - ① sin 设 + ② cos 0 可分别得 

f = ^cos 0 + Ksin 6 ,rd = - jfsin 6 + Ycos 0 . 

代人原方程得 

r = [ -y-x(r 2 -l) 2 ]cos 6+ [x -y(r 2 -l) 2 ]sin 6= -r(r 2 -l) 2 , 
rb - - -y - x(r 2 -1 ) 2 ]sin 6 -\-\_x -y{r 2 - 1) 2 ]cos 0 = r. 



于是方程组有平衡解 r = O ，0 = f 和; * = = 且当 r _0， l 时 f < 


0,设 >0,知任意初值为 r ( t 0 ) ^0,1的解 （ r ( O ，0 O )) 当初值 
r () > 1 时均有 r ( t)-^l , 6 ( t ) = t ~* + co ;而当初值 r ( t 。） < 1 时均 
有 r (0— 0，0(0 + oo , 即 r = l 为半稳定极限环.奇点 r =0 

稳定. 


对应于直角坐标系，得原方程组的平衡解为原点 （0,0) 和圆 
周* 2 +/=1.当00时轨线逆时针方向趋于圆周* 2 + /=1或原 
点（0,0)_圆周+/ = 1为半稳定极限环. 


( 2 ) 


dx 

di 


- y - 


•A 2 +y 2 




dt 




卜 y 2 -1) ， 


：(* 2 + y 2 - 1 ), 


当 x 2 + y V 0, 


盖 +0 ， W=o. 


提示取极坐标 * = rcos = rsin 0，方程组化为 


rf = - r ( r 2 - l ) t d = - 1. 

奇点为 r =0， l . 有特解（平衡解）; « 和; " = 1，0= - t . 因 
0 ( t ) = f 0 -/， 解顺时针方向旋转.又/ *>1 时 f <0；0 < r<l f > 
0,当； ■( f D )_0 ，l 时 r ( t )— l ( h„). r = i 为稳定极限环 • 

直角坐标系中，原方程有周期为 2 ir 的周期解 * 2 ( f ) + y 2 ( t ) = 
1,圆周* 2 +/=1是稳定极限环. 

^7 =*(* 2 +/ -1)(* 2 + y 2 -9) - y ( x 2 + y 2 -4) , 

(3) 

~^=y(.x 2 +y 2 -l) (x 2 +y 2 - 9) +x(x 2 +y 2 -4). 

提示 取极坐标 * = rcos = rsin 方程组化为 


r = r ( r 2 - l )( r 2 - 9 ) , 6 = r 2 -4. 
奇点为 i ^ O ,〗，3 .有 3 个特解（平衡解 ）：（ f 5^ 0 ) 
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r i =0 ，汐 _ =4(i 0 -0 ;r 2 = 1 ， 

0 2 =3( t 0 -0 ir 3 = 3 , 0 3 = 5 ( t - t 0 ). 

因 r>3 时 f >0;l<r<3 时 f <0 ； 0<r<l r >0 . 即当 
r ( 必 o) >3 时 r(t) ― ^3(* ― ► — oo ) , r ( t) — ► + oo ( t—* + oo );当 1 < 
r(f 0 ) <3 时 / "(0—- » ) ， r(0—l(t— + » ); 当 0 </^。）< 
1 时 r(t) —l(f— + « ). r = 3 为不稳定极限环 ；; • = 1 为稳定极 
限环 . 


直角坐标系中，原方程有奇点 （ o , o ) 和两个周期解 /(0 + 
/(0 = 9 , x 2 ( t ) + y 2 ( t ) = 1 . 圆周 * 2 + y 2 =9 是不稳定极限环，* 2 + 
y 2 = i 是稳定极限环. 


2. 试判别下列方程组有无极限环 存在: 


( 1 ) 


Tt =x+y + ' 


- y 2 x , 


dy 

At 


-龙 + y + yx 



提示因万 =2 +2 ^ >0, 全平面无极限环存在. 

盖= - 2: + y 一 2 xy 2 f 

^= y +* 3 - x 2 y . 



提示 因登 + 普 = _(1 + ? + 2 〆 ）< 0 , 全平面无极限环 
存在. 

[ d * 3 

Tt =y ~ x+x • 

d , 3 

-= …” y . 

解因尝 + 普= _2+ 3( x 2 +/} ，在域 +/ 矣务内无极限 

环存在.在全平面无法 判断. 取极坐标 * = rcos d,y = rsin 0，方程 
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组化为 


f = - r + r 3 ( cos 4 d + sin 4 0) =r[ -1 + r 2 11 - +sin 2 2 沒 )j , 
rO = — r + r 3 cos Osin 0( - cos 2 6 + sin 2 ®) 9 0 = — 1 — -^-r 2 sin 40. 

有 两特解 r x =0 9 d x = t 0 - t ； r 2 = 1 = ， g〗=A ( f ， 心） •且 

小 - ys ' n 2 20 

1 ^r 2 ^^2,6 < 0 . 

于是，在圆 r = l 上，有 

f = - -^- sin 2 2^ <0,0 = - 1 - -^-sin 40 <0, 

轨线在圆/ ' = 1 上沿顺时针方向从圆 r = l 外走进圆 r = l 内. 而在 
圆 /•=# 上，有 

f =^2( 1 - sin 2 2 设） >0,0 = - 1 -^-sin 4 汐 <0. 

轨线在圆/ • =75■上沿顺时针方向从圆 》■ =4■内走出圆 》• = V 5 ■外.同 
时，除 r =0 外不存在与0无关的 r 使 f =0,即不含奇点.于是，在 
环形闭域0:1矣》内不含奇点，且在其边界上轨线均离开该 
域，由[书 §6. 4-定理 8], 在域 D 内必存在不稳定极限环. 

3. 考虑方程组 

f t = X ( x , y ), f t = nx , y ), 

其中函数 X{x,y) ， y (*， y ) 在单连通区域内有连续偏 导数. 假设 
存在函数 B(x,y) ，其一阶偏导数在域 D 内连续，且 

ax ay 

不变号和不恒等于零.试证明方程组在域 /) 内不存在任何周 
期解. 
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证反证法.假设结论不成立，在域 d 内存在某周期为 r 的 
周期解 

厂 ：x = x ( t ) ,y = y ( t ) ,0^ t ^ T . 

对由厂围成的域由格林公式有 

㈣ ⑼卜 

D r J 


= \ r [{BX)Ay-{BY)Ax] 

OK 奇 

= f Q ,y(t))(XY-YX)dt=0. 

这与假设 矛盾. 故在域0内不存在任何周期解 • 

4. 证明方程 

^ + aX+b Tt- ax 2 - p [jl) =° 

没有极限环存在，其中 a ，6, a ，/3 为常数，且 b 尹 0. (提 示： 利用上 
题结果 .） 

证令则微分方程变为微分方程组 


d * 

d 7 


dr 

= r ^ = — ax — 


9 dx 


ax - by + ax 2 + fiy 2 . 


即 A " = y ， K = - ax - by ^ ax 2 + Py 2 , 于是 

+ ^ (BY) =y^ + B(2fiy-b) +r^. 


dy 


按第 3 题的结果，如果能选取使得 M= 0 ，yM + 

dy dx 

6) 不变号，则可证明不存在任何周期解及极限环.观察 
可得当取 =6 e - 取时有 


-^( BX ) ^ Y y { BY ) = y ^ + B (2 fiy - b ) 
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= - b 2 e' 2fix <0, 

即在全平面上不变号且在任意子域不恒为零.故方程不存在任何 
周期解及极限环. 

5. 证明下列方程（组）存在唯一的稳定极 限环： 

d 7 = ^ 

学= -^ + y -^-3 * 2 y 

证 将方程组转化为二阶 方程： 

祭+ (3* 2 -”碧… * 5 =0. 

此为李纳方程 /(*) =3 x 2 - l , g ( x ) =*+/•/(*) 为偶函数， gU ) 
为奇函数，且/(0) = -1 <0, xg { x ) = x 2 + x 6 >0,同时 F ( x ) = 

J * (3 x 2 - 1 ) d * = x 3 - x 有唯一正零点;《 = 1，当*彡1时 F (*) 单调 

增加，且当±»时尸(*)—±» •根据[书 §6.4 -定理10]，方 
程存在唯一稳定极限环. 

(2) ^r + oi ( x 2n - p )^ + yx 2m l =0( a ，/3 ,y 为正常数, / i,m 为 

d 丈 clt 

正整数）. 

提示 利用[书 §6.4 -定理 10]，/(*) = a ( x 2 "-/3), g (*> = 

P ' F(X) = 2^ l X _ 參 

6. 试用等倾斜线法在相平面上画出下列方程的轨线 图貌： 

(1) x =*( 1 -* -2y ) , y =y{x -2 ~y). 

解 垂直等倾斜线 *(1 -*-2 y ) =0 为两直线* =0，*+2 y = 
1;水平等倾斜线 yU -2- y ) =0为两直线 y =0，*- y =2. 轨线图 
貌如图 6. 19( a ). 

(2) x =*( 1 -x+y) , y =ylx-2 ~yy)- 
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(3) x =xy, y =y 2 +* 4 . 

提示垂直等倾斜线 *=0， y =0 ; 不存在水平等倾斜线.轨线 
图貌如图 6. 19( c ). 

(4) x =xy, y =y 2 -x*. 

提示垂直等倾斜线* =0， y =0; 水平等倾斜线 y = .轨 

线图貌如图 6. 19( d ). 

(5) x =xy-x 3 ,y =y 2 -2x 2 y+x*. 

提示垂直等倾斜线 *=0， y =* 2 ; 水平等倾斜线 y = ： c 2 . 实际 
上， y =* 2 是方程的奇线.轨线图貌如图 6. 19( e ). 

7. 试详细讨论两种群模型 （6. 52) 中的被捕食-捕食模型的 
各种情形. 

解设被捕食者数量为*多0,捕食者数量为 y >0. 当没有捕 
食者时被捕食者数量应增加，而当没有被捕食者时捕食者数量应 
减少，因此被捕食-捕食模型为 

[^ t =rx{ \ - ax - by) , 

[^= s r( "I +cx-dy), 

其中 r , s ， a ,6， C 为正常数，为可正可负的常数 • 微分方程右端的 
代数方程有解 (0 , 0) ，( 0 ，-+)，(|，0)，(鵠，二)，此即 
为相平面上的奇点.如仅考虑对模型有意义的第1象限，则边界 


U 轴和 y 轴）上有 2 或 3 个奇点 （0, 0),(0, -士)，(+，0)， 而第1 

象限内（特殊情况在边界上）有或没有奇点视 

系数计算出的值是否大于或等于零而定. 

垂直等倾斜线为两直线 x = 0 f ax + by = \ ，一 个是 y 轴，另 一 个是 
与 * 轴正半轴和 y 轴正半轴相交的 斜线; 水平等倾斜线为两直线 y = 
0, cx-dy = l ，一 个是： t 轴，另一个是与 x 轴正半轴和 y 轴相交的斜线. 
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轨线图貌先设此时可分 a ^ c 和 a > C 两种情形,时在 
第一象限内有奇点 (，a 时在第一象限内没有奇点. 

a 3= C * a < C 两种情形合并组成四种情形.如图 6. 20. 
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( c ) 



(d) 


图 6.20 被捕食-捕食模型轨线图貌 


§6.4.7 习题 6. 5 及其解答 

1. 试判别下列一维单参数微分方程的 A 的分 支值： 

( 1 ) * = A +2 x + x 2 . 

解平衡点为 A +2 f + f =0 的解 -1 ± v / f ^ T ， 当 A 矣1 
时才有实平衡点.经变换 y =*- f 方程化为；^ =A +2( y +^) + 
(”在) 2 =2(1 + f ) y + r 2 . 

A =1时平衡点{ = -1，因 f = y 2 >0,原点 y =0, 即平衡点{= 
-1 半稳定 ； A <1时有两平衡点 f = -1 ± yi - A ，由 y = 
±2 VT ^ Xy + y 2 , 知原点 y =0, 即平衡点在= -1 + / HT 不稳 
定，平衡点$ = -1 - 71 ^ X ( 渐近）稳定. 

从 A <1到 A =1再到 A >1时，从两个平衡点变为一个平衡 
点，再变为无平衡点.故 A = 1为分支点. 

(2) * = 1 + 2 A * + X 2 . 

提示平衡点为 f = - A ± / A 2 -1 ，当 A 2 >1 时才有实平衡 
点. 经变换 y =*- f 方程化为 r =2 (A +^) y + y 2 . A = ±1 时平衡 
点在 = 平1 均为半 稳定; A 2 >1时平衡 点^ = -A ± 个不 

稳定，一个稳定 .A = ±1为分支值，在 A = ±1的两端平衡点个数 
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不同. 

(3 ) * — x - 3 A * 2 + x *. 

提示平衡点为 f = 0 及 < -3 Af + 1 =0的解，由一元三次方 
程判别式 A = f - A 3 知 A 矣0即 A >4_+ 时才有三实根 ， A =4_+时 

两个相等 ， A >4_+时三个不相等.当 A 的大小变化使其平衡点个 
数不同，故分支值为 A =4_+. 

2. 试通过计算平衡点和线性奇点性态求下列平面单参数微 
分方程的 A 的分支值，并画图验证（令 i = y ) : 

( 1 ) i + ( x 2 - X)x + x =0. 

解 令 4 = y ， 方程化为 i = y，f =(A -* 2 ) y -*. 平衡点为 
原点（0,0)，线性近似方程 i = y,y = -* + Ay 的特征方程有 
p = - A = 1 ， A = A 2 -4. 

当 -oo < A ^ -2 时 P >0， A 多0,方程平衡点为稳定 结点； 当 -2< 
A <0时 p >0, A <0,方程平衡点为稳定 焦点； 当 A = 0时 P =0, 
A <0,方程平衡点为非线性 奇点； 当0 < A <2时 p <0 ,A <0,方程 
平衡点为不稳定 焦点； 当 2 ^A < +»时 p <0， A 5=0, 方程平衡点 
为不稳定结点.故方程的分支值为 A =0, ±2. 其分支图如 
图 6.21. 

(2) x + (x -1) x + \x =0. 

提示令 i = y ，方程化为 i = y , y = (1 - x)y - \ x . 平衡点 
为原点 （0,0)， 线性近似方程 i = y ，+ = - Ax + y 的特征方程有 

P = -1,9= A,A = 1 -4 A .® - oo <A <0,0 <A < + oo 

4 4 

区分方程的平衡点 ：鞍点 ，结点，焦点.分支值为 A =0，|. 分支图 

4 

如图 6. 22. 

(3 ) x + x + x 2 - A =0. 

提示令士=7，方程化为*=7，夕=入-» 2 _7.当 A <0 时 
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( c ) X=l 不稳定焦点 ( 0 < i < 2 ) ⑼ A =3 不稳定结点 ( A > 2 ) 

图 6. 21分支图 

无平衡点，当 A >0 时平衡点为 （ ±v /a ,0)- 对 A 衾0,经变换无=太； 
\^~，歹=：^，方程化为* = y , y = +2/\ x - x 2 - y . 其线性近似方程 
无 = y » y = +2 vX * - y 的特征方程有 p = i，9 = ± 2 y / X , A = 1 + 
8 Va . 可按 - oo <A <0,0 < A a <入 < +°° 区分方程的平衡 

点 （ yi ，0) : 无平衡点，稳定结点，稳定 焦点； 而按 -oo <A <0,0< 
A < +00 区分方程的平衡点 （- vT ，0): 无平衡点， 鞍点. 分支值为 
A =0 士 分支图如图 6.23. 

3. 试证明《维空间中容积 " 沿驻定微分方程的解的变化率 


⑷鞍点 (i<0) 


(b)A=| 不稳定结点 



⑹ A=^ -不稳定焦点 (i>+) 


图 6.22 分支图 

公式 (6. 60). 

证在/ I 维（相）空间 = …， *•) 中由驻定微分方 

程 i =/( x ) 定义的向量场为 (/) ，通过容积 " 的面的方向 
沿方程的解的单位变化量为 

{ f + 丄 dx . ... da :. , d * . •••dx.. 









(a)A=~l 无平衡点认 <0) ^稳定结点 ((Kl< 去) 



⑻ A=1 稳定焦点 (A>4) 


图 6. 23分支图 


其中±表示 f /的 士方向的两侧 ，其力 方向的总单位变化量为 




d^.d^.-'d*. ,d*. 


• d * n =^' d *i da V.. d * B . 


于是容积 i / 的沿方程的解的总变化量为 



U , 


其中 /• dS 是任意面元的沿向量场 (/) 的变化量， dt / 表示容积 
的闭合表面， " 容积为所有 " 中单位体积 d *,( k 2 ". d *, 之和.于是 
得容积沿驻定微分方程的解的变化率 


a 


1 dU 
U~At 




dS 
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L div/ 

4. 试用计算机绘岀洛伦茨方程 （1. 26) 在参数《 = 10,6=|- 

和初值 （1,1,0) 下不同参数 c = + , 13 ,20,120的轨线 图貌. 

提示参见[书附录 II §2例8、§3例8和§4例 7]. 可先定 
义参数 a ， b，c 及其值，其洛伦茨方程用参数表示.简单修改参数 c 
的值后便得到不同 C 参数值下的轨线图貌.亦可见 [ § 10. 2.3 - 
(3 a ) , § 10. 3.2 - (3 b ) , § 10.4. 3 - (3 a ) , § 10. 5. 2 - (3 b )]. 


§6.4.8 习题 6 . 6及其解答 


1. 试证明泊松括号满足反对称、双线性和雅可比行列式. 
证 对泊松括号 


|F,G| = VF 7 VG 


(dF dG\ (dG dF\ 

\~ dq ， ~ dp ) ~\~ dq ， ~ dp ) 


有反对 称性: 



df _ dG _ d £ dG \ 

dpi dqi d«7j dpj 


\ f , g \ = X ( 

>>! v 


dF dG dF aG\ 
dp! dt dt dpj 




双 线性： 

\aF + bG,K\ 


3( dF + 6G) dK\ I dK d( aF + 6G) \ 
dq J dp) [ dq' dp ) 

(il +b (dG ^ 

[dq'dpj [dq'dp] [dq'dp] \ dq'dp) 


= a\F,K\ +b\G,K\. 
雅可比行列 式：由 定义知 
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\H,\F,G\ I 


Hi 

n n 

2 ；( 

y = i •• ■麗 \ 

dH d 2 F 


I dF dG dF dG 
dp, dq t dq t dp i 

dH d 2 F 

dPj dqjdp, dq t 

dG dH dF 


)} 


dG + dH d£ d 2 G 
dPj dPi dQjdqt 
d 2 G 


dPj dqjdqi dp i dpj d9 f dqjdPi 

dH d 2 F dG dH dF d 2 G 

dqj dPjdPi dq k dqj dp t dPjdc^ 

dH d 2 F dG { dH dF d 2 G \ 
dqj dpjdq t dPi dq } dq t dpjdp,)' 
\F,\G,H\ 依此类推，展开后可推得 

\H,\F,G\ } + \F t \G,H\\ +\G,\H,F\\ =0. 


2. 将下列方程化为哈密顿方程（令 ^ = -y) ， 并画岀其 相图： 

( 1 ) x + x - x 2 = 0. 

解令 i = -y ， 方程化为 ^ = -y，f =*-* 2 .方程是哈密顿 


方程，哈密顿函数为 W = +j-x 2 -j-x 3 . 其哈密顿函数相图为 


图 6. 24(a). 
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-* 3 . 哈密顿函数 











提不令 i = - y ， 方程化为 i = - y , y = - x - x 3 . 哈密顿函 
数为 ff = j ~ y 2 ~\ x 2 -^ x \ 相图为图 6. 24( c ). 

3. 计算例 4 中的梅利尼科夫函数 

解令* = - y ， 方程化为 i = - y , y = x - x 2 - ^cos 当 
e =0 时方程有哈密顿函数 7/ = +/ + i -* 2 相平面上原点 

是中心 ，双曲鞍点; ^。=(夺叫产生同宿轨在厂 0 = | p 。 丨 U 


1«°(0 l * eR | 内充满周期轨道 •对 ？°(0取//=+，它满足 3 7 2 + 


3 x 2 - 2 x 3 =1，于是矣 = -y = - 2 x 2 + 2 x 3 . 令* = 1 - u 2 , 则 


'dt 


V 3 


方程变为 $= ±^u /3-2 1 ^. 初值条件为 ^ ： 0。) = - + ，即心。） 

= 士誉方 程可积分得 “ =〜/|^ech [+ 卜 -y 1•即，⑴可表为 
x = l - ysech 2 [+( 卜 f 。) J ， 

y=ysech 2 [y(«-^ 0 ) ] • 出 [+( 卜 。) ]• 

方程可记为 / ' = ( - y,x - x 2 ) T ,g = (0, 一 COS wO T , 于是梅利 
尼科夫函数为 

对 “。）= | /\ g(q°(t-t 0 ) ,t)dt 

=I y(t -t 0 )coa (otdt 

=/- T 860 ^ [y( t-f o) ] • *[y(/-« 0 ) ] . cos (Otdt 
=f 3sech 2 « • th / • cos io(2t +t 0 )dt = 3J. 
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积分号内函数有奇点，利用复变函数的留数定理计算梅利尼科夫 
函数.将积分化为复数形式，有 


M* = 



( e *+ e -) 3 


• e - i(2, +， o ) df , 


M ( t 0 ) =4 Im M * , 


其中 ImM •为 M •的虚部_函数 F ( z ) ' O yT . e -— 在复 
平面的处有奇点，根据留数定理有 


^ F ( z ) cb =2 iri «( P ). 

这里 /?( P ) 是 F ( z ) 在点 P 处的留数，而 L 为围绕 P 点的路径，如 
图 6. 25 所示. 于是 



2 iri /?( P ) = | F ( x)dx + J F ( a : + iir ) da : + 

i I F(a + iy)dy + i J F ( ~ a + iy ) dy . 

因当 a -** 时有 f F ( a + iy ) dy — 0, f F ( - a : + iy ) dy —0 ，故 
J o ^ -ir 

[1 + =2 iri / f ( P ) =子[ (4 o > 2 - l ) i - l]e 

从而得 
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^( f o) =yir(4<y 2 - 1 )csch (ott • sin a ) t 0 . 

4 - 讨论非线性电容的振荡电路系统 •“ eki +x - x 2 = 

S/JLCOS ( Ot . 

( 1 ) 求系统当 e = o 时的哈密顿 函数； 

(2) 求系统当 s =0 时的同宿轨 〆 （ f ) 的参数表示式； 

(3) 计算同 宿轨 〆 （0 的梅利尼科夫函数 A /( f 。）. 

(4) 求满足似(~)有简单零点的系统混沌的条件. 

解令 i = - y ， 方程化为 

* = ~yt y =x - x 2 + e(ky _pcos ( ot ). 

(1) 系统当 e =0 时的方程 i = - y , y =*-* 2 为哈密顿方 
程，哈密顿函数为 《 = fy 2 + l - x 2 

(2) 由第3题的解答知# = +对应未扰动运动方程的同宿轨 
令°(0•其解可表为 

* = 1 - ysech 2 [y(/-t 0 )] , 
y=ysech 2 [i-(t-/ 0 )] -th[i-(/- fo )]. 

(3) 方程可记为/ ■=( ~ y,x - x 2 ) T ,g = (0 ,ky -ficoa < yf ) T ， 于 
是梅利尼科夫函数为 

M ( ， o) = J /\g(g°(t-t 0 ) ,t)dt 

= j • [ ~ ky 2 ( t - t 0 ) +/ iy ( t - t 0 ) cos cat ] d« 

= /.. { _| ■ 如叫 +( 卜 *。)] -tH 2 [y(t-/ 0 )] + 
—fi&ech 2 J —(t -t 0 ) j . th [ 士 (l -t 0 ) j • cos att J dt 
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: J [ -^-ksech 4 t • th 2 ^ + 
3/xsech 2 t • th t • cos a)(2t + u 卜 


- + 如/ ， 


其中 


♦ 00 - 4-00 

/= J sech 4 t • th 2 «df,y = J sech 2 f • th f • cos w(2t + t 0 )dt. 

容易计算 

/ = J sech 4 f • th 2 tdt = J 

:，占 

+ y * t /1 ^t dt 


1 sh t 
2 - 6 ch 5 t 


丄丄 sh f 
T * 5~ 


sh t 
ch 3 t 


2 sh t 
15 ch t 


+ • 2 / 1 -e' 2< _ e 2 ’ - 1 \ = 

= i5lr77^,. + . ,..J = 


4_ 
15 • 


而在第 3 题的解答中已求得7 = yir (4 a ) 2 - l)csch wtt - sin a ) t 0 . 
从而 

6 3 

M ( t 0 ) = -— A : + — ir / Lt (4( w 2 - 1) csch wit • sin cat 0 . 

(4) 当参数满足条件 + ■叩 |4 o > 2 -1 |csch onr 时 A/(U 

有简单零点，系统具混沌性态 • 

5. 推导用双曲函数表示 〆 2 =^(«-2史）的精确解 （6.68). 


解方程化为史，=中 v/a-2^,4-y= -/a-2<p,a=b ，贝 lj 史 = 
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- 〆 ）. 方程化为 y 的方程并可积分 


<p' = -yy' = 丁 ( 6 2 - y 2 ) y ， 2y ’ = 〆 -&*， 


2dy 


= d^,—In 


y-t 


y 2 -b 2 - b \y- 

考虑到当蒼一 》• ± oo 时应史一-0，即 y —6 ，取 
21 r 6 = 




y + t 

y 


记 s = 了(6 - f 。） ，于是有 

<P = y (6 2 


26 e 4(f - fo) 

'l + e 4(f - ft, 

2be^ ( ' (o) 
e T<f-fo> + e -y(f-fo) 

be +( f _ fo ) 

ch [+( ㈠ 。) ] 


-/) = *v_^!i 

ch s 2ch s 


得解 


_ 6V(2ch s-e 1 ) 6V(e* +e 〜 -e) 

2ch 2 s " 2ch 2 5 

= ^Ts = Y^^f^ch 2 呤 ( 卜心 )]. 


<p( x - at ) =|sech 2 - at _《 0 ) j. 

6 -在空间 （*，h m ) 中画出 KdV 方程的单、双孤立子解 
(6. 68),(6.71) 图 • 

解 其程序及图见第十章 [§10. 2. 3 - (3 b ), § 10. 3. 2 - 
(3 cd ) , § 10. 4. 3 -(3 b ), §10. 5.2 - (3 b )]. 
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第七章一阶线性偏微分方程 


§7.1 内容提要 


§7.1.1 基本概念 

—阶偏微分方程 ：由 多个自变量、一个未知函数及其一阶偏导 
数组成的关系式 



一阶线性偏微分 方程： 

y ，-- = o , (齐次） 

frl ^ x i 

y ^,(* i , = z ( x i ♦*»)• (非齐次） 
frl ^ x i 

一阶拟线性偏微分 方程： 

X ,x n ,u)-^=Z(x l ,--,x n ,u). 

i -1 0X i 

函数 U =#(*,，•••，*.) 称为偏微分方程的解，如果 U = pU ,， 
…， *„) 在空间的某域0内存在、连续且存在一阶偏导 
数，将《 = <? (:« 1 ，一，\)代人相应偏微分方程时在/)内变成恒 
等式. 

tt =^ p (* i , …，*„)可视为在（*|，…，； 《„， u ) 空间的 n 维曲面，故 
解 u=(p(x t ，•- - ，*„) 亦称为偏微分方程的积分曲面- 
在域 D 内偏微分方程一切解的表示式称为通解. 
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齐次线性偏微分方程的特征方程为对应的写成对称形式的常 
微分方 程组： 


dx } dx 2 dx n 

- = - = ••• = - • 

X, X 2 x n 

拟线性偏微分方程的特征方程为 


dx t dx 2 dx n du 

- = - =• • • = - = - • 

r 2 v. z 


§7.1.2 —阶线性偏微分方程与常微分方程组的关系 


(1) 首 次积分常微分方程初值问题 

^ =/i( x *yif — *y») .y.(* 0 ) =y? .* = 1 ① 

其中 y ； 在域 G 内满足解的存在唯一性条件.如存在 G 内连续、可 
微且不恒为常数的函数 4( x ， yi ，…， y .) ，当用方程①的解= 
7 < (*)(卜1，〜，/1)代替时，少变为常数，则关系式少（*，；^,一， 71| ) 
= c ( 这里 C 为允许范围内的任意常数）称为方程组①的首次积分， 
有时亦称，… , yj 为首次积分 • 

方程组①的 n 个首次积分 Kx ’ yt ，…， y ，) = c,(t = 1, ••• , n ) 
称为彼此独立的，如果雅可比行列式 


0(1^ ，…， if/ n ) 
D(y, ， ." ， y„) 


在 G 内恒不为零. 



办 I dy„ 


dy t dy„ 


对称形式的常微分方程组的 n-l 个首次积分％ 
r .) = c .(* = 1 ，…， n - 1 ) 称为彼此独立的，如果矩阵 
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’ d ( p , … d ( p x ' 

dy„ 

d ( p H d < p n 

. 3 y , dy „_ 

的秩为 》- l . 

(2) 首次积分充要条件定理 ^( x , yi y H ) =0是方程组 
①的首次积分的充要条件为在域 G 内成立恒等式 




§7.1.3 利用首次积分求解常微分方程组 


(1) 通积分常微分方程组 

^ =/i(*.yi. —»y.). » = i, —,n, ② 

其中 / 在域 G 内满足解的存在唯一性条件. 

定理如果 « Ai(*,yi , y „) = c,(i = 1, ， n ) 是方程组②的 /I 
个彼此独立的首次积分，则方程组②的任一解均可通过适当选取 
一组常数 C , 而得到. 

方程组②的 n 个彼此独立的首次积分全体称为方程组的通 
积分. 

(2) 求首次积分的方法将方程组②写成对称形式的方程组 

da: _ dy, ^ dy 2 ^ dy„ 

So S I Si S m 

其中& =客</(^ = 1 〆 ••，》)• 选取 n + 1 个不同时为零的函数 , 
…，使得 

^ogo + ^ig\ +••• + ^ngn =0,/4 0 dK +^,dy, +••• +fi B dy n =d<p, 

其中 p 为某函数，则 p = c 是方程组②的首次积分. 
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§7.1.4 一阶线性偏微分方程的解法 


(1) 一阶齐次线性偏微分方程 

通解结构定理设也（*,,…， = q(i = l , …， n -1) 是对称 
形式的常微分方程组 

dx { dx 2 dx n 

-=-= • • • = —— 

X 、 X 2 x„ 

的 n - 1个彼此独立的首次积分，则一阶齐次线性偏微分方程 
X x i ( x , r -, x „)^-=0 

‘••I ox i 

的通解可表为 

“ = < P ( 少， ，…， U ， 

其中0是其变元的任意连续可微函数. 

一阶非齐次线性偏微分方程 


2 -^.(*1 )^- = ^(*| . — »*.) ( 非齐次） 


可作为一阶拟线性偏微分方程进行处理. 

(2) —阶拟线性偏微分方程 

通解结构定理设也（*,， …七， U ) = c,.(i = l ， …，; I )是对称 
形式的常微分方程组（特征方程） 

_ ^2 _ _ dx, da 

W … 

的 n 个彼此独立的首次积分，则一阶拟线性偏微分方程 

V du 


1 


dx, 


= Z ( x l 


.，《) 


的通解可表为 

少(屮 I ，…，沙 •） =0， 

其中0是其变元的任意连续可微 函数. 可从其通解中得出解 U = 
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§7.1.5 柯西问题 


(1) 线性偏微分方程柯西问题存在唯一性定理假设 

…， * a )(i = l ， …， n ) 在域 D 内连续可微， 且夂尹 0,则柯西问题 

i : 1 OX i 

存在唯一解.其中 < 是任意给定的数，是已知的连 
续可微函数. 

(2) 拟线性方程柯西问题存在唯一性定理假设&(*,，•••， 
* 11 ,10(纟=1^",；0和2(* | ，”_，* (1 , 1 0在某域内连续可微，且^# 
0,则柯西问题 

. 2 ^x n ,u)^-=Z(x lt -'-,x n ,u) , 

* = 1 ^ X i 

U L..,0 =g(x lt -,x m ,u) 

存在唯一解，其中 < 是任意给定的数，，…， *„， u ) 是已知的连 
续可微函数. 

(3) 柯西问题的求解先利用对称形式常微分方程求相互独 
立首次积分，再应用通解结构和通积分式，寻求满足初值条件的柯 
西问题的解. 

§7.2 学习辅导 

§7.2.1 解题指导 

(1) 要求熟悉一阶线性偏微分方程基本概念和理论，如线性 
和拟线性、柯西问题、积分曲面、通解、首次积分、函数独立性和通 
解结构，能化线性偏微分方程为对应的对称形式常微分方程组、求 
首次积分、判断函数独立性，求偏微分方程通解和初值问题的解. 

(2) 求解《个自变量的一阶齐次线性偏微分方程先化为对应 
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的对称形式的 n -1 个常微分方程组，通过积分因子求 n -1 个首 
次积分，对 n - 1个首次积分用雅可比行列式判断函数独立性，应 
用通解结构得到由 n - l 个首次积分表示的任意连续可微函数便 
是所求的通解，或再结合初值条件求满足柯西问题的特解. 

(3) 求解 n 个自变量的一阶非齐次线性或拟线性偏微分方程 
同样化为对应的对称形式的 n 个常微分方程组，只是连同因变量 
和右端函数多了一个方程.求其《个独立的首次积分，含因变量的 
n 个首次积分的任意连续可微函数便是所求的隐函数形式的通 
解，或再结合初值条件求满足柯西问题的特解. 

(4) —阶线性偏微分方程的求解转化为求常微分方程组的 
解，即其首次积分.求首次积分多用积分因子法，但不一定能求得 
足够多的独立首次积分.其求解有较多的技巧性和偶然性. 

(5) 求常微分方程组的首次积分方法也是求解常微分方程组 
的一种方法，是一阶常微分方程积分因子法的推广.其常微分方程 
组包括非线性方程组，与第六章不直接求出方程组的解而间接判 
断解的性态有所不同. 


§7.2.2 例题选讲 


例1设 /(«*) 是《的任意可微函数，试由关系式 z =/(/_ 
y 2 ) 中消去/ 

解 z =/(* 2 -/) 分别对取偏 导数： 

^=2xf u (x 2 - y 2 ),^= -2yf u (x 2 -/). 

消去 / 得一阶线性齐次偏微分 方程： 

dz 


dz 

Y — + s 
dx 


dy 


= 0 . 


例 2 试写出下列偏微分方程的特征方程，并求其 通解： 

xdz 


⑴ 


dz 

dx 


r +2z ； 


( 2 ) 


dx 


2 dz x 

• y Ty = ” 
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[J 1 1 + 子)厂 + C ( y ) j = -yy +* 2 C ( y ) ，它已含解 y 为常 
数，此即为拟线性偏微分方程的解. 


(2) 特征方程为普=，= 舍. 有, = 与小-*如= fy- 2 dy + 

〜得首次积分厂 1 - e ” = Cl .又有与=与= i ( - ln|yl) = 

e y y 

d (,- ln | H ) = A ^ ： , ln ! y !) =(k 利用第一首次积分后可积 
e-y e y y — e 

分得 dz _ d(a： - ln|yl) =0， z _ 丄 b _ ln | y |) = c 2 ，于是第二首次 

C l C 1 

积分为 z 」：； ln | y 」 = C 2 . 两个首次积分之比不为常数，故相互独 

y -e 

立.于是偏微分方程的通解为 - e ' z _ ^^[ y ! ) =0. 


(3) 特征方程为生- •有生 =_> U | 2 = ln | y | + 
X 2 y x y + z x 2 y 

= Cl y ， 得首次积分 Z = C ,. 又有生 = @=^： = 
y x 2 yx 2 yx 

2 yxdx + x 2 dy d ( x 2 y ) dz 出 也古 
一~ w 进一步有 


d * d ( x 2 


3 dz 


d ( x 2 y -3 z 


In I x y - 3 z | = ln \ x \ + c 2 y x 2 y -3 z = c 2 x 9 

又得首次积分叮 -h = c 2 . 两个首次积分之比不为常数，故相互 
x 

独立.于是拟线性偏微分方程的通解为 F ( y .* y - v ) =0 - 
例 3试求解下列偏微分 方程： 

( 1 ) — = 1 + x 2 y ； ( 2 ) 2 I( = sin f 
dx 

解 （1) 原方程可变为#+0^ = 1 +* 2 y . 其特征方程为字= 
dx dy 1 

#=7^-，有 dy =0, 得首次积分 y = d . 又有 ¥ =r ^-，# = 

o 1 -bx y 1 l +x y a ^; 

1 利用第一首次积分视 y 为常数，方程为常微分方程 ，有心 

=(1 + A ) cb ^=* + ^ Vd + C . 将第一首次积分代回，因上式积分 
时视 y 为常数，可视积分常数 C 为 y 的任意函数 c = C ( y ), 于是有 
z = x + jx 3 y + C ( y ) ，其积分常数 C ( y ) 为 y 的任意函数.此为偏微 
分方程的解. 

注当偏微分方程仅含一个自变量的偏导数时，可将其他自 
变量视为 常数. 于是可像常微分方程那样处理.但此时的积分常数 

应视为其他自变量的任意函数.例如，偏微分方程# = 1 +* 2 y 中 

dx 

可直接视 y 为常数，方程视为常微分方程，可对 * 积分得 

z =* + y* 3 r + c ( y ) > 

其积分常数 c ( y ) 为 y 的任意函数.此即为偏微分方程的解. 

(2) 令 U = z ， ，则方程变为 u , = sin £ +*，可视 * 为常数对 t 积 
分得 U = - cos t + xt + C ( x ) ，即 z , = - cos t + xt + C ( x ). 再对 ; c 积 
分（视£为常数），最后得 
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z = - xcos t + —+/(«) + g( 0 ♦ 

式中 / u ) 均为任意函数.此即为偏微分方程的解. 
例4试求下列一阶微分方程组的首次 积分： 


( 1 ) ^ = 

z xz y 


( 2 ) ^I = J- 62 = ^(y + 2z-\) 

K } Ax~ x'dx~ x(y-l )' 


解 （1) 由第一、二式得 

^ = ^ = xdx-± Mx _ dy=Qx2=2y+Ci 


xz xz 

代入第一、三式有 

dx _ dz _ dz 

T = J = ^~ 


J ~~2 

方程有两个独立的首次积分 


’ ( y _!) d … dz ，皆 _ T = y + k 


x -2y = c ( y x - 3x( x 2 - 2y) - 3z 2 = c 2 , 


其中 C ,, c 2 为积分常数. 

(2) 将方程写成对称形式 


dx 


dy 


dz 


x(y -l) z(y - \ ) -r(y +2z - 1)' 

由后两式有#=^+1，是线性微分方程，有解 

ay y - 1 

2 = e ln| ” l|2 (| e -*»ly-> l 2 dy + cj = (y - 1 ) 2 c - (y - 1). 

代人前两式有 


dx dy 


dy 


x z (y - 1 ) 2 c - (y - 1) I (y ~ O 

积分得 


= [( y - i C ) c - i _ 7^ r ] dy - 


(y - l)c - 1 

r-i 


=x +c t - (y - l) ~ l -x sc - c. 


于是方程有两个独立的首次积分 

Z = (y-l) 2 c-( y -l), -( r -l)-' -*=c-i 

其中为积分常数. 
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例 5 求解下列满足给定条件的偏微分方程（柯西问 题）： 

( 1 ) (2*y 2 - (yz + 3x 3 y)^- = 3x 3 z - 2y 2 z,y 2 =z,x =3 ； 


(2) r 2 — + yz — + z 2 =0,* -y=Q,x-yz = \. 
dx by 


解 （ 1) 特征方程为 ;: 


dx 


dy 


dz 


-yz - 3x^y 3x 3 z -2y 2 z 


•于 


是 


dz 一 ycLr + xdy 一 3x 2 dx +2ydy - dz 
3x 3 z - 2y 2 z xy(2y 2 -3% 3 ) 0 


由第一式求得首次积分 

dz ydx + xdy dx dy … 

1 — — ~~t ~~, xyz ~ c j • 

z xy x y 

而由第三式求得首次积分 

3x 2 dx + 2ydy - dz =0,* 3 +y 2 -z = c 2 , 

其中 c, ， c 2 为积分常数 • 

由方程条件 y 2 =z,*=3 代人可求得 c 2 =27 ， C| 任意. 得解为 
x +/ -z=27. 

(2) 特征方程为 # = &= -%由后两式可求首次积分 
y 2 


dy dz 


^ = c i 


将首次积分代人前两式得 

d* dy dy , 2 j 

— = — ,c l dx =y dy, 
y y z C I 


yy 3 =c,x +c 2 ,y 3 - 3xyz = c 2 , 

其中 c,, C2 为积分 常数 . 这两个首次积分相互独立（其比不为常 
数），由条件 X -y=0,x -yz = l 消去 * ，； T ， z ， 可求得 

x = y =yz + 1 =1 + c, ,y 3 - 3xyz = ( 1 + c, ) 3 -3(1 + c, )c, =c 2 . 
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于是有解 


( 1 + yz ) 3 = 3(1-* + yz)yz + y 3 . 


§7.2.3 测试练习 


1. 试从关系式 U - a ) 2 + ( y -6 ) 2 +z = l 中消去参数 a ，6 化 
为偏微分方程. 

2. 试判断下列偏微分方程的类型，并写出其对应的特征方程 
(具体求解另见[ §7.3.1 -3])： 


/, X du du . . dz dz y 

y — ~ x — =x-y ； (2) y—+2 ： —=—; 

ox dy dx by x 

du du du _ - 2 2 

— + y — +xy — = 0,^ z = 0 u=x + y . 
dx dy dz 


3- 试求下列微分方程组的通 积分: 
(1) d* = dy = d£ = ^ ; ( 2) 处 : 

z u x y dx 


dy x dz z 

(2) d^ = 7^ = 7 


KJJ d- x -— x ^ =y + l - 
4. 试求下列偏微分方程 的解： 


/ dz dz 

⑴ S =4a V 

(3) x 2 ^-- xy ^+ y 2 =0. 
dx dy 


(2) sin 2 * — + tan z — = cos 2 z 
dx dy 


5. 试求下列满足给定条件的偏微分方程（柯西问题） 的解: 

/, ■> du du z du n , 2 

⑴ *T' + y^ -+ "^"7 =0 ，》= l ， u=y+z ; 

dx by 2 dz 


(2) 2 yz - 


+ xy =0 , x 2 + y 2 = ay,z =0； 


: = 0 ,y = x 2 ,z =2 x . 
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§7.3 补充提高 


§7.3.1 补充习题 


1. 求解下列偏微分 方程： 

( 1 ) xz x =x + 2 y +2 z ； (2) = sin t +2 x ； 

(3) z xx =6 xy + I 2 x . 

2. 试用可积组合法求解 § 5. 3. 1 第 3 题. 

3. 具体求出 §7.2.3 第2题中线性偏微分方程的解. 

4. 求解下列线性偏微分 方程： 

( 1 ) (y + (z + (« =0; 

(2) yzuu t + zxuu y + xyuxi , - xyz ； 

(3 ) Zjtan x + z y tan y = tan z ； 

(4) xzz t + yzz y = x 2 3 + y 2 + z 2 ； 

(5) xyz x - y (2* + y ) z y +2 xz =0； 

(6) { cy - bz ) z x + (az - cx ) z r =bx - ay , a , b,c 为常数 • 

5. 求解下列线性偏微分方程的柯西 问题： 


( 1 ) 


dz 

Yx 


vy) fy = l 


- y =2 z 9 xz = 1 ； 


(2) x 2 z t + y 2 z y =z , * =5 y =2 z ； 

(3) x z t + y 1 z 1 + z 2 = 0, xy = x + y,z = 1. 


§7.3.2 排疑解惑 


(1) 首次积分首次积分，又称初积分，是由常微分方程组的 
解（因变量）与自变量构成的特殊的函数，解代入这个函数后函数 
值不变（与自变量无关）.对 n 维一阶微分方程组，其通解应有 n 
个任意 常数. 可通过对通解反求这些任意常数得到首次积分.反求 
时要先通过雅可比行列式不为零判断这些通解是相互独立的.实 
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际上，第二章中积分恰当微分方程或通过积分因子得到的通解便 
是首次积分.对 n 个对称微分方程组，因自变量包含于变量中，其 
独立的首次积分个数为 n - 1个，相应雅可比行列式的秩为《 - 1 
来定义其相互独立性.求得多个首次积分后，必须验证它们相互独 
立.由于常微分方程组的首次积分对应一阶线性偏微分方程的解 
(见[书 §7.2 定理1])，因此，既可以通过求常微分方程组的首次 
积分来解一阶线性偏微分方程，也可以通过求解一阶线性偏微分 
方程来得到常微分方程组的首次积分.常微分方程组便通过首次 
积分和一阶线性偏微分方程联系在一起. 

(2) 积分曲面与柯西问题《个自变量的一阶偏微分方程的 
解可视为自变量和因变量的 n + 1 维空间中的一 张 / t 维曲面，这样 
的曲面称为一阶偏微分方程的积分曲面.而对应的对称（常）微分 
方程组的首次积分在 n + 1 维空间中表示一条曲线，被称为特征曲 
线.由 n 条相互独立的特征曲线编织成的曲面称为特征曲面.因此 
—阶偏微分方程的积分曲面也就是对应的对称（常）微分方程组 
的特征曲面.两者合而为一.所谓柯西问题，是偏微分方程的初值 
问题，就是求通过某给定曲线的积分曲面的一阶偏微分方程.由于 
此曲线的任意性，柯西问题的解是不确定的.当此曲线是一特征曲 
线时可能有无穷多个积分曲面通过它，即有无穷多个解.也可能积 
分曲面无法包含该曲线，即解不存在，没有满足条件的解.仅当在 
—定条件下，柯西问题才存在唯一解（[书 §7. 5 -定理5、定 
理 6]). 

(3) 偏微分方程首先是偏微分方程的导出，由物理、力学等 
自然规律导岀的偏微分方程往往称为数学物理方程，见 [§7.3.3 
-6]. 此外，还可以由函数导出偏微分方程，见 [ § 7. 2. 2 - 1, 
§7. 2.3-1]. 微积分理论形成后不久，在18世纪初，人们就结合 
物理问题研究偏微分方程.开始是弦振动方程、热传导方程和拉普 
拉斯方程（调和方程），后来是更复杂的偏微分方程组.偏微分方 
程的研究往往从一阶到高阶，从线性到非线性，从特殊方程到一般 

528 



方程.会根据物理问题的需要，提出并形成多种多样的定解问题， 
包括初值（柯西）、边值及初边值问题，还要考虑解的适定性.二阶 
线性偏微分方程可分为双曲、抛物、椭圆及混合型分别研究.此外， 
还有用解析函数方法及泛函分析方法研究偏微分方程. 

(4) 偏微分方程的求解求解偏微分方程一般比求解常微分 
方程复杂.求解常微分方程可首先求岀包含若干任意常数的通解， 
然后通过满足给定的条件确定任意常数的值，从而得到所要求的 
解.而对偏微分方程，通解往往表示为某些函数（如首次积分）的 
任意函数，而要满足给定的条件来确定有关函数，有时不可能，有 
时十分 困难. 因而对给定条件，提出相应的各种求解方法.即先假 
设问题的提法在数学上是适定的（即解存在、唯一和稳定的），然 
后从各种方法中找出适用的方法求解，最后再验证所得结果的正 
确性.其基本的典型解法 有：解 偏微分方程的特征方程方法（拉格 
朗曰-沙比解 法）； 解线性方程的分离变量法与叠加 原理； 解初边 
值混合问题的特征函数 方法； 线性偏微分及其伴随算子的格林公 
式方法等. 

(5) —阶偏微分方程设两个自变量和一个未知函数 
—阶偏微分方程的一般形式是 

F ( x , y , z , z tt z y ) =0. 

若在0町平面上某区域内所有点 （*, y ) , x,y 的函数 2 及其偏 
导数恒满足上式，则称 2 为偏微分方程的解或积分.若解含有与自 
变量数目相同的任意常数，则称解为全积分.若解含有任意函数， 
则称解为通积分.既不属于通积分也不属于全积分的解称为奇 
积分 • 

一阶偏微分方程的特殊 形式： 

( a ) 不含变量: tjj ， 即 / U ,， z 7 ) =0 型. 其全积分为 z = m + 
6 y + c , a ,6 ，c 为常数，且 /( a ，6) =0. 

0>)只含变量 x ， y,z 中的一个，即 /( n ， z y ) =0,/( y , z ,, z y ) = 
0， Az , z x , z r ) =0型 之一： 
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(i ) f ( x , z x , z y ) =0 ,/ f ^0. 设 z , =a 为常数，解出 z , = 0( x t 
a )， 则 dz = 0( x , a)dx + ady ，得全积分 z = J 0 (x , a ) dx + ay + b . 

(ii ) fiy ^ x ^ j ) = 0 , f ly ^ 0. 设 \ =a 为常数，解出 z y = < P ( y , 
a ) ，则 dz = adx + 0( y ， a ) dy ， 得全积分 z = a * + J tp(y,a)dy + b. 

( iii ) /( Hz ,) =0 •设 i y = az x 得 /(:，:•， ar ，）=0. 对此方程 
的 求解，有 z ， = 0 ( 2 , a ) ，则 dz = 4>( z , a ) (dx + ady ) ，得全积分 

x + ay = J 0~' ( z , a)dz + b . 

( c ) 可分离变量型 /( w ) = g ( y ， z y ).&« 为任意常数，对 /(*， 
«,) = g { y ,^ y ) = a ，若可解出 2 ：, =4>{ x , a ) , z r =少( 7 ，<*)，则 dz = < P ( x , 

a)d* + 少 (7 ， <*) 办，得全积分 2= J 0( x , a)dx + J ^{y,a) dy + b. 

( d ) + yz y + f ( z t , z y ) m . 是推广了的克莱罗微分方程， 
其全积分为 z = ax + by + /( a , b ). 

(6) —阶偏微分方程的特征方程设两个自变量: c , y 和一个 
未知函数记/> = z ,，<7 ='. 则一阶偏微分方程 
f ( x , y 7 z , p , q ) =0 

的特征方程为 

dx dy _ dz dp _ 

f P ~ f q ~ f P p +/,9 ~ - ( f , + pf ,) ~ - (/ y + qfj ' 

若对特征方程通过分子分母的组合变成形式 f ， 则有首次积 

分（全积分冷 = c . 用此方法可求一般一阶偏微分方程的全积分， 
而不限于一阶线性偏微分方程. 

例试求方程9 =* p + p 2 的全积分，其中 p = f «，7 =z ，. 

解 + p 2 -9 =0的特征方程为 

da : dy __ dz _ 

x +2 p -1 p(x +2 p ) - q - p 0. 
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由第二、四式有= — ,ln |p I = y + In a,p = ae y . 于是原方程变 
为 9 = axe 1 + a 2 e 2 ’ •由关系式 dz = pdx + 可得 

dz = ae y dx + ( axe r + a . 2 e 2r )dy = ad ( xe r ) + ^-d ( e 2y ). 

积分得全积分 

a 2 

z - axe r + — e 2,r + 6. 

*(7) 偏微分方程与孤立子、特征值问题及反散射方法在非 

线性偏微分方程中发现了一大类可化为完全可积的哈密顿系统的 
孤立子方程，如 KdV 方程 u , - 6 uu x + u xxx = 0( [书 § 6 . 6 . 3])、 
MKdV 方程 u , -6 uu x + u IXX =0、伯格斯 （ Burgers ) 方程 u , = 2 uu % - 
u „ 、正弦戈登 （Sine - Gordon ) 方程= sin u 、 双曲正弦戈登 （Sinh 
- Gordon ) 方程 〜= sinh u 及正弦拉普拉斯 （ Sine - Laplace ) 方程 
u „ + u „ = sin u ， 双曲正弦拉普拉斯 （Sinh - Laplace ) 方程 + u IX - 
sinh u 等.它们往往对应于一个特征值问题 U < p ) = Ap , 从而可通 
过反散射方法求解.其特征值问题的边值条件是± 00 .这样，通过 
孤立子，偏微分方程和常微分方程、边值问题又联系在一起.参见 
[ §6.3.2-(12), §8.3.2-(5)、(6)]. 

§7.3.3 应用实例 


( 1 ) 人口发展方程只考虑自然岀生死亡，不计及迁移等社 
会因素影响时，可引人人口的分布函数和密度函数.时刻 f 时年龄 
小于/•的人口数称为人口分布函数 F ( r , t )， 它是一个非负非減函 
数，最高年龄/ ■„ 可视为 r m -^ + * . 记时刻《的人口总数为 N ( t ), 则 
有 性质: F (0,0 =0, F ( r m , t ) = N ( t ). 定义人口密度函数 p ( r ，0 = 

+，记时刻《时年龄为/ • 的人口死亡率为考虑时刻 < 时年 

dr 

龄在[/■，/ • + <!/•] 段的人到时刻的情况，由年龄转变和死亡人 
数，应有 p ( r , t)dr - p(r + dr , ,t + dt)dr = fi ( r , t ) p ( r , t ) drdt . 改写为 
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[ p(r + dr , ,t + dt ) - p ( r,t + dO]dr + [ p ( r,t + d /) - p ( r , t )] dr = 
_/ i (» V ) P ( iV ) drdf , 注意到 dr , = dt . 于是得含定解条件的一阶线 
性偏微分方程——人口发展方程 

or oi 

p ( r ,0) = p 0 ( r ), 
p (,0, r ) =/(0 , 

其中初始密度函数记为 p ( r ,0) = p 0 ( r ) ，/(0 为婴儿出生率.此方 
程描述了人口的演变过程.各年龄段的人口数即人口分布函数及 
人口总数分别为 

= J p ( s ， t)<h 和 F ( r , t ) = j p ( s , t ) ds . 

当社会稳定，死亡率与时间无关即 /!(/•，《) =#(/•) 时方程有解 

p ( r , t ) = j , 

1/( t - r ) t -^ ,)A, , t > r . 

可通过方程或其解进一步讨论人口的生育率、生育模式与平 
均年龄、平均寿命、老龄化指标以及人口控制等问题，参见[文15 
§5.6]. 

(2) 交通流考虑一段公路上的汽车流动，在 t 时刻，点*与 
点 * + A * 之间的汽车数量记为 n ( x,x + A *,0- 若有连续函数 &(*, 

*) ，使得 n ( x , x + Ax , t ) = A : ( a : ， f ) d * •则 k ( x , t )= 
lim *，'+ A 戈 ’0 在 t 时刻通过点 $ 的汽车数量称为流速 q ( x , 
*). 而 f 时刻到 t + At 时刻的汽车数量为+ Af ) = J q ( x , 
t ) dx 及 q ( x ， t )= 由车辆守恒可得，在任何时刻 

有去〔 =9(*，0 + A *，0 .由去 £ k ( x , t)dx 
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= 用 Ax 除以全式并取极限可得交通流的基本守 

J x Ot 

恒方程替+笋=0.假设 g = gU )， 方程变为尝+砮竽 =0( *) .可 

dt dx dt dk dx 

通过实测数据求出其关系式再求解方程.如考虑这段路上的自由 
速度* V 和拥挤密度〜的 Greenshields 模型 g =0( 1 - y ). 对方程 


(* )，其特征方程为 d * =费山，有首次积分 = c . 方程 

(* )的通解为 k ( x ， t ) =0卜 _( 费)小其中少 （《) 为变量《的任 
意连续可微函数.见[文9 §14]. 


(3) 流体动力学、伯努利定律和容器小孔液体流流体流动 

涉及流体的速度、密度和压强.对二维不可压缩流体，密度 p 为常 
数.设时间 （ 和位置 （*， y ) 处其速度分量为 u ( Hy ) 和 i ;( ny ). 
考虑宽△*、长 Ay 的长方体的流人、流出量，如图 7. 1，可得连续性 
方程： [ u ( f ，* + A *， y ) - u ( t , x , y )] AyAt + [ v ( t , x,y + Ay ) - v ( t . 


*， y )] A * M =0 j |]¥ + f =0. 考虑流体受力情况，由牛顿动力学 
dx dy 

定律，平行*轴方向两端的压力差有 

pA*Ay — = - [ p ( t t x + ^ x , y ) - p(t ,x , y ) ] , 


得动量方程 p $= 同样平 

d 之 dx 

行 y 轴方向加上重力作用有 
^ - pg - 由质点运动速 

由 4-du du _ du 

度\=“上=«；知石 =-+5“ 

du dt ; dv dv dv * 

+7 及石 = 孓+石“ + 7,代人 


( x , y + Ay ) 

( x + A *;>-+ Av ) 







1 (*+ Ax ,>>) 


图 7.1 二维流体单元 
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动量方程最后为 


其伯努利定律为 

\ fj 2 + —p + 炉=常数，{/ 2 = It 2 + W 2 + M ； 2 . 

2 p 

利用伯努利定律可计算流体在容器出口处的速度.如图7.2, 
设容器截面积为 S . A , B 分别为液面和出口位置，相应的速度为 
534 


^ + ^=0, 
dx by 

du 

~dt 

dv 

~dt 


du du 

一 + v 一 = 

_ J _ 

dp 

dx 

dy 

p 

dx ， 

dv dv 

一 + v 一 = 

■丄 

i £_ 

dx 

dy 

p 

dy 


g - 


t 即为二维不可压缩流体动力学方程组. 

对稳定流，其流体速度和压强均与时间无关=#=0, 

at at at 

s •流线有祭，代人动量方程可得丄努+ 
di dx by df dt p cU 

«=0. 因最后积分得伯努利定律 


2^ ■ 〆 +《”常数 ’心〜 • 


- U 2 


f 称为速度模长. 

对三维不可压缩流体.类似有流体动力学方稈组 


卽 Iv^vap 一 a2 

II - 



aul 扣 cdw^ 
s s+w 
=0du l ayaw l dr axl; ^ 

llaz+IJ+w+1) 

%y du laa:avla* d«; la* 

ald>uuu 
+ + ++ 
du l4auldti£af<ll 相 



A 


由伯努利定律有+ ~ p A + gy , 

L P 

= y^B + ~/ , a + gy B - 显然 ％ >> %. 当液 
体由重力作用下流岀时 = Pa ，上式变为 

u b =办 k - y B ) = Agh ， 其 中 A 为相 
对出口处的高度 • 

当流体从面积为 心的一 个小孔 fi 流图 7 .2容器出口流体 
出时，流体微团不能马上改变方向，从小孔流出的流束截面心 

有一个收缩现象_ c = _ 称为收缩比，它依赖于半收缩角 a . 对二 

维流收缩比的理论计算与实验值很接近，当 a =22. 5。，45。， 
67. 5° ， 90° 时，收缩比分别约为 c =0. 86,0. 75,0. 67,0.62. 对底 
部开小孔容器，有《 =90。，即收缩比为 c =0. 62, 此即为 
[ §2.3.3 -(4)] 中的公式 0.623^/5^ ■的 根据. 对锥形容器，液 
体流动不是平面流，而是轴对称流，其收缩比 不同. a =90 。 时为 
c =0.58 •知道出口处流速和收缩比即可计算液体排完 时间可 
参见[文 14 § 14]. 

(4) 电报方程在高频情况下讨论电磁波在时间空间的传 
播时，表征的物理量是电场强度和电磁强度，描述介质特性的是 
介电系数、电导率和磁导率等，遵从麦克斯韦偏微分方程 （见 
[ §7.3.3-(6)]). 如仅研究高频电磁波沿传输线在时间空间 
的传播时，仍可引用电子电路中电流强度/和传输线同轴双线 
间的电压 V 等概念表征此种电磁波传播过程的物理量，而用单 
位传输线的电阻及、电感 L 、 电容 C 和电漏 G 描述物理特性，但这 
些不是集中分布，而是时间空间的连续 分布. 设同轴传输线为 
平行于$轴的双线，任取其中一段微元 [ x ^ + 心], 其等效电路 
为 CRLG 电路，如图 7. 3. 根据基尔霍夫定律得 
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图 7.3 同轴传输线等效电路 


rI ( x , t)Rdx + Ldx + V(x + dx , t ) - V ( x , t ) =0, 


c , t ) Gdx 


dV ( x , t) t 


— I { x , t ) =0. 


令 d *-^0 取极限，得一阶偏微分方程组 

r— + L — +RI=0, 
dt dt 

| —+ C —+ G /=0, 

l •相 dt 


称为电报方程组.再利用求导及加减消去等变换可化为二阶偏微 
分方程 

- LC - (LG + RC )^ - RGV = 0 


\ - LC ^ - (LG + RC ) y t - RGI = 0 , 


称为电报方程.对没有损耗的理想情形，尺 = G =0, 变为标准的波 
动方程 

d t 2 LC dx 2 ^ dt 2 LC dx 2 
可根据物理条件讨论电报方程或电报方程组的定解问题，包 
括初值问题或边值问题.见[文25 § 1. 2. 7 ]. 

•(5) 奇非线性行波方程的常微分方程方法一阶线性偏微分 
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方程可以用常微分方程求解，一些数学物理方程往往可以通过分 
离变量而化为常微分方程 求解. 对非线性偏微分方程，在[书 
§6.6.3]及[ §7. 3. 2 -(7)] 提及近代发现了一大类可化为完全 
可积的哈密顿系统的孤立子方程，如 KdV 方 程等. 由于激光物理 
等的实际应用需要，曾掀起研究孤立子的 热潮. 1993年美国物理 
学家曾推导岀一个浅水波动方程 u , + 2 ku x - u xxl + 3 uu x = 2 u % u It + 
uu „ x(Camassa - Holm 方程），当 A =0 时有尖峰的孤立尖波解 u = 
但对 k ^ O 时是否存在孤立尖波解争论不休.类似地，还 
有其他类型的奇非线性行波方程的特殊形式孤立波解的存在问 
题•后来，由中国数学家李继彬、戴晖晖、刘正荣等提出“奇非线性 
行波方程研究的动力系统方法”，用常微分方程定性方法解决了 
这类问题•如 Camassa - Holm 方程当 k ^ O 时存在孤立尖波解 u = 
(k + c ) e - 丨*〜 1 - A : (见[文 34]). 其方法核心是通过形如 a = 

炉 (在）的行波解化为史的常微分方程，再利用#=必将 

方程变为驻定微分方程 g •，从而有_ = 为 

避免分析时存在分母为零岀现无穷大值的困难，将方程分拆为方 
程组$=少 少 = 0( 史，必），用常微分方程定性方法和分 

支理论分析相空间中方程的轨线图貌，其分界线往往对应 
特殊形式的孤立波解.他们用动力系统方法建立了奇非线性行波 
方程分支理论，并得到了一批存在各种形式的奇异孤立波解的奇 
非线性行波 方程. 这是常微分方程在偏微分方程中的又一应用.具 
体分析可参看专著[文 33] 及有关论文 • 

•(6) 数学物理方程 在实际与理论研究中提出大量数学物理 
方程.数学物理方程主要指从物理学及自然科学、技术科学中产 
生的偏微分方程，有时也包括与此有关的积分方程、微分积分方程 
和常微分方程. 
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力学中，由牛顿的引力理论产生的引力势满足拉普拉斯方程 
或泊松方程（椭圆 型）： 

+^~7 +^-t =0,Au = -4TTp(x,y,z). 
dx dy dz 

流体力学中有纳维-斯托克斯方程组（有黏性）和欧拉方程 
组（无黏 性）： 

p ^ =pK - grad p +/tAv, p^=p^-grad p, 

其中 ^ = — + u ^- + v ^- + w ^-( u , v , w 为速度的三个分量）称 
Dt dt dx dy dz 

拉格朗日导数 • 

弹性力学有圣维南方 程组： 

(A + f^)~ +AtAu +pX = 0, 


(A +//,)— +/xAt> +pY = 0, (A +/x)^ +/xAa ； +pZ = 0, 
dy dz 

其中 

dx dy dz 

波的传播由波动方程（双曲型） 




描述.在直线上为弦振动方程 


8 u 
\ dx 2 

d 2 u 


d u 

a7 


d u \ 
+ ^) 


id u 
dt ^ dx 2 ' 

传热和扩散现象归结为热传导方程（抛物 型）： 


[(«) =^- a 2 Au =/( x , y , z , t ). 
dt 

这些是古典的数学物理方程 .19 世纪后新出现的数学物理方 
程有刻画电磁场变化的麦克斯韦 （ Maxwell ) 方程 

e 0 ^ = rot H ff 0 div E = p 0 . 
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Mo -^-= - rot E - J n , pL 0 div H = p m . 

描述微观粒子的薛定 谔（ SchrOdinger ) 方程和狄拉克 （ Dirac ) 

方程 

ife ^ = H<ft ； i ^ = H<f) ,H = ca • p + mc 2 p. 
at at 

广义相对论中确定引力场的爱因斯坦 （ Einstein ) 方程和基本 
粒子研究的杨-米尔斯方程等. 

§7. 3.4 历史与人物 

(1) 简史（偏微分方程）偏微分方程在达朗贝尔 （1744) 和 
欧拉处理流体力学的物理问题时开始研究.但一般理论的研究是 
从拉格朗日和拉普拉斯开始的 • 由于同物理问题密切联系，二阶线 
性方程从18世纪以来就成为研究的主流.椭圆型、双曲型和抛物 
型的分类以及各个边值问题、初值问题的解的研究直到19世纪. 
傅里叶在热传导方程、格林在位势方程、泊松、黎曼在波动方程、庞 
加莱对特征值及希尔伯特对狄里克雷问题均有杰出贡献 .20 世纪 
以来，混合型偏微分方程及非线性问题的提出以及泛函分析方法 
的采用，使研究的问题逐步复杂化.近年来，由于计算机技术的发 
展，使得各种方程都可以数值求解，并揭示出很多重要性质，如孤 
立子解的发现. 

因物理问题往往直接导出二阶偏微分方程，因此一阶偏微分 
方程理论开始时较少受注意.但也有例外，1789年克莱罗在关于 
地球形状的研究中遇到现称为全微分方程的方程，并通过（或用 
积分因子）变为恰当方程 求解. 拉格朗日首次给出非线性一阶方 
程的一般理论，将问题化为一组联立常微分方程.拉格朗日方法 
从两个自变量推广到„个时出现困难，后来由柯西解决，拉格朗日 
方法常常称为柯西特征方法.拉格朗日纯粹从分析进行，蒙日则 
开创了用几何来解释分析研究的运动，建立了特征曲线的微分方 


539 



程的分析形式，他超前的关于特征的思想后来成为特征理论的基 
础.柯西则用优级数法研究了偏微分方程组解的存在性. 

(2) 达朗贝尔 （ J . cTAlembert , 1717—1783) 法国物理学家、 
数学家、文人.科学上以力学中的达朗贝尔原理和波动方程的解闻 
名.一生的主要工作是与狄德罗 （ Diderot ) 合作编订著名的《百科 
全书》，该书强调科学与文学，并攻击教会与国家中的反动势力， 
在法国启蒙运动中起到重要作用.他是欧拉、拉格朗日和拉普拉斯 
的朋友. 

(3) 蒙日 （Gaspard Monge , 1746— 1818 ) 法国数学家，法国大 
革命时期学术界的领导人物 ，与军事 筑城术有关的画法几何学的 
创建者.在微分几何、化学、力学等方面也有 贡献. 就读和曾任教于 
梅济耶尔军事学院.曾任海军与殖民 部长. 是拿破仑远征埃及的随 
行专家之一.他还是优秀的教师，培养了一批几何学家，使射影几 
何于 19 世纪在法国再度兴起. 

(4) 柯西 （ A . - L . Cauchy , 1789—1857) 法国数学家，法国 
科学院院士，巴黎大学教授.率先定义了级数收敛、绝对收敛、序列 
函数极限、连续函数等概念及判别准则，研究了奇异积分.他是经 
典分析的奠基人之一，还是现代复变函数理论的创 始者. 对微分方 
程提出解的存在性和唯一性基本问题（柯西问题），开创了微分方 
程研究的新局面，还创造了解线性偏微分方程的特征值方法. 

(5) 雅可比 （ C . G . Jacob ,1804—1851) 德国数学家 • 12岁入 
大学预科，17岁人柏林大学，20岁为其无薪教师.1826年在柯尼 
斯堡大学任教.和贝塞尔、 F . E . 诺伊曼三人成为复兴德国数学的 
核心.他和阿贝尔相互独立地奠定了椭圆函数的基础.给出了函数 
行列式求导公式，并应用于重积分、函数相关性及偏微分方程的研 
究中.将椭圆函数引人到数论、积分理论和微分方程的研究中.在 
分析力学、数学物理等方面亦有贡献.形成了自己的学派. 

历史人物尚有 ：欧拉 （[ § 1.3. 4-(3)])，拉格朗日 （[§5.3. 
4-(2)])，拉普拉斯（[§5.3.4-(3)]). 
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§7.4 习题与习题解答 


§7.4.1 测试练习解答 


1. 对 （ x - a ) 2 + ( y -6 ) 2 + z = i 分别取 *，； r 的偏导数得 

2 (x - a ) + z x =0 f 2 (y - b ) + z y =0. 

解出 a ，6 后代入原关系式，得一阶非线性偏微分 方程： 
z % + 4 z = 4. 

2. (1) 1 个因变量、 2 个自变量的一阶非齐次线性偏微分方 
程.特征方程为 

y - x x — y 

(2) 1个因变量、2个自变量的一阶非齐次拟线性偏微分方 

程.特征方程为生=处=一. 

y ^ y 

(3) 1个因变量、3个自变量的一阶齐次线性偏微分方程.特 

征方程为生=处=生. 

x y xy 


3. (1) 对称型方程.可组合得首次积分生=企, z 2 -/= Cl 和 

Z X 

dy du 2 2 n A{z + x) d(u+y) , 、 

- ^ = —— ，U -y = C 2 及 - = - —,Z +x = c 3 (u + y ). 

u y / z+x u+y 3 1 

(2) 化为对称型方程生=处=生.由七=处，得首次积分/ = 


y 2 + c '•又 d (二7 + + / ) = T ，有首次积分 * + ” 2 = c 2 z . 


(3) 化为对称型方程 


di dy 


dz 


•由 


2 -x y 2 (y + l)(z-x)' y 2 


- 


- x ) 
y(z -*) 


，得首次积分 z - x = c , y . 将其代人第一式可求得首次积分 
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— = ^ j,y = c 2 e ^ = Cje 7 ^. 另当 y =0 时还有 # = 1，2 = *+<:。，即还 

c x y y ax 

有积分 y = 0 ，z = x + c 0 . 

4. (1) 齐次线性偏微分方程的特征方程为 f =-^， 有首次 

积分 y = -2* 2 +c . 故偏微分方程的解为 
z = ^>( y + 2 x 2 ) , 

其中少为变元的任意连续可微函数. 

(2) 非齐次拟线性偏微分方程的特征方程为4 =-^~ = 

sin x tan z 

，有首次积分 .^ = 气 , tan z = - ctan x + c t 和-^- = , 

cos z sin x cos z tan z cos z 

dy = !» L £ d £ t 2 y -8 ec 2 z = c 2 . 两个首次积分相互独立，得偏微分方 

COS Z 

程的通解为 

0 ( tan z + ctan x 9 2 y - sec 2 z ) =0, 

其中0为变元的任意连续可微函数. 

(3) 非齐次拟线性偏微分方程的特征方程为# =-^ = 

x -xy 

有首次积分~ = ~^—,xy = c , 及= -^7 = , y 2 dy = 

-y x -xy -xy - y - c, 

c , d2 ， y 3 =3 c,z + c 2 =3* y 2 + c 2 ，两个首次积分相互独立，得方程的通 

解为 


xy t y 3 - 3xyz) = 0 , 

其中多为变元的任意连续可微 函数. 上式当^^#0时亦可 

dv 

表为 


- ^xyz = <P{xy) > z = 2^~^~~=T：. 


3x 


^(xy) , 
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其中0，少为变元的任意连续可微函数. 

实际上，因第2首次积分有 z =& - g ， 两个首次积分有关系 
c 2 时得 

4-聲去斷). 

5- (1) 齐次线性偏微分方程的特征方程为七=处=@，有 

x y Z 

两个首次积分专=$，子 = c ，及亨 =亨，^~ = c 2 ，首次积分相互独 
立，得方程的通解为 

u =4, a^y 

由方程条件可得 < P ( y , z 2 ) =y + z 2 ,4>( c lf c 2 ) = c , + c 2 . 即满足方程 
条件的解为 

u =— + —. 

X X 

(2) 非齐次拟线性偏微分方程的特征方程为;^ = 1 = 

2 yz -xz 

-^；，有两个首次 积分; ^ =1,2/ +* 2 = C| 及 i - 

-尤 y 2 yrz _xz '觸 xz - xy 

y =〜 首次积分相互独立，方程的通积分可表为 0( 2/ +* 2 , z 2 - 
y 2 ) =0•为确定函数少，由解的条件联立首次积分消去变量得 
( c , + c 2 ) 2 = - fl 2 c 2 ，即 （ y 2 + x 2 + 2 2 ) 2 = a 2 ( y 2 - z 2 ). 

(3) 非齐次拟线性偏微分方程的特征方程为生 = 

z z - x 2 

^ 由得首次积分为 z 2 +* 2 = C| .由 

^dx _ dy _ xdz - dy + zdx + xdz 

7"?^7 = T 7 = o ’ 


543 



dy = zdx + xdz = d ( zx ) 

得首次积分为 y =« 两个首次积分相互独立，方程的通积分 

可表为少 (/+* 2 ， y - u ) =0. 为确定函数少，由解的条件代人首次 
积分有5* 2 = c , ，* 2 =2 x 2 + c 2 ，消去变量；》:得 c , = -5 c 2 ，即 
z + x =5 (zx - y ). 

§7.4.2 补充习题解答 

1. (1) 原方程变为 z , =lz + l +红，视7为常数时方程为 z 

X X 

的线性方程，有解式 z = el ^[ J(i +^)4^ + ^( y )] = 
* 2 [- 丄 - + ^(y) J = - * - y + x 2 4>(y) ，其中少 (y) 为 y 的任 
意函数. 

(2) 令!； = “，，方程化为= — *+2*，视*为常数可积分得\ 
= v = - cos t +2 xt + 0( x ) ，再视 t 为常数又积分得 U = - *cos t + 

xt + f ( x ) + g (0 ，其中 /(*) = J " 少（*)如，尽（^)为任意函数. 

(3) 视 y 为常数方程可对*积分得 \ =3* 2 y +6* 2 +少 （ y )， 再 
对*积分一次得^=* 3 7+2* 3 + x 0( y ) +少 ( y )， 其中 < P ， f 为任意 
函数. 

2. (1) 微分方程组可改写为对称形式^ - xl 2^ = 
+•，可组合积分为 

xdx + 2 ydx + 2 xdy + 4 ydy = -^- d ( at 2 ) +2 d ( xy ) + 2 d ( jr ) =0， 
x + \xy + 4 y 2 = (x +2 y ) 2 = c *, 

从而 x +2 y = c x . 代人方程有 -^ = "^， y = +<: 2 及 

~ c i 1 
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x =c t -2y = -2( - tc t + c 2 ) = (2t + 1 )c, - 2c 2 . 

求得方程的解为 x = (2t + l)c, -2c 2 ,y = -tc, +c 2 • 其中 c, ， c 2 为任 
意常数 . 

d* ( d* 2 dx 3 


(2 ) 微分方程组可改写为对称形式 


*2 -*3 


+ * 2 X t +*j 


• 有首次积分 — — = y-,*2 - X 3 = C l e， 及 = Y ，dXl = 
1 x 2 i c,e i 

c x edt y x x =c,e f + c 2 . 又有 

~ T— 1 - = =^3 +c i e， +c 2 * x 3 = (^ 1 ^ +c 3 )e , -c 2 . 

c { e + c 2 + a; 3 1 

得解 A =c t e +c 2 ,x 2 = + c,e* = (c,< + 


c 3 ) e* - c 2 . 

(3 ) 方程有对称形式 


dx. 


c 3 )e -c 29 x 3 =(i 
dx 2 


dx 3 


=# .有首次积分 


3x, +x 2 — x 3 x x + 3x 2 一 ％ 3 
d(«, +x 2 -x 3 ) df 


3x, + 3^ 2 - x 3 1 x x x 2 — x 3 

c ie \ 用首次积分及线性方程公式得 
d*, dt 


■ *2 - ^3 = 


2x, + c,e* 1 ’ df 

d* 2 dt d* 2 


^ I 2 i f 

= 2%, + c,e = c 2 e -c,e , 


= 2x 2 + c { e 9 x 2 =c 3 e 2 ’ - c } e\ 


2x 2 +c,e* 1 9 dt 

从而 =%, +x 2 -c { e = (c 2 + c 3 ) e 2< -3c〆. 即方程的解为 

:l = C 2 e2< _ c i e , 怎 2 =C 3 e2 * "• Cje 1 f 

x 3 = ( c 2 + c 3 ) e 21 — 3c, e 1 , 

其中为任意 常数 . 

3. (i) 特征方程为也 = 由生 


y x-y y 


,xdx = - ydy 9 


首次积分为？ +/=c ， • 又由生 = 立 = 兔 = d(ag ?w ) ， 得首 

y — x x —y 0 
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次积分 u +*+y = c 2 . 两个首次积分相互独立.线性偏微分方程的 
通解为 F(/+/, U+ ;t + y ) =0,其中 F 为变元的任意连续可微 
函数. 


(2) 特征方 程为& =& = ^，有首次积分& = _，z - 

y z y y y 

In |x I = c , 及 


dx 

y 


dy 


9 y 2 = 2(c x x + x\n \ x \ — x) — c 2 =2x(z - 1) — c 2 . 


• In I 龙 I ’ 

拟线性偏微分方程的通解为 F(z-\n\x\,2x(z-l) -y 1 ) =0, 其 
中 F 为变元的任意连续可微函数. 

(3) 特征方程为生=办=生，有首次积分也=处 ， I = C| 及 

x y xy x y x 

ydx _ xdy _ ydx xdy _ d(xy) _ dz 
xy xy 2xy 2xy xy 9 


xy -2z = c 2 . 


由首次积分上 y-2z = c 2 知当 z = 0 时 u=x 2 +y 2 =— +c,c 2 , 
* c, 

即解为 


u = (xy-2z)(y+^-J. 

4. (丨）特征方程为有首次积分 d(*+y + 

y _ z z-x x-y 

z) =0,x+y+z=c,S 

2xdx 2ydy 一 2zdz 一 d(x 2 +y 2 +z 2 ) 

2x(y -z) 2y(z - x) 2z(x -y) 0 

欠 2 + y 2 + z 2 = c 2 . 

两个首次积分线性无关，偏微分方程有通解 u = ^ U + y + z ,/ + 
y + Z 2 ) ，其中少为变元的任意 函数. 

(2) 特征方程为 = t = = •有首次积分^ = ^21, 

yzu zxu xyu xyz yzu zxu 


xdx = ydy 9 y 2 — x 2 


dx dz 2 : 

=c 'W 


= C 2；： 


d * 
J yzu 



xyz 9 


= c 3 . 
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这三个首次积分两两线性无关，偏微分方程的通解为 0(/ 
z - x 2 y - x 2 ) = 0 ,其中 0 为变元的任意函数. 

d 戈 _ Ay 


(3) 特征方 程为: 


tan y tan 


& ，可化为^ ^ 


sin . 


d(sin y ) _ d(sin z ) 即有首次私分 d ( sin a :) _ d(sin y ) sin y _ 
sin y sin z sin x sin y * sin x 


和 


d ( sin x ) d ( sin z ) sin z 


= C 2 . 这两个首次积分线性无关，方程 


有通解少 ( = 0 , 其中 0 为变元的任意函数. 

\ sm x sin x) 

(4) 特征方程为生=办= 2 4 2 .有首次积分 七 = 处， 

xz yz x +y XZ yz 

xdx + ydy ^ 2.2 2 

= ― i - ^ u=x +y 9 v =2 9 

x + y 


zdz 


x =C| .因哞=啤= 

x x y x + y +z 


上式化为 


dv 


:— ，即 - t；du = udu , 可积分得^^^^ =— ， 


- ln | u | = c 2 .故有首次积分- 


z 2 


hy 2 


- ln(* 2 +y 2 ) =C 2 . 两个首次 


y -\ n ( x 2 + y 2 )| = 0,其中 
_ 


积分线性无关，方程有通解 
少为变元的任意 函数. 

(5) 特征方程为# = ^ =-^-. 由也= - 

xy -y\lx +y ； - 2xz xy -y{2x +y) 

有首次积分# =^, x 2 =-4 -,-L = 

-2x y xy -2x y -2x y -2xz xy 

c 2 . 两个首次积分线性无关，偏微分方程有通解 0 ( * 2 =0,其 

中少为变元的任意函数. 


(6) 特征方程为 


dx _ dy _ dz 


cy — bz 


bx - ay 


，有两个线性无关的 


首次积分 
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cy -bz az -cx bx - ay 0 0 

x 2 + y 2 + z = c , , aa : + + cz = c 2 . 

方程有通解 0(* 2 +/ + z \ ax+by + cz ) =0,其中少为变元的任意 
函数. 

5. (1) 拟线性偏微分方程的特征方程为有首 

x xz -¥y z 

次积分 # =c * ，又有首次积分 

X Z 

dx dy 2 , , , , ydx - xdy ^ 

一 = y — 9 c t x dx +ydx = xdy 9 c l dx +- j - =0 , 

x c x x +y x 

y y 

c x x - — = c 2 ,z - — = c 2 . 

X X 

两个首次积分相互独立，方程的通积分可表为 
< P ( zx' x y z - yx ^ x ) =0. 

为确定函数少，由解的条件联立首次积分消去变量.先消去 y , 有 
z - c 2 =-^-=^ Z ~ X =—-\. 再消去* 有 

XXX 

z = c 2 + — -1 =c 2 + 2c, - 1 及 z = c x x = — ,z 2 = c,. 

即有关系式 （ C 2 +2 C| - l ) 2 = Cl ，代回首次积分，最后得 
(zx — y + 2 z — x ) 2 = zx . 

(2) 特征方程为与=与=与.有首次积分与=矣，丄-丄 = C| 

x y z x y y x 

及与=与,^ - - = c 2 . 利用直线条件 X =5 y =2 z ^ y = -^-,z 

x z z x 5 2 


将其代人首次积分得 c , = 二 , C2 从而有关系式 C| =4c 2 . 于是 

* x 

满足条件的解为 丄 - 丄 =4( 丄 - 丄 L 即丄 + 丄 = 土 . 

y x \ z x I y x z 
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(3) 特征方程为与 =与=-^1 •有首次积分 驾= 与， = 

x y - z x y y ^ 

C, 及与•，丄 +丄 =c 2 . 利用条件 *y = * + y,z = 1得丄 ++ = 1， 
x - z z x y X 

C, = 丄-丄 =1 -丄及1 +—= c 2 . 于是有关系式 C| =1 -丄=1- 

1 y X X X 2 X 

2(c 2 - 1 ) ,c, +2 c 2 =3. 方程满足条件的解为丄 - 丄 +1+ 丄 = 3, 

2 y x z x 

BP —+—+—=3. 

y z x 


§7.4.3 习题 7 及其解答 

1. 求下列方程组的通积分及满足指定条件 的解： 


：D 


d 龙 dr 

= x + y ,-^7" = x 


Tt 


dt 


+ y + t. 


解两式相减解得一首次 积分: 

d(x-y) 


dt 


,x-y + —t =c,. 


相加得 


^^ = 2(* + r ) + . 


此为线性非齐次方程.齐次解 S*+y = c 2 e ' 非齐次特解可设为 


x + y = at + b , a = 2at +26 + t,a = 


2 * 2 


-， 即有 


特解 * +y = 方程的第 2 个首次积分为 


x + y 


因 


= c 2 e 2 ' --Y 1 \ x + y ^ ^ 2, - ° 2 ' 

D ( H ) 


D ( x ， y ) 
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两个首次积分彼此独立.方程组的通积分为 
1 2 

x - y-^—t = c , , 

|*+ r + yt +^- J e - J ， = C 2 , 

其中 C ,， C2 为任意常数. 

(2) g =7 + 1，祭 =* + 1，当 * =0时， * = -2,y =0. 

解1两式相减、相加可分别变为线性方程解得 
d “< i ; y ) ~ ~ (* - y ) »* -y = Cie "； 

d (〜了 y ) = ( x + y ) +2 ,x + y = c 2 e ' -2. 

两个首次积分 为（* - y ) e '= c ,; (*+ y + 2) e -1 = c 2 .因 

两个首次积分是方程组的通积分，其中 Cl ， c 2 为任意常数. 
条件得 c , = -2， c 2 =0•解 为; 《 = - e ' 1 - 1 = e' f - 1. 

解 2 方程组改写为••可积分得 

(» + l) 2 -(y + l) 2 =(*+y+2)(*-y) = c, , 
及"? ((: _;)) = - y = c 2 e ' 通积分为 

(* + y +2)(* - y ) = c ,, 
x -y = c 2 e _’. 

由初值条件， c , =0， c 2 = -2 .解为 （; r + y +2)(*- y ) = 0, 
-2 e -’ •前式化为 *+y = -2, 得解 《= - e - 1 ,y = e - ’- 1 

( 3 ) 营 =a; _2 y ，祭 _ 7，当 f =0 时 ， x :” 1 . 

解 1 方程组改写为 df =— 即有 

x -2 y x -y - y 

得首次积分 (* - y ) 2 + y 2 = c ,; 又由 



= 2 ^ 0 , 
由初值 


龙 一 y = 


dy 

9 

x - y 
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山 = ydx _ xdy _ ydx - xdy 
xy - 2y 2 x 2 -xy 2xy -x 2 -2y z 


_ d (f) 


可得另一首次积分 arctanf - 1 j +t=c 2 


=c 2 •因 


d(x,y) 


2(x -y) 


-2x Ay 


\y 2 + (x-y) 2 y 2 ^(x -y ) 2 


-2x 2 + 4xy - 4y 2 ^ ^ 

=— +( _ r)J =- 2 ^. 

知两个首次积分彼此独立，是方程组的通积分.由初值条件得 
c i = 1 , c 2 =0. 特解为（欠- y ) 2 + y 2 =1, arctan | — - 1 j + f = 0. 

解 2方程组改写为山=一^-=-^1.即有 ^ lll = _ i 2 L 

X -2y X -y 一 y x -y 9 

得首次积分 （ a ：- y ) 2 + y 2 = c , ，于是 *= y ± ^/ c , - y 2 . 方程组有 df = 
~ ~ ± 2 ，积分得另一首次积分 t + arcsin | = c 2 ，即 

1 + arcsin ( y (x _ y y y +y a ~) = c 2 - 显然它们彼此独立（一个不含 t ， 


—个含 0, 是方程组的通积分 . 由初值条件得 C| =i， C2= :: Ff. 特 
解为 (*-y) 2 +y 2 = \ ,t + arcsin 

解 3 方程组改写为山 =_^- = 1 •即有 

x-2y x -y -y x - y' 

得首次积分 （* - y) 2 +y 2 又由 
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- yd ( x - y ) ( x - y)dy 

dt = —"7—■_ U_y) 2 

(x - y)dy - yd(x - y ) _ 


= (x-y)dy-yd(x -y)_ = _ d / 肌 tan ^Lll) 

(x -y) +y \ y I 

可得另一独立首次积分 f + arctan^y^ =c 2 . 由初值条件得 c, = 1 ， c 2 
= 0 . 特解为 

(* ~y) 2 + y 2 = 1 ,t + arc tan -—— = 0. 

y 

解 4 将方程组化为二阶 方程： 

^ = ft-ft =X - 2y - (x - y) = ~ y ^ +y= ° - 

方程有通解 y = c,cos t +c 2 sin « ，再由矣 =*-7 ，：《 = y + g 得原方程 

组的通解 * = (c, + c 2 )cos t + (c 2 -c, )sin t,y = c,cos t +c 2 sin 由 
初值条件有 c, =l,c 2 =0, 特解为 * = cos t - sin t,y = cos t. 

( 4) l = i = 太 

2 -y X-z y-x 

提示由 = 得首次积分太 +7 + 

z-y x-z y-x U 

„ , 2xdx 2ydy 2zdz d ( x 2 + y 2 + z 2 ) 泪丧 

Z = C| • 又由 2*(z-y) = 2y(x-z) = 2z(y-x) 一 0 

次积分因矩阵 D =[ 丄心丄}的秩为 2 , 这两个 

首次积分彼此独立.对称方程组的通积分为 


+y +z = c , ， 

(* 2 + y 2 + z 2 = c 2 , 

2. 求下列方程的通解及满足给定条件 的解: 

( 1 ) yu x - xu y + ( x 2 - y 2 ) u ,= 0. 

解 1 方程的特征方程为 
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cbc _ dy _ dz 
y - x x 2 — y 2 

由生=~^得 +ydy =0，* 2 + y 2 = c ,. 上式又可化为 

y " x 

ydx _ xdy dz ydx + xdy + dz 

7" = ^7 = 777 = o • 

即 yAx ■¥ xAy + dz = d(xy + z ) =0 ,xy +z = c 2 . 因矩阵 

r 2 x 2 y Oi 
D = \ 

[y x lj 

的秩为 2, 这两个首次积分彼此独立.方程组的通解为 

u = 0(* 2 + y 2 ,xy + z ) , 

其中少为变元的任意连续可微函数. 

解 2 由解1得首次积分* 2 + y 2 = c ，后， 可用式 

d * dy _ dz _ dz _ d ( a : + y ) 

V -x x 2 - y 2 (x - y ) ( x + y ) y-x 
求得另一首次积分 dz + (x + y ) d(x + y ) =0,2 z + (*+ y ) 2 = c 3 .因 

D = \ 2X 2y °1 

[2( x + y ) 2(*+ y ) 2 J 

的秩为2,这两个首次积分彼此独立.方程组的通解为 

u = nx 2 + y 2 ,2 z +( x + y ) 2 ), 

其中少为变元的任意连续可微函 

( 2 ) ( z 2 -2 yz - y 2 ) u x + (xy + xz ) u y + (*y - xz ) u t =0. 

提示特征方程 T ^ 2 =-^~ =~^~- 由后式得 = 

z - 2 yz -y xy +xz xy -xz y +z 

即 ydyr -zdy -ydz -zdz =0, y 2 -2 yz -z = c ,. 又由 


xdx 


y^y 


_ zdz _ xdx + ydy + zdz 

x(z 2 -2yz -y 2 ) xy(y +z) xz(y ~z) 0 


有积分 


/+y 2 + z 2 = C2 .SD = [ 0 
,2x 


2y -2z -2y - 2zi 


2r 


2z J 


的秩为 2. 
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通积分为 


u = <p(y 2 - 2yz - z 9 x 2 + y 2 + z 2 ). 


(3) x 2 z x - xyz y + y 2 = 0. 


提示 i 特征方程赛=与= 令由前 式得亨=与，叮= 

C| . 利用 d ( y2 ) = — y 2 da : r 2 叮 dy ，有 


y 1 Ax - 2xydy 3dz y 2 dx -2xydyr 1 

3 M 4) 


x 2 y ~ 2 x 2 y 2 - 3 y 2 ~ x 2 3 y 2 ~ 0 

2 \ y * o ' 

积分得 3 z -^= c 2 .因 D = / 2y 的秩为 2 •通积分为 

" L 7 3 J 

( p ^ xy ,3 z - — j =0. 

提示 2 特征方程与 =-^~ .由前式得生 = c r 

x -xy -y x 一 y 

结果代入后式 =-^ y ，3 c,z - y 3 = c 2 ，即有 3 xyz - y 3 = c 2 .因 = 

_ c i -y 


f 7 2 ? 1 的秩为 2 .通积分为少 (叮， 3 亭 - y 3 ) =0. 

[3yz 3xz-3y 2 3xy\ 

(4) (y 3 x-2x 4 )z, + (2/ -x 3 y)z y =9z(x 3 -y 3 ). 

提示特征施 7^7=^77. 由前式得 
齐次方程 f 可令 y = * u ， 有 

ox y x - LX 

dr 2u 4 - u du du u Ax ( 3u 2 2 \ , 

T x = ^^ = u + x T x ' x T x = ^^ = ( 7Ti-^r 

积分得 In I u 3 + 1 I -21 n I u I = In |* | + c,， U 2 + 1 +~r = c ,. 又利 

u x x y 
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用 


d(x 3 y 3 z) = 3x 2 y 3 zdx + 3x 3 y 2 zdy +x 3 y 3 dz. 


3« 2 y 3 zda:_ 3x 3 y 2 zdy 

3x 2 y 3 z(y 3 x -2x 4 ) 3x 3 y 2 z( 2y* -x 3 y) 

_ x 3 y 3 dz _ d(x 3 y 3 z) 

9x 3 y 3 z(x 3 -y 3 ) 0 

- 丄丄_?£ o 1 

得积分 = c 2 . 因 D = y 2 x 2 y 3 的秩为 2 •通 

3x 2 y 3 z Zx y 2 z x 3 y 3 - 


积分为 0 +-^ TjX 3 y 3 z =0. 

V * y 


( 5 ) *S +y ^ +Z ^ = n “( n 为自然数 ) • 

提示特征方程竽 = 亨 = 亨 =普设一，由亨=办，积分得 


-议- 2 0 0的秩为3.通积分为2,丄， =0. 

, \ x X X 

nux^ n ' 1 0 0 太一」 

注 同样可设#0,得0(十，十，另=0.或设 W 0, 得 




( 6 ) (u+y+z)^ + ( u +x+z)^ + (u+x+y)Y ： = x+ y+z. 

提示特征方程 H =； r ^ r 表.比 


例式可组合为 
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3 (x +y +z + u ) u-x u-y u-z 

令 s=*+y + z + u , 对上式分别积分得 （u - x) 3 s = c,,(u - y) 3 s = 
c 2 ,(u - z) 3 s = c 3 .由 

'( u - x ) 3 - 3 (u - x) 2 s ( u - x ) 3 

D = ( u - y ) 3 ( u - y ) 3 -3 (u - y) 2 s 


( u - z ) 3 

( u - x ) 3 

(u-y ) 3 

[u — z ) 3 —3( u — z) 2 s 


( u - x ) 3 

( u - y ) 3 -3 (u - y) 2 s 
(u-z ) 3 

(u - x ) 3 +3 (u - x ) 2 s ' 
( u - y ) 3 +3( u - y) 2 s 
(u - z ) 3 +3 (u - z) 2 s . 


的秩为 3. 通 积分为 <P( (u -x) 3 s,(u -y) 3 s,(u -z) 3 s) =0. 

注 首次积分若改为 （ i * -x)s~ =c lt (u-y)s~ =c 2f (u -z)s~ = 
c 3 ，则通 积分变为 

丄丄丄 

(u -x)s T 9 (u -y)s T 9 (u -z)s T ) =0. 

( 7 ) 

yz dx zx dy xy 

提示 特征方程 _ = _ = 有 _ = 

y - z z 麵 x x -y y - z 

yzdx + zxdy + xydz ^ dx + zxd + xydz =0 ^ + ^1 + =01xyz = 

xyz 


c r 又有 


dz _ da : + dy -f dz 

f = 0 ， 


d (^ +y + z ) =0,^; + y + z = c 2 . 


因 D = 7 3 的秩为 2 .通积分为 0(*yz ， *+y+ 2 ) =0. 

(8) ( y + z )^ + ( z + x )^= x + y,x = l , z = y . 
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提示特征方程-有 
y + z z +x x +y 

d(y +y + z ) d(x -y) d(y - z ) d(z - x) 
2(x + y + z) y -x z-y x -z 


得首次积分 （*- y ) 2 (*+ y + 2 ) = c , ，- ~^ = c 2 .因 

z _ X 

"(x -yf + 2 (* -y){x+y-¥z) (x -yf -2(x -y)(x+y+z) (x -y) 2 ' 
D= z-y 1 y-x 

- (2 -x) 2 X -z (* -z) 2 - 

的秩为 2. 通积分为 =0. 当满足条件 

x = l,z = y 时有 c , = ( 1 - y ) 2 ( 1 +2y) ,c 2 = )—^L = - 1 ， 即 = 

y- I z-x 

C 2 = -1， 于是推得 z = y 为满足条件的特解. 


(9) x -y = z,y = 1 ,z = 3 x . 
dx dy 


提示特征方程一 =— •有首次积分 = c , = c 2 .因 

x — y z 

D = [二 z ), J 的秩为 2. 通积分为少(叮，叮） =0 或 z =~^>( a : y ). 
当满足条件 7 = 1,2 = 3*时，有2=供（；0 =3 *,gp ( p ( s ) =3 s . 于是 
z = —< p ( xy ) =丄 • 3 *y = 3 x 为满足条件的特解. 

y y 


(10) yz^ + |^=0,*=0,z=y 3 . 
dx dy 

提示 特征方程_ = 宁^ = 争有首次积分 dz = 0,2 = c , ，代入 
前式有也 =¥• 即 2 * - c ，/ = c 2 . 又得首次积分 2 * - zy 2 = c 2 .因 

y°\ 1 

^ = ^2 2 2 j 的秩为 2. 通 积分为0 ( 2 , 2 戈 - zy 2 ) =0 •当满 
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足条件 *=0， z = y 3 时，有 c , = y 3 ， c 2 = - y 5 , 即 c 2 = -cf ■由 4>( c ,, 
c 2 ) = 0 知 2* - zy 2 = - z 7 ，即 z 5 = ( zy 2 -2*) 3 ，于是 z 5 = ( zy 2 -2 x ) 3 
为满足条件的特解. 

3. 求与下列曲面族正交的曲面 U 为任意常 数）： 

( 1 ) 2 ： = axy . 

解曲面族方程为尸(*，>^)三丄- 4 1=0，其法向向量为 

xy 

N =^ F ^ F r^\ 

设所求的曲面方程为 /(*， y ， z ) =0,其法向向量为 n = \ f x ， f ” f ,\. 
由正交条件应有 W •/»=()，即 



此为一阶线性偏微分 方程. 其特征方程为 

X 2 ydx _ xy 2 dy 一 xydz 
-z - z 1 ， 

即-欠 dx = -ydy = zdz ， 有两个首次积分 x 2 - y 2 = c , , x 2 +? = c 2 •由 

D = \ 2x ~ 2y 1 的秩为2,两个首次积分相互独立.所求曲面 

[2 x 0 2 z \ 

方程 /(*， y，d =0为 

< P ( x 2 - y 2 , x 2 + z 2 ) =0， 

其中少 U ，《) 是变量的任意连续可微函数. 

(2) xyz = a . 

提示曲面族方程 F (*， y ， z ) sxyz - a =0,其法向向量 W = 
{ yz , xz , xy }. 所求的曲面方程 /(*， y，d =0的法向向量 /* = \ f x J y , 

乂1 应满足 W . « = 0: yzf x + xzf y + xyf t = 0. 其特征方程生=— =— 

yz xz xy 

有两个首次积分* 2 - y 2 = c lt x 2 - z = c 2 .由 D = 
\ 2X ~ 2y 的秩为2,所求曲面方程 / U ， y ， z ) =0为 

[2 x 0 -2 z \ 


558 



0( x 2 - y 2 , x 2 - z 2 ) =0. 

(3) z = axy . 

提示曲面族方程 - a =0,其法向向量 W = 

*r 

r z z 2 zi 

I 所求的曲面方程 /(*， y , z ) =0 的法向向量 w = 

l / W } 应满足 N - n =0：-4- L - ~ 2 f y +-/,=0. 其特征方 

x y xy xy 

ydx _ xy dy _ 即 2 x ( j x _ 2 ydy = - 2 ： dz ， 有两个首次积分 a : 2 
— 2 — z 2 z 

2 2 , 「 2:-2y0i 

- y 2 = C | ，2* 2 +/= c 2 .* I >= / ，的秩为 2, 所求曲面 

l^x 0 2 z \ 

方程 /(*， y ， z ) =0 为 0( x 2 - y 2 ,2 x 2 + z 2 ) =0. 

4. 试证方程（第二章 （2. 42) 式） 

M ( x , y)dx + N ( x , y)dy =0 
有仅与 x 有关的积分因子的充要条件是 
dM dN 
dy dx 
~ N ~ 

仅是*的函数. 

证必 要性. 若是方程的积分因子，即有 

ay = 扣•于是 

昏窄1〜“)尝， 

1 = 1 / dM 一 dN \ 

fi ( x ) dx N\dy dx )' 

由于上式左端仅是 $ 的函数，右端也应仅是*的函数 • 

充分性.设=史（3；).当/!是方程的积分因子时 


有 
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d(fiM) ^dj/iN) N diL_ M d/J. = l9M_dN\ 
dy dx dx dy \ dy dx) 

上式可化为 

N §B_ M §l£ =N(p ( x ) /JL , 
dx dy 

此为 p 的一阶线性偏微分 方程. 其特征方程为 
dx 一 dy 一 dfi 
N - M N(p(x)/jt 

对专 = N(p(x )/1 即^ = 史 (*) d * 积分得 ln |H = / 史 (*) d * + 即 
IL = Ce > u> '其中 c 为任意常数.可取 M = e l<>U>d *， 它是方程的积分 
因子，且仅是*的函数 • 

5 . 证明以坐标原点为顶点的锥面方程可写为 




其中 ^>,<p 为其变元的连续可微函数. 

证设以坐标原点为顶点的锥面方程为 /(*，y，d =0. 因锥面 


上任意一点上的法向量1/>»4，乂1垂直于向径 W， 即有 

x L + yf r +z f, =°- 

这是一阶线性偏微分方程.其特征方程为 


dxdy dz 
x y z 


2 

有两个首次积分上，丄 = c 2 .因 D = 

X X Z 



0 


0 

. 的秩为2, 


所求曲面方程 /(*,y,z) =0为少(子， +) =0或 2 =呼(子)，其中 
4 >,<p 为其变元的连续可微函数 • 
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第八章边值问题 


§8.1 内容提要 

§8.1.1 边值问题的存在 唯一性 

对 n 阶微分方程 

〆•> =f(x ， y ， yr ’ ，， 

如果能在不同的两点 a 和6处，唯一地刻画 n 个附加条件，并且在 
区间矣6上求解，则称此为（两点）边值问题. 

关于二阶非齐次线性微分方程 

y" +P(x)y' +q(x)y =f(x), ① 

其中 y = y (*) 为未知函数， P (*) , q ( x ) ，/ U ) 均为已知连续函数.对 
应的齐次线性微分方程为 

y H +p(x)y' +q(x)y=0. ② 

微分方程①的边值条件有 

第一类边值条件:; K ( a ) =a,y(b) =p ； ③ 

第二类边值条件: 〆 （ a ) =a,y'(,b) =/3; 

第三类边值条件: Wa ) +k 2 y'(a) = y , ,k 3 y(b) +* 4 y , (6) = 

y 2 ; 

周期边值条件: y ( a ) =y(b) ,y'{a) =y'(b). 

可统一为广义边值 条件： 

"•[ y ] =ot n y(a) +p n y{b) +a it y'(a) +/3“ y ’(6) =%(£ = 1,2). 

④ 
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存 在唯一 性定理如果已知二阶非齐次线性微分方程①的一 
个解7。（*)及对应的齐次线性微分方程②的基本解组 y ,( x ), 
y 2 ( x ) ，则边值问题①、④可解的充要条件是 :矩阵 
^ i [ r 2 ] ^ i [ y 0 ] -yn 

" 2 [，2] "2[ y 。]-7 2 J 

和矩阵 

t/ 2 [yj f/ 2 [y 2 ]J 

有相同的秩.而边值问题②、④可解的充要条件是矩阵 

["JyJ ^i[y 2 ] r.i 

I ^2 [ Xi ] v 2 [y 2 1 y 2 \ 

和矩阵⑤有相同的秩.当且仅当均满秩（秩为 2) 时边值问题存在 
唯一非平凡解. 

§8.1.2 待定常数法 


如果边值问题中所考虑的微分方程的通解可以求出，则可利 
用边值条件确定其中的任意常数，得到满足边值问题的（特）解. 
这种方法称为待定常数法. 

定理如果齐次方程②存在基本解组 y , (*)， y 2 U )， 且 
y 2 (6)#0, 则对每一个在矣6上连续的函数/(幻，非齐次边 
值问题①、③存在唯一解，且这个解可用格林函数唯一 确定： 

y(x) = J G(x,t)f(t)dt (a^x^b). 

格林函数 G (*，0 定义为 
y Ct) 

y (6) ]， 

G(x 9 t )= < 

r (x) 

y (f> 2 ) I^(f) [ y2 ( f ) yi ( 6 ) -y ，（ f )y2( 6 ) ], x^t^b. 
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其中 『 U ) 为 y , U )，; r 2 (*) 的朗斯基行列式 

、 yA x ) y 2 ( x ) 

W(x) = . 

y t ( x ) y ' 2 ( x ) 

格林函数 性质： 

(1) G (*， f ) 在正方 形 a 幻， *在6 上 连续； 

( 2 ) 在 a $ t ， x 矣 b 上连续，且 * 处有 跃度: 

dG(t+0,t) dG(t-0,t) 1 

把 dx 

(后者是对方程 p 0 (t)y" +p(t)y' +q(t)y=0 而言）； 

(3) G (*,0 对每一个固定的 f ， 作为 x 的函数满足微分 
方程； 而对每一个固定的 〜作为 f 的函数满足边值条件. 

§8.1.3 特征值和特征函数 

(1) 带参数 A 的二阶齐次线性微分方程边值问题 

y " + Ay =0, y (0) =0， yU ) =0 ⑥ 

当且仅当 A = n 2 ( n = ± 1, ±2，...）时才有非零解 y = <rsin nx. 使边 
值问题⑥有非零解的 A 值称为边值问题⑥的特征值（本征值），与 
特征值 A 对应的解称为特征函数（本征函数）. 

二阶非齐次线性微分方程边值问题 

y" + \y =f(x) ,y(0) =0,y(ir) =0 
可用常数变易法通过齐次边值问题⑥求非齐次方程的通解，加上 
边值条件进行详细讨论. 

(2) —般形式的带参数 A 的二阶齐次线性微分方程 

[W —Po(x)y n +Pt(x)y' +p 2 (x)y = \y, 

其中 Po (*)， P , (*),/> 2 (*)是在区间|>，6]上给定的实连续函数， 
如果对任意两个在区间 [ a ,6] 上有连续二阶导数并满足 
—定边值条件的 “(*) 和 〆 *)成立关系式 ( il 表示 u 的共轭复数） 

J uL[v~\Ax = J v L[u]dx, 
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则相应的特征值问题称为自伴的 • 

定理自伴问题的特征值必是实数，且对应于不同特征值的 
特征函数在 a ^ x ^ b 上是两两正 交的. 

施图姆-刘维尔 （Sturm - Liouville ) 型方程 

LM^-£[p(x)^] +q (x)y = Xy 

和边值条件 

a , y ( o ) + a 2 y '( a ) =0,/3, y (6) + fi 2 y '(. b ) -0 
或周期边值条件 

y ( a ) - y (6) = 0 , y '( a ) - y ’(6) =0 
的特征值问题是自伴的. 

§8.2 学习辅导 


§8. 2.1 解题指导 

(1) 常微分方程边值问题在物理、工程技术领域有重要的应 
用.要熟悉二阶非齐次线性微分方程边值条件的表示、边值问题存 
在唯一性定理、待定常数法、非齐次具体边值条件的格林函数，以 
及特征值和特征函数、自伴问题及其特征值性质、施图姆-刘维尔 
型方程. 

(2) 求解二阶线性微分方程边值问题，首先求出对应齐次线 
性微分方程的通解，再用待定常数法或相应边值条件的格林函数 
求非齐次线性方程的解. 

(3) 对带参数 A 的二阶齐次线性微分方程边值问题/ + 
Ay =0, y (0) =0, y ( ir ) =0,仅有特殊的特征值和特征函数为其解. 
对相应的非齐次方程，可用常数变易法求其通解，加上边值条件进 
行讨论. 

(4) —般形式的带参数 A 的二阶齐次线性微分方程，仅自伴 
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方程才有实特征值，且对应于不同特征值的特征函数两两正交. 

(5) 施图姆-刘维尔型方程 -£ [/ >( x)^] +q(x)y = 

Ay, 对边值条件 a t y(a) +a 2 /(a) =0,j8,y(6) +p 2 y'(b) =0 或周期 
边值条件 y(a) -y(b) = 0 ,y'{a) -y'(b) =0 是自伴的. 

§8.2.2 例题选讲 

例1试讨论下列微分方程边值问题的可解性并求解 

(1) y”=0,y(0) +/(0) =r(l),/(0) =/(1)； 

(2) y H =x,y( 0 ) -y(l) =1,/(0) +/(1) =0. 

解 （1) 方程有基本解组 y,(*) =l,y 2 U) =*. 边值条件对 
应 

f/,[y]^r(0) -y(l) +，(0) = 0 ,u 2 [y]^y'( 0 ) -y'(l) =0, 

得 

"Jyi] ^i[r 2 ]i ro o 

"2[yi] " 2 [y 2 ]J [o o. ’ 

其秩为 o •即齐次边值问题是可解的，它有解 y = Cl +c 2 *. 

(2) 非齐次方程有特解氕幻.对应的齐次方程有基本 

O 

解组; r,U) =i，y 2 U) =*• 边值条件对应 

V x [y] ^y(O) -y(l)，" 2 [y] sy’(o) +/(1), 

于是 



"i[y 2 ] 

"1 [ 歹 ] ~ 7 n 

'0 -1 

7 - 
~ 6" 

U[y,] 

"2[h] 

"2 [ 歹 ] -7J 

0 2 

1 

T. 


其秩为 2 与矩阵 

I ^[r.] "2[y 2 ]j _ l 。 2 J 
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的秩 1 不同.边值问题不可解. 
事实上，非齐次方程有通解 


y ( x ) = c , + c 2 x +^- x \ 

6 

由边值条件应有 

- c 2 - + = 1 ,2 c 2 + Y =0. 


得 c 2 = ~^, c 2 = -+， 相互矛盾.故无法求出满足边值条件的常 

O 4 


数 Cj ， c 2 . 

例2试用待定常数法求解下列微分方程边值问题 

(1) y H +y = x , y (0) + y ’(0) =0， y ( ir ) - y ’（ ir ) =1; 

(2) y " +2 y ' - 3 y =9 x , y (0) = l ， y ’（ l ) =2. 

解 （1) 非齐次方程有特解 y = * ，而齐次方程有通解 y = 
C,sin x + c 2 cos *，故非齐次方程的通解为 

y = c , sin x + c 2 cos x + x . 

又 


代人边值条件得 


y r = c x cos x - c 2 sin a ; + 1. 



求得 C| =+-" f， C2= f - 夺.微分方程边值问题的解为 


y = ( + -sin * + ( 子 - cos » + 

(2) 对应齐次方程的特征方程 A 2 +2 A -3 =0 ，（A +3 )(A - 
1 ) =0,特征值为 A = -3, A =1. 即有通解 ysqe—w + c 2 e *. 非齐次 
方程可有如下形式特解7=似+ 6，代人方程有^= -3,6= -2. 
求得特解 7 = -3*-2 .故非齐次方程的通解为 
y = c,e * 3 * + c 2 e * — 3* -2. 

代入边值条件得 
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求得 


c, + c 2 - 2 = 1 , -3c,e~ 3 +c 2 e -3=2, 


3 e -5 5 +9 e ' 3 

微分方程边值问题的解为 

y= (3e _ 5)e 〜 （5 9e -3 K _n 

e + 3 e 

例 3 试求微分方程边值问题/ + 7 =/(*),/(0) =0, 
y ( ir ) =0的格林函数. 

解齐次方程 y"+y =0有通解 y , (*) =CiCOS *+ c 2 sin *，非齐 
次方程通解为 


y ( x ) = c,cos x + c 2 sin * + | (sin *cos t - cos *sin t ) f ( t ) dt . 
Jo 

再利用边值条件，应有 

y ’(0) = c 2 =0， 

y ( tt ) = c,cos tt + I ( sin itcos t - cos -irsin t ) f ( t)dt = 0, 

J o 

c , = [ sin t . f ( t ) dt . 

Jo 

于是边值问题的解为 


y (»)= cos *. f sin t + f (sin *cos f - cos *sin t ) f ( t)dt 

J 0 J 0 

• f ( t)dt + j sin xcos t • 


=I cos x sin 

可定义格林函数 

{ sin x • cos t 9 
cos x • sm t 9 

边值问题的解为 

y(*) = f o G ( x , t )/( t)dt ( O ^ x ^ tt ). 

例 4 求微分方程边值问题 y 〃 + A y =0，/(0) =0,/( tt ) =0 


fsin a : • cos t , O ^ t ^ x , 
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的特征值和特征函数 • 

解当 A =0 时方程的通解为 y = c , •将边 值条件代人， 

得 c 2 =0，有非零解7 = <：((：#0)，故 A =0是其特征值，特征函数为 
y = c ( c _0) ;当 A <0时令 A =- 〆 ，方程的通解为 y = c,sh ^： + 
c 2 ch fix . 将边值条件代人，得 c , =0, c 2 =0,没有非 零解； 当 A >0时 
令 A = /» 2 ，方程的通解为 y = C | cos nx + c 2 sin nx . 由边值条件 
y f (0) =0得 c 2 =0,有解 y = c,cos nx . 又由边值条件 /( it ) =0 得 
c,nsin mr =0. 要有非零解存在，必须 sin nir =0,即 n = ± 1 ，±2, 
…•于是特征值为 A = n 2 ( « = ±1，±2,…），特征函数为 y = 
c,cos nx(n = ±1，±2，•••). 

§8.2.3 测试练习 

1. 给出下列微分方程边值问题 的解： 

( 1 ) y " - y ' -2 y = 0, y (0) =2， y ( + oo ) =0; 

(2) y n - y =3 x , y (0) =0, y ( l ) = -1; 

(3) y " +y =2 x - tt , y (0) =0, y (- ir ) =0. 

2. 求下列微分方程边值问题的格林 函数： 

(1) y"-y =/(*), /(0) =0,/(2) +y(2) =0 ； 

(2) y " + k 2 y = f ( x ), r (0) =0，/( l ) =0. 

3. 求下列微分方程边值问题的特征值和特征 函数： 

(1) y " + \ y =0, y (0) + y ’(0) =0， y ( l ) =0; 

(2) /- Ay =0, y (0) =0, y (/) =0. 

§8.3 补充提高 

§8.3.1 补充习题 

1. (1) 试证明二阶线性微分方程非齐次边值问题存在唯一 
解条件的定理 1( 见[书附录 I §1]) 或 [§8.1.1]. 
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(2) 证明二阶线性微分方程齐次边值问题存在唯一解的充要 
条件是行列式 

A^det r p #0. 

l" 2 [yj U 2 [ y 2 ]\ 

2. 试证明非齐次微分方程边值问题（;>(*)， 9 (幻在 a 矣 *: SA 
上连续） 

y " + p ( x ) y ' + q ( x ) = f ( x ) , y ( a ) = a , y ( b ) 

存在唯一解的充要条件是齐次边值问题 

y "+ p ( x ) y ' + q ( x ) =0, y ( o ) =0, y ( b ) =0 

只有零解. 

3. 试判断下列微分方程边值问题的解的存在性及唯 一性： 

(1) y " +9 y =8 cos x , y (0) = 1 y ) = -1； 

(2) y " + Ay ' + 4 y = 0,/(0) =0, y , ( l ) =2； 

(3) y " = x , y { Q ) - y { 1) = 1 , y '(0) - y ’（ l ) =0. 

4- 试解出第 3 题的微分方程边值问题. 

5. (1) 对齐次边值问题 

y "+ p ( x ) y ' + q ( x ) =0,^[ y ] =0 (i = 1,2), 

试述其格林函数的具体 求法； 

(2) 试用格林函数表示非齐次边值问题 

y " + p ( x ) y ' + q ( x ) = f ( x ) , Ui [ y ] = y,(i = 1,2) 

的解. 

6. 求下列微分方程边值问题的格林 函数： 

⑴ /=/⑷， y ( o ) =1，，（1) =2; 

(2) *y + 2 V = o , r ( i ) =町，（1)，当*— o 时 yU ) 有界； 

(3) X 2 y n + 2 xy ' = f ( x ) ,y( 1 ) =0, y '(3) =0. 

7. 求下列微分方程边值问题的特征值和特征 函数： 

(1) y ” +Ay =0,当 |*|― *■«> 时， y ( x ) 有界； 

(2) y " + Ay =0， y (0) = y ( 1) , y '(0) = 1)； 
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(3) y " + \y = f ( x ) , y (0) = a , y ( ir ) =/3. 

§8.3.2 排疑解惑 

(1) 边值问题 常微分方程（组）的解存在任意常数，定解问 
题需要确定这些常数的值.边值问题是常微分方程的两大定解问 
题之一，其求解比初值问题更困难.边值问题可分有限区间的两点 
及多点边值问题、无穷区间（单边或双边无穷）边值问题以及特征 
值问题（包括特征值反问题）.边值问题在实际中有众多应用而显 
得重要.孤立子理论中重要的反散射方法便是从特征值问题中发 
展起来的. 

(2) 特征值与特征函数 定义线性算子和两点边值算子 

L[.y] =p 0 (*)y <B) +Pi(*)y(" _1) + … +p»(*)y» 

i M ijy {J - l) (a) + X -”⑷ “ = i ， 2 )， 
y=i 

则含复参数 A 的边值问题 

L [ y ] =\ y , U i [ y ] =0 (t = l ,2) (*) 

只有当 A 取特定值时，才有不恒为零的解.这些特定值称为特征 
值（本征值，固有值），对应的解称为特征函数（本征函数，固有函 
数）.特征值问题在声学、光学、电磁理论、核物理及弹性、材料和 
流体力学中有重要应用，是量子力学的主要 支柱. 

(3) 格林函数 边值问题 （*) 当 A 不是特征值时，存在唯一 

的函数 ， A ) ，使得 L [ y ] =\y +/(*) ,1/ Jy ] =0 等价于 y = 

这样的函数 G (*， f , A ) 称为 （* ) 的格林函数. 
如果 A =0不是特征值，可令 =6(*/，0)，这时（ *)和 7 = 
A ( G ( x ， OAO ^ 等价.利用格林函数可直接求非齐次方程的 

J a 

解.但不同的齐次方程及边值条件有不同的格林函数 • 

格林函数 G ( nA ) 有两种表示，以 t 范围划分 
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G ( x , t , A )= 
或以 x 范围划分 

G ( x , t ,\) = 


G, , a^t^x, 

G 2 ( x , t ,\) , x ^ t ^ b . 

〜 

G , ( x , t ,\) a ^ x ^ t , 

G 2 ( x , t , A ) , t ^ x ^ b . 


实际上 ， G , = G 2 , G 2 = G r 而非齐次方程的解为 

y = f G ,( x , t , A )/( t)dt + f G 2 ( x , t , A )/( t)dt 
或 

y = I G 2 ( x , t ,\) f ( t)dt + j $(*， f ， A )/(0&. 

两种表示都有人使用•在教材《常微分方程（第三版）》中的格 
林函数以£范围划分.在本书中两种表示都使用. 

(4) 施图姆- 刘维尔 （ Sturni - Liouville ) 自 伴方程二阶微分 
方程的边值问题 

- [ p { x ) y '] ' + [ q ( x ) + Ar (*) ]y =0, 
ay ( a ) +^ y '( a ) =0, yy ( b ) + Sy '( b ) =0 
被称为施图姆-刘维尔 （Sturm - Liouville ) 问题，方程是自伴的•当 
在1>，6]上 p (幻 >0， fU ) >0, 9 (幻连续时其特征值组成一个发 
散到+00的实序列 A 0 < A , <". ; 其对应人„的特征函数％(*)在 
0 <叉<6中恰好有^个零点；且两相邻零点之间刚好有^^(幻的 
一个 零点 ； I !在 a ^ x ^ b 上组成具权函数 r ( x ) 的一个正交 

函数系： J " r ( x )< P m ( x )< p H ( x)dx = 0( m # n ). 

• ( 5 ) 薛定拷 （SchrOdinger ) 方程薛定谔方程 
A ) y =0 是物理学中的著名方程，其中“是位势，岭为位势作用下 
运动粒子的波函数，特征值 A 表示能级.过去几十年已得到充分 
研究•对给定的位势 《 U )， 存在有限个离散的负特征值 A „ = 
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-匕 （饥=1，2,...，幻和对应的特征函数《^，并存在连续的正特征 
值 A = A 2 , ft >0 •当 《(*)—0( |*| —*) 时存在离散的特征值对应 
的两个线性独立的解《^=^ ± (之），^及连续特征值对应的两个 
线性独立的解 《 A=a »(&)，&，它们可组合为，当+ 00时少~ 
e -如 + i ? U ) e 加；而当： e —- * 时少 ~ T ( k ) e - ,kx . 这里 R ( k ) , T ( k ) 
分别称为反射系数和穿透系数，且有 4 I 2 +丨 ？T = 1. 离散的特征 
函数可正规化 f 00 < P 2 』X =1,且组合成当 *— + 00时也 n ~ 

匸„(0-*-* ; 而当*—-00时少„ ~ e *”' 此称为正规化系 
数.这些数据1、，(： 11> (0，及（4)，7'(0|称为位势 U (*) 的散射数 
据. 薛定谔方程是二阶方程，有两个线性独立解•给定位势 《(*) 
求散射数据及在± ~处为有界的波函数少，称为散射问题.若已知 
散射数据及波函数在± ~处的性态而求位势 u ( x ) ，则称为反散射 
问题.经研究，反散射问题的解为 

u ( x ) = -2 -^ K ( x , x ) , 

K ( x , y ) + B(x + y ) + J B(y + z ) K ( x , z)dz =0 ,y > x , 

这里积分方程的核为 S (《）= 袁； Ci ( A ra ) e -^ + ^ J + " R ( k ) e ik ( dh . 

*(6) 反散射方法 若 u (*，0 是 KdV 方 程“， -6«^+ u „, =0 
的满足初值条件 4*，0) =!*。（幻的解，这里 u 0 (*)—0( — 

u (*,0 ，“。（幻均可作为薛定谔方程 ^ x ,-( u -\) y =0 的位势，要 
求已知％(*)求 u ( x , t ). 刚好成为散射问题和反散射问题，只是两 
者的散射数据丨 f •( o ,/?( A ： )， ru )| 和丨 
/?(4，*)，7'0,«)丨不同，但当*=0时后者变为前者.1967年四位物 
理学家 Gardner ， Greene ， Kruskal 和 Miura 发现了它们之间的关系. 

GGKM 定理 |f 111 (0，/?(幻，7 1 («0}和|<(*)，0九， 
0 ， R ( k ， t ) , T ( k , t )\ 之间成立关 系式： 
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= ^ 2 n C 2 a (k m ,t), 


dR(k,t) 

dt 


= Sik 3 R(k,t) 


dT(k,t) 

* dt =U 


这是容易求解的常微分方程.于是得到反散射 方法： 先通过％(*) 
求散射问题，得到散射数据 U „_，； TU ) 丨，再利用 
GGKM 定理解得含时间的散射数据 IMO ，€„(&„，《)，/?( A ， o , 
T(k,t)\ ，然后再通过解反散射问题求得位势 U (*，0 ，从而得到 
KdV 方程的解.这与解线性问题的傅里叶变换相似，这种求解非 
线性方程的反散射方法便被称为非线性傅里叶变换方法，能用于 
众多的非线性孤立子方程.反散射方法是求解非线性方程的重大 
突破.参见 [§6. 3. 2 -(12), §7. 3. 2 -(7)]. 


§8.3.3 应用实例 


(1) 导弹跟踪如图8.1，假设飞机开始位置为 （ a ,6) 沿平行 
于 z 轴方向以常速％飞行，导弹开始位于坐标原点（0,0).为求导 
弹的运动轨迹，先建立导弹的运动方程.设在时刻 f 飞机位置为 
(x A ,b) ，导弹位置为 （*， y ) ，导弹始终指向飞机飞行.其切线方程 

为 7 — 7 = 裝（尤 -*) ，取 （ID = (h ， 3) ，记 *’ =g ， 由 h = a + v 0 t 
得 x'(b -y) = a + v 0 t-x. 再对 y 微分，有 x"(b - y) 利用 d * 2 

+ < 1/=1； 2 山 2 ,上式化为*"(6-7)=人 a / TTP ■，其中 A = '表示飞 

V 

机与导弹的速度比，此即为导弹的运动方程，以 y 为自变量， * 为 
因变量•边界条件为*(0) =0 t x(b) 在时刻7\导弹击中 

目标.这是一个特殊的二阶非线性边值问题，特殊性在于边值条件 
中跟踪时间 r 未定，可在求解过程中确定.具体求解可参见[文20 
§7.1]. 导弹跟踪的运动轨迹实际上也是 [ §4.3.3-(2)]的追 
线轨迹，只是追线是作为初值问题来求解的. 
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图 8.1 导弹跟踪 


图 8.2 梁的弯曲 


(2) 弹性理论与梁的弯曲设直角坐标系的％轴与梁轴重 
合，梁的横断面平行于 Oyz 平面.对任一断面， X , y ， Z ， Af ,， M y ， M , 
表示其断面左边梁上作用的各外力的合力及合力矩的分量，断面 
重心为力矩中 心. 称 X 为轴向力 ，为剪力， M , 为扭矩，虼 
为对 y ， z 轴的弯矩.若设横断面对 0 m 平面是对称的，且所有力的 
作用线都和 z 轴平行，则 I = Y = 0,M x =M Z =0,这时称 M r =M 为 
弯矩，合力 Z = S 为剪力.设法向挠度《；向下为正， M 顺时针方向 
为正, S 向上为正，用 〆 *)表示梁单位长度上的载荷, P ,, P 2 ，…表 
示集中载荷，各载荷向下为正.当铅垂力作用在梁的一个元长度 

d* 上时，平衡条件为 f=0. 如力矩作用时有 gd* -Sd* = 
°，即 s= $， p= ~^! = .由胡克定律，弹性曲线的曲率与弯 

曲力矩 M 成正比.即其中 尺为曲 率半径，£：为梁的弹性系 


数（杨氏模数），/为梁的横截面对 y 轴的惯性力矩.曲线 w = 
的曲率为士 = -^ r[i +(^) 2 ] T 当烧度很小时，近似地 

1 d 2 w — B d 2 w M d I ri d 2 «;\ 

取7=-巧’于是巧：-豆得石 (_ £/ 7) = s ， 
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= p(x). 后式为梁的挠度微分方程， £7 称为抗弯刚 
度.弹性梁一般有三种边界条件 ：铰链 支座、嵌固支座和自由端. 
对铰链支座，在该端 u ;=0, 力矩为零，即 #=0. 对嵌固支座在该 

端切=0,及 #=0. 而对自由端，有 M = S =0, 即^=0, 
dx dx 2 

£( £7替 )=0 .见[文 11 §7.3]. 

(3) 弹性基础上的梁设梁的主轴为 y 轴和 z 轴，载荷作用 

在 Om 平面上，挠度方程为=/>(幻，给定/ >(*) 后可逐 

次积分或用图解法求出 《；. 弹性基础上的梁可理解为用很多弹簧 
连接在固定基底上的等截面梁，以一个单位长度的恢复力为 - A * 
代替弹簧的作用.外加的分布载荷仍为/>(*)，则方程变为 EIw … 

= p ( x ) - kw . 对应齐次方程 m / 4> +4/3、=0， 〆 =有含四个任意 


常数的通解 w = e px { /Icos fix + Bsin fix ) + e~ fix ( i 4 cos px + Bsin fix ). 
通解加上 p (*) 作用下的特解后再由四个边界条件确定任意常数. 
当只有集中载荷/>加在点 f 时，对有/>(均 =0. 设梁的长度 

两端无限长，边值条件为 *=€ 时^^=0,而在 * = ±00时 U ； 有限. 

此时，解为 M ^ CeWtcos ^ SU - f ) ： F 8 in /3 UD ]. 当 时解取 
上半部式，当 * >$时解取下半部式.因当0时在 

+ e 两点的剪力差 S 应等于载荷，而剪力为 S = -£/«/"，又 

如 "，L ■卜， = _印(：，《;叫叫 + ,=4 / 8(：，于是有6=^^.挠度曲线具 

有阻尼波的形状，在*=6处三阶导数不连续.有很多种工程问题 
都归结为或简化为弹性基础梁的弯曲问题.其中一个是有加固环 
的圆管的研究.参见[文11 §7.4]. 
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(4) 压杆弯曲的临界力可将两头受与杆反向力作用的受压 
长杆视为轴向载荷的柱，轴向力很大时须考虑柱的 弯曲. 设柱在固 
定点 * = /处以铰链 连接. 在 * =0处有一支撑防止侧向变位，但允 
许自由转动及轴向挠曲，柱有一轴向载荷力 P . 当柱的变位为 

u ； U ) 时 P 产生的弯矩为 Pw ， 于是可得二阶方程 EI ^ = Pw . 欧拉 

曾提出力 Z 5 多大时会令杆（柱）弯曲，即临界力问题•令 A =€，方 

程成为 u; w = A «；. 其边值条件为 《 K 0) = w ( l ) =0.边值问题成为特 
征值问题•根据 [ §8.2.3-3(2)，§8.4.1-3(2)]，边值问题当且 

仅当 A =$? (n = ±1，±2，".）时有非零解 《；(*) = csin | 

( c ^ 0 , n = ±1, ±2, …）. 因此，欧拉问题的解为临界力取 P = £7 A 

= EI ^-\ n = ±1, ±2,…），而最小临界力为/> = £/$■.在临界 

力作用下杆会弯曲但两端保持不变 • 

(5) 固定端点的弦振动弦振动方程# = a 2 g ， 当两端固 

dt dx 

定时边值条件为 u (0 ,O = u (/, t ) =0. 用分离变量法求解，令 A = 
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TMV k { x ) ，代人方程可化为两方程^ ■ = « 2 -^- = - A 2 . 方 

7\ ⑴ U k ( x ) 

程结合边值条件 U k (0) = U k ( l ) =0,再利 

用归一化条件 f U]dx = 1 有解 f/ t = l^-sin A * = ^ 7 ^, A = 
J 0 ^ L a l 

±1，±2, …）. 而方程 T k ( t ) = A ^7\( t ) 有解7\ = i 4 *cos A ** + 

B k sin \ k x . 这便是弦的非零解（振动解），弦的固有振动的频率为 

为整数）， y 称为基音频率，其余为泛音频率，特征函 

数#“^^在区间中改变 A -1 次符号.特征函数等于 
零的点称为振动的波节. 


§8.3.4 历史与人物 

(1) 简史（边值问题）热传导和弦振动等实际问题，以及偏 
微分方程利用分离变量化为常微分方程后会引出边值问题或要由 
边值条件确定的特征值问题.欧拉、伯努利家族等人曾研究弦振 
动的边值问题，格林用格林公式（函数）解决二阶非齐次线性微分 
方程边值 问题. 施图姆和刘维尔则开创了边值问题和特征值问题 
的 研究. 有限区间上二阶常微分方程的边值问题的存在唯一性，对 
线性方程，理论上容易解决.但对非线性方程，直至20世纪仍在研 
究中 • 特征值（本征值）问题是一种特殊的二阶常微分方程边值问 
题，最典型的是施图姆-刘维尔问题. 1836 年 C. -F. 施图姆证明 
了一个一般性的比较定理，并由此推出存在/ I 个零点的特征函数 
的振动定理. 20世纪，出现特征值反问题的研究，包括从散射数 
据出发求微分方程系数的散射反问题，并于 1967 年发展出求 KdV 
方程等非线性偏微分方程的孤立子解的反散射方法. 

(2) 格林 （ G.Gr een ， 1793_18 4 l) 英国数 学家. 长期在父亲 



的磨坊里做工，通过自学掌握高等数学.主要受拉格朗日、拉普拉 
斯、泊松等法国学派人物的影响.将分析应用于电磁领域并引出在 
数学物理中的一系列重要工作. 40岁 （ 1833 年）时被推荐人剑桥 
大学，1838年获学士学位，1839年被选为冈维尔-科尼斯学院院 
委.他建立的位势理论和格林公式已成为现代偏微分方程的基本 
工具.他致力于用分析方法解决引力、水波、声光传播及弹性理论 
等问题.其工作孕育了以 W . 汤姆森、 G . G . 斯托克斯、 J . C . 麦克斯 
韦等为代表的剑桥数学物理学派. 

(3) 施图姆 （ C . - F . Sturm , 1803—1855) 法国数学家，生 
于日内瓦，但大部分时间生活在 巴黎. 在流体力学、分析、微分方 
程、微分几何及几何光学等方面作出重要贡献，解决了给定范围 
内确定实系数代数方程的实根数（施图姆定理），和刘维尔一起 
创立了常微分方程边值和特征值问题的新研究方向.曾获巴黎 
科学院的数学物理大奖.是英国皇家学会、柏林科学院、彼得堡 
科学院成员. 

(4) 刘维尔 （ J . Liouville ,1809—1882) 法国数学家.法文《纯 
粹与应用数学杂志>创办人.曾任法兰西学院、巴黎大学教授. 
1839年当选为科学院天文部成员.对函数论、微分方程和数论有 
重要贡献.首先用逐次逼近法证明一个二阶常微分方程解的存在 
性，提出通过解积分方程求解微分方程，和 C . - F . 施图姆合作开 
创微分方程边值问题的新方向.对19世纪的法国数学有重要 
影响. 

(5) 薛定谔 （ E . SchrSdinger ，1887—1961 ) 奥地利理论物理 
学家.1933年与狄拉克 （ Dirac ) 分享诺贝尔奖.其科学工作只有专 
家能懂，但写有文笔清新流畅、思想丰富的小册子《什么是生命?》 
(1944)、《科学与人文主义》 （1952) 等. 

历史人物尚有 ：欧拉 （[§1. 3. 4 - (3)])，伯努利家族 
([ §2.3.4-(3)]). 
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§8.4 习题与习题解答 


§8.4.1 测试练习解答 

1. (1) 二阶方程有通解 y ( x ) = c , e 2jI + c 2 e '由边值条件 
y ( + 00 ) =0知要求 q =0. 再由边值条件 y (0) =2可得 c 2 = 2. 即 
方程边值问题的解为 yU ) =2 e '*. 

(2) 二阶齐次微分方程 y B - y =0 有通解 y = c , e ” + c 2 e l . 满 

足初值条件 h (0) =0, y ；(0) =1的特解为 y , U ) = - ye '* + 

+/= 8 11*，且有；^(1)#0.而对非齐次方程有特解 7 。（幻= -3* 

满足初值条件 y 0 (0) =0, y ；(0)^0. 于是由[书附录 I -(20)] 非 

齐次方程满足边值条件的解为 y (*) = y 0 ( x ) + 二 丄 ~^、 (1) y _ U ) 

Jl vl ； 

2 sh x i 

= lhT' 3a: - 

(3) 非齐次方程有特解 y 0 ( x ) =2* - ir ， 其初值为 y 0 (0)= 
- TT , yU °) =2; 边值为 7 。（ 11 ) = TT , yi ( ir ) =2 .二阶齐次微分方程 
y " +y = 0 有通解 y t ( x ) = c,cos x + c 2 sin x . 且解 y = csin x 满足边值 
条件.现取非齐次方程的解 y = y 0 + y , ，确定 c ,， c 2 使其满足边值条 
件，即 

y 0 (°) + ri (0) = - it + c , = o , 

y 0 (^) +7 i ( it ) 一 c , =0, 

得 c , = ir . 于是非齐次方程满足边值条件的解为 

y { x ) = 2* - -IT + TTCOS * + csin X . 

注因齐次方程满足 y ,(0) =0, y ；(0) =1的特解 y , = sin *, 
有 y ,( ir ) =0.不能依一般方法 求解. 实际上待定系数法就是利用 


579 



齐次方程通解加非齐次方程特解为非齐次方程通解这一性质，再 
通过使其满足边值条件确定待定系数得到所要求的解.对不同边 
值问题亦可类似求解. 

2. (1) 齐次方程 /- y =0 有通解 yi (*) = C | e ”+ C 〆 ， 非齐 
次方程通解为 

y ( x ) = c , e '* + c 2 e * +^- J ( e * e _ ‘ - e ' x e ') f ( t ) dt . 

再利用边值条件，应有 

y ’（0) = - c , + c 2 =0, c 2 = c , 

及 

2 c , e 2 ++, ( e 2 e -'- e - V ^ Odf + yJ ^ ( e 2 e _‘ +6々)/(0出=0， 
即 

2 c , e 2 + j 2 e 2 e ~'/( t)dt =0 t c , = ~~^J e ~'/( t ) dt . 

于是边值问题的解为 

v ( x ) = - ch x • f e ~'/( t)dt +4~ f ( e * e _, - e '* e , )/( t)dl 
• J o Z J o 

= - j 1 ch x • e ~' f ( t)dt +-^- J * ( - e ~* e - e ~ x e ') f (, t)dt 

=-J ch * • e "'/( f ) dt - J * e"*ch t • /( 0 dt . 

可定义格林函数 

f - e '* • ch 0 幻矣 *， 

G(*，0 = 

[-e . ch *， x ^ t ^2. 

边值问题的解为 

y ( x ) = j " G ( x , t ) f ( t)dt (0^ x ^2). 

(2) 方程的基本解组为 y , = sin kx , y 2 = cos kx . 格林函数也满 
足此方程，由格林函数的定义，当 0 矣 * 幻时 G ( x , t ) = a , (Osin kx + 
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a 2 ( t)cos Aa ; 而当 f 矣 x 矣 1 时有 G ( x f t ) = b t ( t)sin kx +6 2 ( t)cos kx . 
当* =<时6(*，0连续，这要求 

6, ( t)sin kt + b 2 ( t ) cos kt - a , ( t)sin kt - a 2 ( t ) coa kt =0. 

由格林函数的性质 （2) 可得 

A [ 6, ( / ) cos kt - b 2 ( t ) sin kt - a , ( t ) cos kt + o 2 ( t ) sin kt ] =1. 
利用格林函数的性质 （3) 和边值条件有 

a 2 ( t ) =0， A :[ 6, ( 0 cos k — b 2 ( t ) sin k =0. 

令。 〆 *) = b ,( t ) - a , (0 , c 2 ( t ) = b 2 ( t ) - a 2 ( f ), 前面两式可 

化为 

c , ( t)sin kt + c 2 ( i)cos kt =0 , c , (名 ） cos h - c 2 ( t ) sin kt =—. 
解之并利用 a 2 (0 =0,有 

, 、 cos kt , v sin kt , / 、 

C ,(0 =— y -, c 2 ( t ) = -— j — = b 2 ( t ), 


b ,( t )= - 


sin k • sin kt 
kcos k 


于是 


« i (0 =6,(0 - c ,(0 = 
最后求得格林函数为 


cos k(t - \ ) 
kcos k 


G ( x , t )= 


cos k(t - l ) • sin kx 
kcos k 

sin kt • cos k(x — l ) 
kcos k 


0^x^t 9 


3. (1) 当 A =0 时方程的通解 Sy = c , + c 2 x . 将边值条件代 
人，得 C| + c 2 =0, 有非零解 y = C (l -幻，故 A =0是其特征值，特征 


函数为 y = c(l -*); 当 A <0 时，令 A = - 〆 ，方程的通解为 y = 
c , sh fix + c 2 ch fix . 将边值条件代人，得 c 2 + fic x = 0, c , sh / i , + 


c 2 ch /t =0,因 I ■ 

I sh fi 


.=Atch 弘 _ sh / x ^ O , 推得 q = c 2 =0,没有 
ch ft 
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非 零解； 当 A >0时，令 A ,方程的通解为 y = c , cos + 
c 2 sin ^ x . 由边值条件 c , + c 2 ^ =0 , c,cos ^ + c 2 sin ^ =0 •对 c ,， c 2 有非 


零解的充要条件是 


= 0,即 tanf 其实根可由曲 


I cos ^ sin ^ | 

线7 7 =1仙芒，乃=芒的交点确定.当在3 ： 0时有0=芒 0 <在 1 〈…<〔< 
••• ，其中 O 2 1 ) 甘 <^n < ~ n ~2 1 )开 (》= 1，2,…），且当 n —*•(» 时 

匕- ^ 00 .于是边值问题有特征值 0= A 。< A , 〈… < A „ <••• ，其中 

(2n - 1) 2 tt 2 . , (2n + 1 ) 2 -ir 2 r , ， 、 n 、 i, n 4 、 

- a - < - a - (ra = l ,2, —) ，且当 n — oo 时 A „-» 


00 • 对应的特征函数为 y , = c ( s i n -VAcos /\ x )( c ^0 ,n = 1, 

2 ,…） • 

(2) 当 A =0 时方程的通解为 y = C| + c 2 * •将边值条件代人， 
得 C| = C2 =0,没有非 零解； 当 A <0时，令 A =- 〆 ，方程的通解为 
y = c,cos fix + c 2 sin / mx . 将边值条件代入，得 c , = 0, c 2 sin fil =0,要 

有非零解存在，必须 S in 从/=0,即 M =0, ±予 ，±^,-.于是特征 

值为 A = ( n = ± 1, ±2,---)，特征函数为 y = csin|^xj ( c 尹 

0, n = ±1，±2,…）； 当 A >0 时，令 A = a 2 , 方程的通解为 y = C | e- M 
+ c 2 e M .由边值条件 c , + c 2 + qe 0 * =0,因 ^ a/ = 

e _ e 

〆 - e -* V 0, 只有解 C| = c 2 =0,不存在非零解. 


§8. 4.2 补充习题解答 

1. (1) 非齐次微分方程的通解为 y = c iyi + c 2 y 2 + n ， g * C| , 
c 2 为任意常数.方程的边值条件 U ^ y ] = yi (i = l ,2) 可改写成 
+ c 2 f /.[ r 2 ] + f /.[ y 0 ] -^=0(* = 1,2).因此，由代数方程 
理论，非齐次边值条件可解即 c ,， c 2 存在且唯一的充要条件是两 
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矩阵 



"Jy 2 ] 

^iiy 0 1 -rn 

r 

u i\.yzh 

U[yJ 

u 2 [y 2 ] 

"2[y 0 ] - yJ 

U[yj 

U 2 [y 2 ]\ 


有相同 的秩. 而对齐次边值条件可解即 C ,， c 2 存在且唯一的充要条 
件是两矩阵 



[ y 2 ] rn 



"2[yi] 

" 2 I> 2 ] y」’ 

U[yi] 

u 2 [y 2 ]\ 


有相同的秩（矩阵同列元素齐变号不影响其秩）.定理证毕. 

(2) 当行列式时，显然满足定理1的条件，齐次边值问 
题存在唯一解.反之亦然. 

2.因 ％ [yj = yj ( a ) , U 2 [ yj ] = y y (6) , y , = a ， y 2 = 々.由 第 1 题 

知当 

y t ( a ) y 2 ( a ) 

A = 5^0 

yAb ) y 2 ( b ) 

时，非齐次边值问题存在唯一解.而此时的齐次边值条件为 
y («) =0, y (6) =0,对齐次边值问题，当 A #0 时其唯一解为 Cl = 
c 2 =0, 即为 零解. 因此非齐次边值问题存在唯一解对应于齐次边 
值问题（边值条件不同！）只有零解.反之亦然. 

3- ( 1 ) 齐次方程有基解组 y , = cos 3 x , jr 2 = sin 3 x . 非齐次方程 
有特解 y <) = COS *. 矩阵 

"i[y 2 ] ^i[y 0 ] -r.i _ri o 0 i 
l"2[yJ ^ 2 [y 2 ] ^ 2 [y 0 ] -y 2 J l0 - i lj * 

r^i[yJ ^![y2]i _rl 0i 

U 2 [yJ U 2 [ y 2 ]\ = [0 -lj 
有相同的秩，非齐次边值问题存在唯一解. 

(2) 特征方程 A 2 +4 A +4 = ( A +2) 2 =0 有2重特征根 A = 
-2. 方程有基解组 y _ = e - 2 \ y 2 = xe ' 2x . 矩阵 
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^itrJ " Jy 2 ] yn _ r i o o 

t / 2 [ y ,] u 2 [y 2 ] yj "l -2 e 2 - e ' 2 2 j * 

^[yali r 1 0 j 

U [ y ,] f / 2 [ y 2 ]J = i -2 e - 2 - e- 2 J 

有相同的秩，非齐次边值问题存在唯一解. 

(3) 齐次方程有基解组 h = 1 ， y 2 =1非齐次方程有特解 h = 

士* 3 .矩阵 

o 

r ^.[yJ ^.[ y 2 ] -rn 

1"2[乃] "“ y 2 ] "2[ y 。]- y 2 J 

r " Jyi ] ^.[ y 2 ]j _ r 
U [ y ,] u 2 [ y 2 }\ = i 
的秩不同，故非齐次边值问题不存在解. 

事实上，非齐次方程 y n = x 有通解 y = ax + b +-^- x \ 由边值条 
件求得的 a 值矛盾. 

4. ( 1 ) 非齐次方程有通解 y = acos 3x + 6 sin 3x + cos *. 代人 
边值条件有 a + 1 =1， -b = - l , BPa =0,6 = l . 得解为 y = sin 3» + 



(2) 方程有通解 y = U +6*) e ' 由边值条件有 a =0,6 = 
-2 e 2 . 方程的解为; k = - 2 xe 2(l - x) . 

(3) 非齐次方程有通解 y = a +6* + f * 3 . 由第2个边值条件 
得-+=0,产生矛盾.方程无解. 


5. (1) ( a ) 求出方程的基本解组 yi (*)， y 2 U ). 计算 A 



^[yJ 


" 2 [y 2 ]j ， 


当 A _0 时方程存在唯一解.其格林函数 
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也存在且唯一.将 G(*，0 表示为 

I'Oi (Oyi(«) +« 2 (Or 2 (*), 

tMOhU) +b 2 (t)y 2 (x ), 


G ( x , t ) 


O ^ x ^ t , 


( b ) 由在 x = * 处的连续性和跃度 1 知 
6 i(0ri(0 +b 2 (t)y 2 (t) -a,(Oyi(0 -a 2 (t)y 2 (t) =0, 
6|(0rl(0 +b 2 (t)y' 2 (t) -a, (Oyi(0 -a 2 (t)y' 2 (t) = 1. 
因朗斯基行列式取 (*)s 則 >,(O，y 2 (*)]_0 ，有解 


MO -° i (0 


y 2 (0 

Wo* 


心⑴ ~ a 2 ( t ) 


y ,(0 

no ' 


注 


当方程二阶项系数仏（*)#1时跃度为 ^y， 


上两式中 


『0)改为 P 0 ( O 取 （*). 

( C ) 再利用 UXG ] =0 (i = l ,2) 可得两方程（右端函数已知） 
b i ( t ) U i [ y l ] +6 2 ⑴ "i[y 2 ] =… (* = 1 *2). 

由 A — 0,可解出6 1 (0,6 2 (0.代人0>)的结果，求得 <1 ,(0，<* 2 0). 
即有格林函数 C (: M ). 


(2) 当 y, =y 2 =0 时，非齐次边值问题的解为 y= | 4 G(*, 

0/(0也而 71 ， 72 不全为零时可先（如用待定系数法）求/(*)=0 
的齐次方程边值问题的解 y 0 ( x ). 非齐次边值问题的解为 y = 

y 0 (*) + fcU,0/(0 心，其中 G(*，0 为齐次方程边值问题的格 

J a 

林函数. 


6. (1) 先求边值问题 y w =0，y(0) =1，/(1) =2 的解. 方程 
有基解组 y, =1，/ 2 =*_通解为7 = 0 1 +c 2 * .代人边值条件有解 y = 
1 + 2x . 设边值问题 /=/(*)，y(0) =0，/(1) =0的格林函数为 


G ( x , t ) 



<*|(0 + a 2 ( t ) x , 

MO + f > 2 ( t ) x . 


O ^ x ^ t , 


由齐次方程边值条件得^。） = 0 , b 2 (O =0.利用第5题结果，有 
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b ,( t ) - a ,( l )= - 


no 


f > 2 (0 - o 2 (0 


WU ) 


解得 6,(0 = - t , a 2 ( t ) = -1. 即格林函数为 

0 矣 * 矣 t ， 


G (, x , t )= 


- x , l 

=u ， ， 


矣： c 矣 1. 


解为 y = - f g t /( t ) dt - f l x /( t ) dt . 最后，原非齐次边值问题的解为 
y = 1 +2x - J tf ( t)dt - j xf ( t ) dt . 


(2) 齐次方程的两个线性无关解为 y , , y 2 =1，令其格林 


函数为 


r « i (0 


G ( x , t ) = 


X 

MO 


■ a 2 ( t ), O ^ x ^ t , 


■ b 2 ( t ) , 


利用第 5 题（注意这里 Pq (*) =* 2 )有 

1 


MO -a,(0 = -- 


P 0 ⑴取⑴ t 2 -r 2 ’ 

由边值条件 y ( l ) =«/(1)得 6,(0 +6 2 (0 = - ab . it ). 又由当 
*—•0 时 y (*) 有界条件知，应取 a ,(0 =0. 于是有 6,(0 = -1, 

6 2 ⑴=1 + a , a 2 (/) =1 格林函数为 


G ( x , t ) = 
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(3) 齐次方程是欧拉方程，可令代人得 / C ( A ：-1) + 
2 K = K ( K + l ) ^^，有通解^^ + C 0- 1 . 用常数变易法，令 y = 
c i (*) +c 2 (x)x~' y' =c\+c' 2 x~ x -< ： 2 厂 2 ，设 <;; +c' 2 x~ l =0,于是 
y '= - c 2 x ~\ y = - c ;*- 2 + 2c 2 *- 3 .将其代入方程得 

x 2 y n + 2 xy '= - c ； +2 c 2 x~ l -2 c 2 *'' = - c ' 2 =/(*)， 

c 2 = ~ f 


而由 c; +c' 2 x - 1 =0 又有 c; = -c；*' 1 =x' l f(x) ,c, = ^ r'/(t)dt. 

最后得非齐次方程的特解 y = £ (r 1 - x -')/( t ) dt . 其通解为7 = 

C . +C 2*" + O '' 利用边值条件有 C2 = - C| = 

f /( Odt . 于是有 y =| (* _l -i)/(t)d£+j" (r 1 -i)/(odt. 可定 
义格林函数 


边值问题的解为 


G ( x , t ) = 



1幻矣*， 

x^t^3. 


y ( x ) = G ( x , t ) f ( t)dt 

7. (1) 当 A = 0 时，方程有通解 y = c , + c 2 x . 边值条件为当 
|*|-> oo 时， y (*) 有界即要求 C2 =0,边值问题有解 y = c .即 a =0 
为特征值， y = c 为特征函数.当 A <0 ，A =时，方程 y"-fiy = 0 
有通解; + c 2 chp ， 由边值条件知有 C| =C2 =0,边值问题 
无非零解，当 A >0 ，A = a 2 时，方程 y 〃 + a 2 y =0 有通解 y sqcos a * + 
c 2 sin 对任意 c , , C 2 均满足边值条件_故边值问题有特征值 A = 
a 2 >0,特征函数为 y = c,cos ax + c 2 sin ax . 

(2) 当 A = 0 时，方程有通解 )• = c , + c 2 x . 代人边值条件得 c ,= 
c i + c 2， c 2 = - c 2 ，边值问题有解 y = c •即 A =0 为特征值 ， y = c 为特 
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征 函数. 当 A <0， A = -/4 2 时，方程7”-从 2 7=0有通解;^ = 
c , sh / w ：+ c 2 ch /^， 由边值条件应满足 c 2 = c , sh /x + c 2 ch ^,/ ac ,= 
-/ i ,( c,ch fi + c 2 sh /x) c, = c 2 (csch //■ - coth 弘） _ 边值问题有特征 
值 A = -ft <0,特征函数为 y = c(csch \i - coth / x ) sh / x * + cch / x *. 
当 A >0 ，A = a 2 时，方程 y n + ay =0 有通解 y = c , cos ax + c 2 sin ax . 
代人边值条件得 c i = c,cos a + c 2 sin a , ac 2 = oc 丨 sin a - ac 2 cos a . 得 
c 2 = c,(esc a - tan a ). 边值问题有特征值 A = a 2 >0,特征函数为 
y = ccos ax + c ( esc a - tan a ) sin ax . 

(3) 此为[书附录 I §4 例 10]. 非齐次边值问题可化为两个 


(半）齐次边值问题 


y " + \ y = 0 , y ( 0 ) = a , y ( ir ) =)3; 
y " + \y = f (, x ) , y (0) = y ( ir ) =0. 



分别求解后再 叠加. （*) 在[书附录 I §4例 9] 中化为边值问题 


(** ) 求解，其中 /(*) = - [ h '\ x ) +\ h ( x )]. ( ** )在[书附录 I 


§4例 8] 已详细讨论.综合得 


当 sin yf \ TT ^0 时，非齐次边值问题 （* ) 有解 

ri («) = - f G ( x , t ,\)[ h n ( t ) +\ h ( t)]dt + h ( x ) , 

Jo 

其中 W *) 为满足边值条件 y (0) = a , y ( TT )= 々的任意二阶连续可 


微函数.而 （** ) 有解 

y 2 ( x ) = | G ( x , t ,\) f ( t)dt (0^*^ ir ) , 

J a 

这里 G (* 山人）为（ **) 的格林函数[书附录 I §4-(40)]： 
sin yf\t • sin (tt - x ) 
y^Tsin ^/Xt: 

sin - J~\x • sin yX ( tt - 1 ) 

yX"sin vXtt 

于是，由 y ( x ) = y , (*) + y 2 (*) 得非齐次边值问题的解为 
y (*) = J G (*, t , A ) 1/(0 - [ h "( t ) + \ h ( t ) ] ( dt + h ( x ). 


G ( x , t ,\) 


O ^ t ^ x , 


X ^ t ^ TT . 
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当 sin -/\tt = 0 时，艮 P <\= A . = n 2 (n = ±1,±2，“.） 时，若对 
给定 /(*) 及适当选择的 /»(*) 满足条件 

[/(Osin tdt = 0, f [ h n ( t ) + A * A (0 ]sin tdt =0, 
j 0 J 0 

则非齐次边值问题有解 


y ( x ) = csin 



lh ”（ t ) + 入 . h ( t ) 



sin A * (x - t)dt + h ( x ). 

否则，只要有一个条件不成立，非齐次边值问题无解. 
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第九章期中、期末及硕士研究 
生入学试题 


§9.1 期中、期末试题套题 （1) 

§9.1.1 期中试题套题 （1) 

1. (每小题10分，共30分）求解下列微分方程 

dy = 3 y -7 a ： +7 t 
⑴ d 厂 3*-7 y -3’ 

(2) ^-2^=0； 

QX (IX 

(3) j |-13^+36 y =3 sin 6 x . 

2. (12 分）试求具有下述性质的曲线，即曲线上任一点的切 
线介于两坐标轴间的部分被切点等分- 

3. (15 分）对于微分方程 

( y 2 +2 xy)dx - x 2 dy = 0， 

(1) 验证该方程不是恰当 方程； 

(2) 在方程两边乘以 y " 后，确定 n 的值使之成为恰当 方程； 

(3) 求该方程的通解. 

4. (13 分）求初值问题 

= -* 2 +y 2 ，/?:M 矣 1 ,0^y^2, 
ax 

y (0) =1 
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的解的存在区间，并求第二次近似解，给出它与真正解在该区间上 
的误差估计. 

5. (15 分）对于二阶线性微分方程 

^ +Pl(x) f x+pAx) y=0, 

其中 P ,(*), P 2 (*) 为连续函数 • 

(1) 若存在常数/»，使得 m 2 + mp , (*) + p 2 (*) = 0,证明 y = 
是方程 的解； 

(2) 利用 （1) 中的结论和相应的变换，求方程 



的通解. 

6. (15 分）给定微分方程 

^4 + 8 ^ +7y = q(x) , 

其中 9(*) 在 [0, + » ) 上连续，试利用常数变易法 证明： 

(1) 若 d *) 在[0, +00 ) 上有界，则此方程的每一个解在[0, 
+ » )上有界； 

(2) 若 lim q(x) =0,则对此方程的每一个解 y (*) 都有 

lim y(x) = 0. 

§9. 1.2 期末试题套题 （1) 

1. (10 分）证明方程组 

11 -25 i 

x 

4 -9 

不存在形如 U , e Al ‘， U 2 eW 的基本解组，这里 A ,, A 2 S 该方程组的系 
数矩阵 A 的特征值. 

2. (15 分）求解初值问题 
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■10 0 • 


「 0 


roi 


2 1 -2 

■ 3 2 1 . 

X + 

0 

. e’cos 2t. 

, x(0) = 

l 

. 1 . 


3. (15 分）设 /(0 是以 f 为周期的连续周期函数.对方程组 


dx 

,^y +x 

d/ 

dt 

dx 

-^y. x 

dt 

dt 


•y =/(*), 


• y = 0. 


(1) 求出它的通解表 达式； 


(2) 求出它的以 f 为周期的解. 

4. 03分） 证明： 方程组 

( dx 3 

-dt =y ~ x * 

ft = - 2 “ 3 ” 3 ) 

的线性近似方程组的零解不稳定，但原方程组的零解是渐近稳 
定的. 

5. (13 分）确定非线性微分方程组 

完 = -y~x(x 2 + y 2 -1)(* 2 +y 2 -4), 

^ = x - y ( * 2 + y 2 -1)( * 2 + y 2 -4) 

的极限环及其稳定性. 

6. (14 分）对于微分方程组 

d 7 = * + ^ 

dy 

—=ax + by ^ 
at 

设<*_6，且（6 + 1) 2 #4(6-<1),6_-1. 
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(1) 判断奇点 （0,0) 的 类型； 

(2) 当 a ，6 为何值时，零解渐近稳定？并 证明： 如果零解渐近 
稳定，则不存在极限环. 

7. (每小题10分，共20分）求下列方程的通解及满足给定条 
件 的解： 

( 1 ) (z 2 -2yz - y 2 ) u, ^ {xy ^ xz)u y -¥ {xy - xz) a x = 0 ； 

dz dz 

yz — + xz — = xy ^ 

(2) J dx by 

x = a 时, y 2 + z 2 = a 2 . 

§9.1.3 期中试题套题 （1) 解答 


1. (1) 右端线性 • 方程 3 ： r-7x+7=0,3:-7y — 3=0 有解戈 

=1 ，y =0. 取变换 x =x -l,y = y ， 方程化为齐次方程 g ^ 

再令 y = ux 9 dy = udx + idu ，有 

xdu 3u -7 dx 3 -7a , 1 / 2 

U + —:— =- • = QU =- 1 - 

dx 3 -7u x lu -7 7 \ u - 1 

积分得 i 7 (u-l) 2 (u + l ) s = C ，解为 

( 卜 1)7 (^I _1 )( 

(2 ) 缺 y,〆 . 令 y”=p, 方程化为 *〆 -2p=0,^-=2—,p = 

P x 

cx\ 于是 


5 

+1 =c, (y-x + l) 2 (y+«-l) 5 =c. 

x — 1 



y" =p=cx 2 ,y' = y* 3 +c 2 , y = ^rx* + c 2 x +c 3 =c,* 4 + c 2 x+c 3 . 

解为 y = c i x* +c 2 x + C 3 ，其中 c ,， c 2 ， c 3 为任意常数. 

(3) 齐次方程的特征方程 A 2 -13A +36 = (A -9)(A -4) =0 
有根 A =4,A =9. 方程右端属于 II 型， A=0 ， m=0. 特解可设为 y = 
acos 6x + 6sin ，于是 

y' = -6asin 6x +66cos 6x,y" = - 36ocos 6x -366sin 6x, 
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^ 2 y 

dx 2 


-13 +36 y = 一 13 x 66 cos + 13 x 6 asin 6 x 

dx 

= 3 sin 6 x , 

_13 x 66 =0,13 x 6 a =3,6 = 0 , a = 

26 

方程的通解为 y = c , e 4 * + c 2 e 9 * +^sin 6 x ， 其中4,0 2 为任意常数. 

2. 见[书习题 2. 1 -6] 及 [§2.4.3 -6]. 

3. (1) 因¥-^=办+4#0,方程不是恰当 方程. 

ay dx 

(2) 方程两边乘以/后方程变为 （ y " +2 +2 xy n *')dx - x 2 y m dy = 

0 ,有 ^-^ = (n+2 )(， + l +2 x /)， 当取/»= -2 时方程为恰当 
ay dx 

方程. 

(3) 由 （2) 方程有积分因子厂 2 •方程两边乘以厂 2 ,变为 

( l +2* y " 1 ) d * - x 2 y _2 dy = 0 ， 

d (y) = 个 +t) =0 ， a 

方程有积分式 xy + x 2 = C y ，其中 C 为任意常数.另有解 y =0. 

4. 因方程右端在定义域上有连续偏导数，初值亦在/?内， 
且由初值条件有|*-0丨 在 1， | y-l | ^ l,o = 1,6 = 1及似= 

| - * 2 + / | = 4 - 得解的存在区间 1*1 矣去 ■=+. 

因要满足初值条件，可令7。（幻=1，于是 

y t ( x ) = y 0 + I [ - x 2 + y 2 0 ( x)]dx = 1 + f ( - x 2 + l ) d * 

J 0 J o 


dx + ^ + x - 

y 


9 X + 一 = c. 

r 


max 

(x,y) c R 


r 2 (*)=ro + / o [-^ + r ： (*)]d* 

=1 + J : 卜 2 + ( i + *-+* 3 ) 2 卜 
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f 0 ( l+2x - 


+个 


=1+ 出 --X + - X . 

即第二次近似解为 y 2 (x) =l+x+x 2 -^x 4 -^x s +J-X 1 . 

o 15 o 3 


由 M =4 及 L = max 

(x t y) e R 


^ max |2/|=4，且/1取(1 = 1及 

(*,y) kR 


瓦=了中最小者即/，可得在区间卜丨矣 1 内第二次近似解的 


误差估计为 

ly ⑷”“ •， = i ^ x( ^4 

5. (1) 将7 = 6 _代入方程有 

wi 2 e m * + p l ( x ) me mx + p 2 ( x ) e mx = e mi [ m 2 + mp { ( x ) + p 2 ( x ) ] ^0. 
故7 = «~是方程的解. 

⑺方程化为 + •试解 


m 2 

X - 1 X - 1 

X . 1 「 I~X \ 2 ~ ] ~ 1 ~ X ± (x - 2 ) 

m= 2(7rry ± TV(^T) - 4 ^t = -2u-d ’ 

得 m = 1 . 仅 m = l 为常数，方程有一解 y , = e *. 4" X = = 

e 、 则有 

y f = e x z + e*z , 9 y m = e x z + 2e M z f + e*z". 

代入方程得 

+ 2e s z f + e % z" —r( e x z + e*z ; ) + — e*z = 0, 

« - 1 x - \ 
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再令 z '= u ， 代人可得 


du 

u 


叫 2 _^ l ) u=0 ， 

-~ ~^dx = ( ~~y - 1 j d* , In I u I = In I« - 1 I 


即 u = ( x - l ) e _ *， 2 , =» e -*- e - 'z = ( - 1 ) e "* + e '* = - xe ' x . 

变回 y ， 最后得特解 y 2 = 两解线性无关，方程的通解为7 = 

c,x + c 2 e % 其中 c ,， c 2 为任意常数. 

6. 见[书习题 5.2-13] 及 [§5. 4.4-13]. 


§9.1.4 期末试题套题（1>解答 

1. 矩阵 A 的特征方程 （A -11 )(A +9) +100 = A 2 -2 A +1 = 
(A -1) 2 =0, 有 2 重根 A , = A 2 =1，故 u 1 e A "， u 2 e '* 2 ‘线性相关，不能 
是基本解组. 

2. 齐次方程的特征方程 

A-1 0 0 ■ 

-2 A -1 2 =(A -1)( A 2 -2 A +5) =0 

.-3 -2 A -1. 

'■ 

有根的特征向量满足 

. U 3. 



• 0 

0 O ' 



o - 

( A ,£- A)ii = 

-2 

0 2 

u 2 

= 

-2 u , +2 u 3 


-3 

-2 0. 

, U 3. 


.-3 u , -2 u 2 . 



■ 2 ■ 


■ 0 _ 

有解 u =a 

-3 

. 2 . 

- 同样， A 2 . 3 = 1 ±2 i 有特征向量 i > = 芦 

1 


a #0,/3_0 为任意常数. 
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方程有基解矩阵 



■ 2e‘ 




0 




0 


少⑴ = 

-3e' 


y [ 


-e (, - 2i, 

'] 

1 , . (1 
T (,e 

+ 2i>l 

-ie ( '- 2i), ) 


2e' 

1 

"2 

-[ - 

-ie (, 

*2i)t 

+ ie n - 

2i)i j 

+ [ eU 

-2i)l 

+ e <1+2 ° , ] 


2e 


0 



o - 





= 

-3e* 

e’ 

COS 

2t 

- e 

'sin 2t 






- 2e* 

e 1 

sin 

2t 

e’cos 2 尤」 






由 


0 -'( 0 )= 


det 0(0) 


-2 


0 O' 
2 0 
0 2 - 


2 

2 

2 


0 0 

1 0 
0 1 


得 


exp(AO = 0( t)0~ l (0) 


3 3 

—+ —cos 2t + sin 2t cos 2t 
2 2 


1 + —sin 2t - cos 2t sin 2t 


0 

- sin 2t 

cos 2t 


利用非齐次方程的常数变易公式 

<p(t) = [exp(«A) ]i| + f exp[ (i - i)A]/(s)ds, 

得 

<p(t) = [exp(tA) ]” + 



■ 1 0 

o i 

0 1 

j/'' 

* COS 2(^-5) 

-sin 2( t — 5 ) 

0 


_ * sin 2(1 -s) 

COS 2(^-5) _ 

_ e'cos 2s. 
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0 


0 


.+ —cos 2t + sin 2t cos 2t - sin 2t 

=e 2 2 i| 

3 

1 + —sin 2t - cos 2t sin 2t cos 2t 


t -2cos 2^sin 2 (2l) - sin 2t(4t + sin 40 ] 

e 8 

士 [cos 2t(4t + sin At) +2sin 3 (2’)] 

- 8 

3. 令 u =戈 +y,t; -y ， 方程变为 

du r/ v 

石 … /(o ， 


进一步化为 


+ v=f(t). 


齐次方程的特征方程 A 2 +1 =0有根 A = ±i ，基解组为 I ；, = cost , 
V 2 =sitw. 由常数变易公式得通解 

/、 / X / X [' V 2 (0»i(s) -^(Ov^s) 

V(t) =¥■ ⑴ +C ^ (0 + Jo WMs ), v 2 ( S )] f(5)dS 

=c, cos t + c 2 sin ^ + f ( sin tcos s - cos 裏 sin s)f(s)ds. 


=-c,8in t + c 2 cos t + I (cos tcos s + sin 在 sin s)f(s)ds. 
Jo 

(1) 方程的通解表达式为 

*(0 =y( U +t；) 
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=* 2 "[ ( c , + c 2 ) cos f + ( c 2 - c , ) sin / + 

I [ (cos t + sin t)cos 5 + ( sin ^ - cos s ]/( s ) ds ] 

Jo 

y (0 = y(u - v ) 

=( c 2 - c , )cos t - ( c , + c 2 )sin ^ + 

I [ (cos ^ - sin t)cos s + ( sin ^ +cos O^in 5]/( s ) ds ], 

J o 

其中 c ,, c 2 为任意常数（亦可令 h = y ( c , + C 2) , g 2 =+ (C2 - C|) 再 
简化之）. 

(2) 它的以矛为周期的解应有 *( 号) =*( o )， y (矛) = y (0) » 
即 


由此得 


( c 2 - c , ) + f ( cos s + sin s )/( s ) ds = c , + c 2 , 

J 0 

-(Ci + c 2 ) + f (- cos s + sin s )/( s)ds = c 2 - c ,. 
J 0 

1 rf 

c , = — I ( cos s + sin s )/( s ) ds ， 

2 J o 

1 rf 

c i = ~2 J ( - cos s + sin i )/( i ) ds . 


于是 


e (0= y[ CO8t /„ J sin sf ( j ) ds - sin t j 2 cos s /( s)ds + 

f [ ( cos t + sin f)cos s + (sin t - cos t ) sin s ]/( 5 ) ds ], 
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y(t) [- cos t f cos s/(s)ds - sin i J sin s/(s)ds + 

I [ ( cos f - sin t ) cos 5 + ( sin t + cos 丈 ) sin s ]/(5) d 5]. 

Jo 

4. 线性近似方程组为 @= y ，$=0 •有重零特征值，解为 * = 

d， y = c .零解不 稳定. 对原方程组，取定正 V 函数为 V = x * + y 2 , 则 
V =4 yx 3 -4 x 6 -4 yx 3 -4/= -4( x 6 +/) 定负，零解渐近稳定. 

5. 取极坐标 * =rcos 0 ,y = rsin 设，方程组* =X,jr = Y 化为 

r = ^lcos 6 + Ksin 6 , r 6 - - ATsin d + Kcos 6. 

即原方程为 

r =[_ y —»( r 2 _ l )( / " 2 — 4)] cos 0 + [x - y ( r 2 - 1) ( r 2 - 4 ) ] sin 6 
= - r ( r 2 - l )( r 2 -4), 

r 0 = -[ -y - x ( r 2 -1)( r 2 - 4)] sin 0 + 

[x - y ( r 2 -1)( r 2 -4) ]cos 6 = r , 0=1. 

于是方程组有平衡解/"=0，0 = «;»' =丨，0 = «和1'=2，0 = «.且 

当 r >2, 有 f 〈(^因此’若/^“乂肩沒⑴：^— +如时/^) 

— ^2； 

当 2> r > l ， 有 f >0,因此，若 2 >KO >1，则 00) =<-► + * 
时 r ( t )—^2； 

当 1 >/">0，有 （ <0,因此，若 1 > r (0 >0,则 0(0 =«— + 00 
时有/ "0)—0. 

即极限环/ +/ =4 稳定； 极限环* 2 + y 2 =1不 稳定； 奇点（0, 
0) 渐近稳定. 

6. 由条件知，线性奇点有 

p - - (6 + 1)#0,7=6- o ^0, 

A = p 2 -4<^ = (6 + l ) 2 -4(6 - a ) ^0. 

因此 

(1) 奇点 （0,0) ia >6 时为鞍点；当 a <6， A >0 时为 结点; 
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当 fl <6， A <0 时为焦 点. 

(2) 当 p >0, 9 >0 即 a <6< -1 时零解渐近稳定.由于线性 

方程组有特征值 A K2 =-^-( -p ± ) ，方程组有通解*(0 = c n e A| ' 

+ c 12 e A2， , r = c 21 e A "+ c M e Aj , . 若零解渐近稳定，则有 Re A K2 <0.在 
全相平面上当 t -* oo 时轨线（*(0,7(0) — (0,0)，不可能存 
在周期解，更不可能存在极限环. 

7- (1) 见[书 §7习题 2(2)] 及 [ §7.4.3-2(2)]. 

(2) 特征方程为生=处=赵有首次积分电=处 ， ydy =油， 
yz xz xy yz xz 

y 2 -* 2 =c, 和兰=矣，油 =*d* ， z 2 -* 2 =c 2 . 它们线性无关，因此，方 

7 Z x 7 

程的通解为 4>( c , , c 2 ) =0( y 2 -X 2 , z 2 -X 2 ) =0. 由方程条件知有 
y 2 + z 2 = c , + c 2 +2 a 2 = a 2 , c , + c 2 + a 2 =0, 

即应有关系式 

y 2 + z 2 -2 x 2 + a 2 = 0. 

§9.2 期中、期末试题套题 （2) 


§9.2.1 期中试题套题 （ 2) 

— 、计算题 

1. (24 分）求下列微分方程的 通解： 

( 1 ) xy' - yin y = 0; 

(2) ydx + (x 2 -)dy = 0 ； 

(3) xy' -y - y/x -y 1 = 0 ; 

(4) (x +y)dx + (3y + 3x -4)dy =0-, 

(5) (x-2)y , = r +2(x-2) 3 i 

(6) (y 2 -6x)y' +2y =0 ； 
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(7) W =0; 

(8) / = (/) 3 +/. 

2. (24 分）求下列微分方程满足初值条件的 特解: 

(1) y w + (/) 2 = l , y (0) =0,/(0) =0； 

(2) y " - \ 0 y ' + 9 y = e 2% , y (0) = y -, y , (0) =^; 


(3) xy ' + y =2 / xy , y ( l ) =1; 

(4) 2 y " - sin 2 y =0, y (0) =-^-, y ， (0) = 1 ； 


(5) (1 - x ) y , -y = l +*, y (0) =0； 

(6) y 3 y + 1 =0, y ( l ) =1，/(1) =0. 

3. (6 分)设可导函数央 (*) 满足？ >(*) cos »+2 f ^( t)sin tdt = 

j 0 

* + 1，求供 （*). - 

二、证明题 

1. (6 分）试证 y = c l x 2 + c 2 * 2 ln I * I 是方程 x 2 y " - 3 xy ' +4 y =0 
的通解. 


2. (10 分）设 /(*，y) 和^^在区域 G 内连续， U。,％) 是 

dy 

区域 C 内的点，: K = pU，* e ，y。） 是微分方程/ =/(*，y) 满足初值条 

件^。）^的解，试证和在区域 G 内 

o x o dy 0 

存在且连续. 

3. (10 分）设 y ,(*) 和 y 2 (幻是微分方程/+ 〆 *)/ + 

|y,(*) y 2 (*) 


9 (*) y = 0 的两个解，记 W ( x ) = 


ri(*) y'lix) 


，则 『（ x ) 


tr(* 0 )exp [ - I p ( t)dt ]. 

三、应用题 

1. (10 分）设河边点0的正对岸为点>1，河宽 =/ t ，两岸为 
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平行直线，水流速度为 fl ， 有一只鸭子从点/ I 游向点0,鸭子在静 
水中的游速为 b，b > a ， 假定鸭子游动方向始终朝着点0 ，试求鸭 
子游过的轨迹方程. 

2 . (10 分)设有一条均匀、柔软的绳子，两端固定，绳子仅 受重力 
作用而下垂，试问该绳子在平衡状态下显现出一条什么样的曲线？ 

§9.2.2 期末试题套题 （2} 

— 、是非题（每小题3分，共30分） 

L 方程砮 + in y 通过原点的解只有一个. 

2 . 方程碑 通过原点的解的最大存在区间为 -2 <* <2. 

3. 若函数 /(*， y ) 在区域 G 内连续而且关于 y 满足利普希茨 

条件’ U ， yo ) eG ，则常微分方程 S = / U ， y ) 满足初值条件 

y (*。） =7。的解 y = < P (*，％， y 。） 作为 *，％， y D 的函数在它的存在范 
围内是连续可微的. 

4 - 常微分方程 g +2 

幻的特解，其中4和 fl 为常数. 

5. 常微分方程 g =3 y -/ 的特解 y =3是渐近稳定的. 

6 - 若二阶线性驻定方程组对应的特征方程有纯虚根，则其奇 
点必为中心. 

7. 设 ，* 2 ，… ，* n ) = i = 1，2 ，…， ；i - 1 ) 是方程组 # i = 

尤 I 

=^的 / 1-1 个首次积分，则 & X i ( x i , x 2 t -, x n )—=0 

2 n iTi dx k 

的通解可表示为《 =少（史,，史 2 ,…，史„_,)，其中 CJi . = 1,2,…， 
n -1) 为常数，0(%，史 2 ,为其变元的任意连续可微函数. 
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8. 偏微分方程 y 努 4 空 =* 2 -y 2 的通解可表示为少 U 2 


dx dy 

y\xy + u) =0, 其中少（史 , ，史 2 ) 是其变元的任意连续可微函数 - 

7 da: dy _ 
y - u 

du 


9 . 偏微分方程 ^ + 的特征方程 Y 


dx 

fd7 


= 2y+y 2 , 


11 =- 


h * 2 


的零解的稳定性态与 


f 莹 


= 2 r . 


[fr- 


的零 


y y 


解的稳定性态一致 . 

二、计算题（每小题 10 分，共 40 分） 


试求 


^l + . 

dx 


2. 试求 f 


y(2) =y 

y 3 y n + 1 = 0 , 

ly(D =i ， /(l)= 


的解 • 


的解 . 


3 - 试求 + h + 的通解 • 


4. 试求 < 


f 莹 


= 2y ， 


处 = _ 

.dt 


的通解 . 


三、 证明题（每小题15分，共30分） 

dx 2 3 

~^=y -* * 

1 . 试证方程组 的零解是渐近稳定的. 

dy 3 , 

十 = -yx e 

Idt 

2 . 设 ，* 2 ，…， *- ) ( ^ = 1 ， 2 ,…， n - 1 ) 和 /(* i ，*2 ’ ... ， 
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l - i ) 都是连续可微函数，且,* 2 , #0. 试证柯西问题 

n 

f X ，*”... ，o jr = °^ 

- 1 dXi 存在唯一解，其中 < 为任意给定 

= f(X"X 2 ，…， xj 

的数. 

§9.2.3 期中试题套题 （2) 解答 

一、 1. ⑴分离变量得 ^ = 志=^1， 积分得 ln(lny) 
= In « + c , In y = cx,y = ce \ 另有解 y = 1. 

( 2) $ = ^(T^o 卜，积分得 1 n M = 

-^-(lnU| -ln|4 - x \) 

中 y=o 含于通解中. 

(3) 方程两边同除以太可化为裝 -j-sgn^ 小-⑸ 2 = 
0,是齐次方程，可作变换 y = 似 ，因 g = ^ + u ，方程变为 
sgn(*) 7l - u 2 =0,分离变量得 = sgn ⑷生.积分得 arcsin “ _ 

/I -u 2 x 

sgn(*)lnU| =c. 原方程的解为 arcsin^--sgn(x)lnU| =c ，其中(: 

为任意常数•另外，“ 2 =1亦为方程的解，即原方程还有解 y = ± *. 

(4) 令*+丨=以，方程化为“（(：11*-(1>0 + (3u-4)dy=0, 
udu + 2(a—2)dy=0. 于是 

2dy= 表 = ( 占 - 1 卜， 


积分得 
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2 y = -21 n |2 - u I -u + c ,(2 - u ) 2 = ce" (2r + u> . 

通解为 （2 - x - y ) 2 = ce " <,+3 y ) . 由 u = 2 产生的 x + y = 2 也是解，但 
已包含在通解中. 

(5) 方程化为/ =-^-+2(* -2) 2 ,为非齐次线性方程，有解 

y = J 2(* - 2) J "' d * + c ] = (* - 2)(* 2 -4* + c ). 

(6) 方程化为岩 = $- f , 为*的非齐次线性方程，有解 

* = J>( _ J"yy ,_3 dy + c ) = + c ) = + Cy3 ' 

还有解 y =0. 

(7) 令2 = /,方程化为+2=0，即_= -$，积分得以= 

z X 


c ,. 于是/ ■有解 y = c , ln | a :| + c 2 . 

(8) 令 z = /，方程化为 〆 =/ + z . 有如 = z ^{) 

& -点卜 积分得 

* + c = In I z I - 4 "ln ( z + 1), — . . —— = ce * ， 

L y z + 1 

z _ 2 2 * 2 _ ce * _ , ce " - 

? n =ce ,z _ r ^ ’ yr ^ v 7 ' 


于是， =± 7 f ^， y=± 

有解/ = 0 ，y = <：,已在其中. 


• d(ce*) 


± arcsin ( ce*) + 5 .还 


2. (1 ) 令 z = / , 方程化为 〆 + / = 1 •有山 c = = 

+(7^-占卜积分得 2 “ 6 = 111 肖’^1 = ’由初值条 



件得 C = -1，从而有 - e 2 l , z =^|. BP /=€，再积分有 

y = ln(ch x ) + c . 再利用初值条件得 c =0. 特解为 y = ln(ch x ). 

(2) 特征方程 A 2 -10 A +9 = (A -9 )(A -1) =0 有特征根 

A = 9 ，A =1. 设特解为 y = ae x . 代人有 4 a - 20 a + 9 = 1 ，a =+. 方 

程的通解为 y = 6 e 9 W 代入初值条件，有 6+ c+y = 

■ y ,96 +c + 1 = 今. 解得86 =¥，6 =^pc = j^-b = - - 特解为 

47 9, 7 . 1 2l 

y = u2 e - m 6 + y e - 

(3) 设 z = 方程化为？ =*/+y = 2 -Jz ,-^p = d *, 积分得 

2 Vz 

V * = * + c , 解为 = x + c . 代入初值条件，有 C =0. 特解为 yfxy = 
x , y = x . 

(4) 令 z = y ’， y * = 2 ’ = 岩兹 =z 老.方程化为 2 z ^ - sin 2 y = 

0,2 zdz = (sin 2 y ) dy ， 可积分得 z 2 = - -^-cos 2 y + c , 由初值条件有 

0 =+.即？ - cos 2 y ) = sin 2 y，z = ± sin y , 由初值条件知应 

取 2 = sin y ， y ’ = sin y , 丁^ = d *， 再积分得 In tan 务 = x + c , 
sin y L 

tan -^- = ce \ 由初值条件有 0 = tan 子 =1. 特解为 tan = e *. 

(5) 方程化为为线性方程.有解 

r = e / T ^[/ f ^* (*- 1 )如“]=占卜++/+ + 

由初值条件有 C =0. 特解为 y = x ^ x \. 

2(1 -X) 
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(6) 令 z = y ’， y * = z ’ = 岩裝.方程化为 y 3 z 岩 + 1 

zdz = -与，可积分得 z 2 = y - 2 + C . 由初值条件有 C = -1， 解为: 

y 


A ' 2 -!, 


dy — ydy 

■ Jy ：i - i ~ -y 


= 士 d * ，再积分得 s/l - 


: F 2*+ d . 再由初值条件有石 = ±2.特解为 /I = ±2(1 - x ), 

y 2 = I -4(1 - «) 2 ,BPy = ± yi -4(1 -*) 2 . 

3. 等式两边对 * 取导数，有 /cos * - ^>sin x +2 沪 sin * = 1 , BP 


<p = - ^ptan x . 


由线性方程求解公式 


If 丄 

V J COS X 


' xdx + cl 


=cos x ( tan a ; + c ) = sin x + ccos x 
得 < p ( x ) = sin x +ccos x , 其中 c 为任意常数. 

二、 1. 对 y = 有 〆 =2^ t y w ^2 9 x 2 y n - 3 xy r +4 y = 2 x 2 -6 太 2 + 
4 文 2 =0. 而对 y = x 2 ln \ x \ 9 也有 〆 = 2 戈 In I 欠 I + x 9 y ,f = 21 n I x I + 3 ， 
^ V -3 x / + 4 y -0. 均是方程的解.且它们之比不是常数，它们线 
性无关.故方程的通解为 y W 2 +¥ 2 lnx . 

2. 见[书 §3.3.3] 解对初值的可微性定理的证明. 

3. 可参考[书习题 4.1-6]. 直接证 明为： 

| y !(*) ri (*) I 卜 〆 *) y 2 (*) I 




rl (*) y;(*)I | y ?(*) y "(*)| 

y,(*) yi(x) 

-P(x)y\ ~q(.x)y l (x) -p(x)y ' 2 -q(x)y J (x) 

y t (x) y 2 (. x ) 

y t ( x ) y 2 (*) 

-p(*) \ = -p(x)W(x). 

yi(x) y 2 (x) 


可解得取 (*)= 妒 (* o)exp [ - j " p ( t)dt J . 

三、 1. 直角坐标系 0* y 中点 0 为原点，点 4 为 （0>), 鸭子游 
动时坐标为 （*，； K ) .鸭子游动时水流拖慢了鸭子的速度，而鸭子游 
动方向始终朝着点于是鸭子在*， y 方向上的运动速度分别为 

x ' =a - bx . , y ' =- by . 初值条件为 *(0) =0， y (0) = 


* =« - —,r = - / . 忉 m 汆忏刀 =u,y^u； = 

vV +/ vV+r 

h. 解方程，令 x =uy,dx = udy +ydu ， 有 

du dx a Jx 2 y 2 - bx a r~i — — 

y Ty = Ty- U= - Vy - U= -T^ U +1 * 

q dy du 

b y _ y^TT, 

夺 In Iy I = - ln( a + V^u 2 + 1 ) + c,y°( u + ->/u 2 + 1 ) 6 =c. 
b 

解为 * + y^ 2 +y 4 =cy¥ 代人初值条件得 c =ht 鸭子游动曲线为 
x + y/x 2 + y 1 - h T y~^~. 

2. 绳子为悬链线，见 [§4. 3. 3-(2) ， §4. 4. 2 -4(2 )] •悬 
链线 方程为 S=W i+ ( 飪，解 为厂 f 

§9.2.4 期末试题套题 （2} 解答 


一、1_ x (原点为奇点）. 

2 . x (- oo < a :<+ oo ). 

3. x (对 yo 不一定可微） • 

4. x (应为 * 2 eU + fi ：0). 

5. V (令 y = y -3 后，歹 f = -3 y - y 2 ). 

6. V (为共轭虚根 ）• 

7. x (还要求史,相互独立）. 

8. V (独立首次积分）. 
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9. x (应为 

\ y u xy ] 

10. V (无零实部特征值） • 

二、 1. 线性方程，有 y = e -/-^(| e 2 - d * + c ) = ^( c - e 2 -). 
由初值条件有 c = 2. 解为 y = —(2 - e 2 -*). 

X 

2. 令岩砮 =2 岩•方程化为心岩 + 1 = o , 

zdz = -#，可积 分得尸 = y _ 2 + C . 由初值条件有 c =0, 即有 

y 

z =— T , y ' = z = ± — , y 2 = ± 2 x +c 

y y 

再由初值条件得£= -1，0=3，解为/=2*-1，/= -2 x +3. 

3. 参看[书习题 7-2(8)]. 特征方程为 

y +z z +x x +y 
有 

d ( a : +y + z ) d(x - y ) d(y - z ) d(z - x ) 

2 (x + y + z ) y -x z -y x -z 

得首次积分 （* - y ) 2 (* +y + z ) = c ,,= c 2 . 它们线性无关，故方 

程的通解为 ^(( x - y ) 2 (*+ y + z ), j 5 ^J =0,其中0为变元的任 
意连续可微函数. 

4. 解1方程化为@=2$= -2*. 对应的特征方程 A 2 + 
2=0有特征根 A = ±^ i , 方程有通解 x = c t cos ^/2t c 2 sin y/2t. 
而由第 1 个方程有 r = y ^ = - yc , sin ^2 t + ^-c 2 cos ^2t = 
c,sin -Jit + S 2 cos 75" f ，其中 6,，6 2 为任意常数. 
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解 2 方 程化为尝= 2 1七.令4卷+^= 

r 差，有 2 ：差= - 2%•解得 zdz = - 2 xdx , z 2 = - 2 x 2 + , 即营 = z ：= 


Vc 2 -2 x 2 ，- 


dx 


-/c 2 - 2:2 


dt 9 积分得 j ： arc sin = 
^/2 c 


C 9 X ^ 


2 c { sin (^/2 t + c 2 ) ，而 y =^/2 c x cos (^/2 t + c 2 ). 


解 3 方程可化为岩 = ^, 2 ydy = -…,解为 2 y 2 +/ = c ^, 


代人方程有努 =^2 y / c ] -x , 


d ^; 


1 dt 




: =^ At，i 


- =^/ 2 t 


C 2, 


* = c , sin (-^/ + c 2 ). 而对 y 又有 贫 = -x = - c , sin(^t + c 2 ) ,y 


~^： cos (- j 2 t + c 2 )• 

V 2 

三、 1. 取定正函数 V = x 4 +2/,有 V ，= -4 x 6 -4 y 2 x 3 ( e x -1). 

5 

•由 * 3 ( e * -1) =/ +皆+…知在原点邻域〜0,1^常负，且^=0为 

y 轴* =0,它不含方程的整条轨线，故方程的零解是渐近稳定的. 

2- 见[书 §7.5 -定理 5] 的证明. 


§9.3 考研试题套题 （1) 


§9.3.1 考研试题套题 （1} 

1. 求下列方程的 通解： 

(,)J ： = ^l±2/ ; 

dx X y 

(2) ( y 2 - y)dx + xdy = 0. 
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2. 求微分方程 

y" +3y" +3y' +y = e' x (x -5) 

的通解，这里 y = y (*). 

3. 求方程组， =Ax 的基解矩阵，其中 JT 为三维列向量， 

^ -1 1 -2、 

A= 4 1 0 . 

,2 1-1, 

4. 求下列方程组的奇点，并判别其类型（即指出是焦点、结 
点、鞍点或者中心）和稳定性. 

(1) =x,y' = -y ； 

(2) x' = -4 a ; - y - 2 , y , = 2* - y + 4. 

5. 设 p (*) ，分 (*) 是区间 [<»，6] 上的连续函数， (*〉 ，/2(*)是 
二阶方程 

y n + p(x)y' + q(x)y =0 (*) 

的两个线性无关的解.证 明： 

(1) 方程 （* ) 的系数 />(*) ，</(*)由 y〆 *)， y 2 (*) 唯一确定； 

(2) y ,( x )， y 2 ( x ) 没有共同的零点. 

§9.3.2 考研试题套题 （M 解答 


1.(1)解1化为线性非齐次方程= 4( ^ +2 ^-=-7 

QX X X 

/+ 4 * 3 •解为 

/ = e 卜 (J 4x i x- i dx +c) = x\ . x -* +c )=-x*+ cx\ 

即 * 4 +/ = c * 8 ，其中 c 为任意正常数. 

解 2 右端齐次，令 y = 似，髮 = u +* 普，得 

du dy x* + 2y 4 1 +2u 4 1 + u 4 u 3 du d* 

x Tx = Tx~ u = ~^~~ u= ~^ —• u=_ Z" ， r77 = 7 ， 
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-^-ln 11 + u 4 I = In I ^ I + c t 1 + u 4 = cx 4 9 x 4 +y 4 = cx 9 . 
4 

解为 / + / =c / , 其中 c 为任意正 常数. 

(2) 分离变量得 &= 积分得 In 

x y(l -y) y 1 -y 


y-■ 


In I * I + c t --^-r - cx. 通解为 y = c*(y-l) ， 其中 c 为任意常数.另 
”1 

还有解 7 = 1 ， 7=0 ， *=0. 而 7=0 已含于通解中 . 

2. 此为常系数线性非齐次方程 . 特征方程为 A 3 +3A 2 +3A + 
1 =(A +1)' = 0, 有 3 重根 A = -1 • 齐次方程有通解 y=c, e ” + 
c 2 *e *+c 3 * 2 e- x . 由非齐次项形式，知非齐次方程有形如 y = 
:• 的特解.因 

y f = [(3x 2 -x 3 )B 0 + (4x 3 -x^B^e^ 

=[3B 0 x 2 + ( -B 0+ 4B,)x 3 -B,x 4 ]e-\ 
y" = \_ 6B 0 x - 3B 0 x 2 +3( - B 0 +4B, )x 2 - 
( -B 0 +4B,)x 3 -4B.X 3 +B lX *]e- % 

=[6B 0 x + ( -6B 0 +l2B,)x 2 +(B 0 -8B,)x 3 +fi,a: 4 ]e _x , 
y = [6B 0 -6B 0 x+2( -6B 0 +l2B l )x-( -65 。 +12B l )x 2 + 

3(fl 。 -SB t )x 2 ~(B 0 -%B x )x i +4B t x 3 -B,x 4 ]e'* 

=[6fi 0 + ( -18B 0 +24fl,)* + (9fi 0 -36B,)* 2 + 

( -B.+llB^x 3 -B iX 4 ]e-\ 

代人方程后得 

(6B 0 + 24B t x)e = e" x (x -5). 

比较系数有 6 仏 = -5,B 0 = 及 24 尽 =1,B, 士 即特解 为 7 = 

方程的通解为 

—% — x 2 ~ x 3 / ^ ^ \ — * 

y = c } e + c 2 xe -^c 3 x e + x I —x • 
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3. A 的特征方程为 

A +1 -1 2 

det ( A £- A ) = -4 A -1 0 = (A - 1) (A + 1 ) 2 . 

-2 -1 A +1 

有特征值 A = 1 及 2 重特征值 A = - 1. 需考虑方程组 
(A 一 £)“ =0和 （A +E) 2 v =0. 

对 


(A ~ E)u = 

■ -2 1 

4 0 

-2' 

0 

II = 

■ -2u, 

+ u 2 - 2 u 3 ~ 

4u, 


.2 1 

-2. 


2u_ 

f a 2 ■ 2a 3 


有解 ii = (0,2 a ， a ) T . 对 

•0 1 -21 2 「0 0 0 ■ 

(A +E) 2 v = 4 2 0 v = 8 8 -8 v 

.2 1 0 J U 4 -4. 

- 0 

= 8 v , +8v 2 -8v } = o , 

.4 w , +4 v 2 - 4 v 3 . 

有解 v =( iS ， y ,/3+7) T . 其中 a ， i 8， y 为任意常数. 

取初值向量为》|，有 t ? =« + »， 

Vil p - 

V2 = 2 a +7 ， 

La +^ + y. 

解得 


p = Vi^ = V2 + Vi .r = 2 V3 - Vi ~ 2 V\- 



o - 


Vx 

u = 

2 V2 ~ 2 Vi +2 Vi 

= 

2 巧 3 ~V2 


- Vi ~Vj ^Vi - 


. 2 巧 3 -V2~Vl . 
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解为 

x =e'Eu + e"'[E +t(A + E)]t> 

「 0 1 「 「0 1 -2-l-lf Vi 



0 "I 「 Vi +<( ~2i7 3 +Vi) 


=e* 2 t 7 2 -2-rjj + 277 , +e _, 2 t 7 3 -2^,+t(4i7 3 - 2 > 7 2 ) . 

- ^2 ~Vi + V \ 」 L 2 ^ 3 -^2-» 7 i +*(2773-772) 

取初值向量 1| 为（1,0,0)'(0,1，0) 7 ,(0,0,1) 1 时,得到以线性无 
关解为列的基解矩阵 

'e" te~' -2te~ l 

exp(At) = 2e* -2e _, 2e* - (2«+l)e - ' -2e +2(2f+l)e" 

- e -e" e -(«+l)e'* -e* +2(t+l)e" 

4. (1) 奇点为 （0,0) .系数矩阵为 6 ^], P =0, g = -1 < 

0,奇点为不稳定鞍点. 

(2) 由于一4*—7-2=0,2»_7+4=0有解；《 = _ l ， y =2, 奇 

点为 （-1,2). 作变换厂后奇点变为（0,0).系数矩阵为 
[y = y-2 

一 4 — 1 1 

2 _ 」 4=5>0, 9 =6>0 ，而 /) 2 -4 9 = 1>0. 奇点为稳定 

结点. 

5 •见 [ §4. 4.5-5(3)]. 

§9.4 考研试题套题 （2) 


§9.4.1 考研试题套题 （2) 

1. 解下列方程 
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(1) 求方程/的 通解； 

(2) 求微分方程 y ”-2/+ y =^ V + S in * 的一个 特解； 

(3) 求微分方程 y = (/) 2 - x /+^ ■的通解. 

2. 求微分方程 y /-(/) 2 +/=0 的通解 • 

3. 研究微分方程组盖 =/ wn ，^ =〜-*，差 = /^ ( m 为 
常数）的零解的稳定性. 

『龙 ’= —x — 2 r +2 e _, , . 

4. 求方程组 ,的通解. 

[ y f = 3 x +4 y + e 

5. 如果齐次线性微分方程组/ =4 ⑴ jc 的解 jc , ⑴， x 2 (0, …， 
: c .(0 线性无关，则它们的朗斯基行列式 t ^(0 ^ 0 , a ^ t ^ b . 

6. 证 明：若 方程组、的奇点为中心，则方程 

[y = -( 似 + by) 

(ax + by ) dx ( mx + ny ) dy = 0 

为恰当方程. 

§9.4.2 考研试题套题（ 2 >解答 

方程化为齐次方程 

dr 2 Y 2 
dX = (X + Y ) 2 ' 

再令 K = 则有 

v du dK 2 u 2 X 2 2 u 2 - u ( 1 + u ) 2 - u ( 1 + u 2 ) 

A ~ — = — U = - t 一 U = - z = - 

dX dX {X •¥ uX ) (1 + a ) 1 +2 u + u 

即 
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积分得 

解为 


T 


2u + l + u 2 . _ / 2 

u(l +u 2 ) dU = [ 1 +u 



2arctanu + In | u | = - In | AT | + c. 


+ 2 


2 arc tan - ~ - + In | y + 2 | 


其中 c 为任意常数. 


(2) 因 y n -2y' +y=0 有二重特征值 A = 1. /-2/+y = ye* 
应有特解:代人有 

y r = (.2x+x 2 )Ae x ,y n = (2+4x + x 2 ) Ae x ,2Ae x = ^-e x ,A =—. 

2 4 

得特解 y = -^-* 2 e\ 而 y” - 2/ + y = sin * 应有特解 y = Bsin x + 
Ceos * ，代人有 

y' = Bcos x - Csin x,y" = - flsin * - Ceos *, 

(~ B + 2C + B) sin a: + ( — C — 2B + C) cos * = sin x, 

即 2C = 1, -2fl=0 , 有解 fi=0 ， C =+. 得特解 y =+ cos *. 

由叠加原理，方程 y"- 2〆 + y = -^-e* +sin 的一 个 特解为 
1 2 , 1 

y = —x e + —cos x. 

2 

(3) 方程 y =(/) 2 为隐方程，已解出 y •令 y ， =p ， 

化为 

2 X 

y=P -*P + y• 

两边对 * 求导得 

P =2p〆 _p -xp' + x ， 2pp’ -2p -xp' + x = (p' -l)(2p -x) =0. 
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有解 〆 =1，即 />=*+<；, 及/)=*^.即解为 + 

f + c ， 其中 C | ， c 2 ， c 为任意常数. 

2. 方程 yy "-(/) 2 +/ =0为不含自变量*的二阶方程.可 

令 y 为新自变量，； r ’ =#， 〆 ’ = 裴 = 寒•裝奪.方程化为 

yp %- p 2 +/>=0， p(y 寒 -P + 1) =0. 

即 p =0 或 y ^=/)- l . 前一方程有解 y ' =p =0 ,y = c ,. 后一方程 
oy 

当 P #1 时有 

-^~ r = — ,P - 1 = c l y , y , =p = c,y + 1, 

P - 1 y 

- 1 = d *, c,y + 1 = c 2 e x ,y = c l ( c 2 e x - 1). 
c,y + 1 

而 p = 1 ，即 〆 =1 ,y = * + c 也是解 • 

方程的通解为 y = c , ( c 2 e * - 1 )及 7 =>:+<:，其中 c ,， c 2 ， c 为任 
意常数（前一方程的解 y = c 含于通解中）. 

3. 参看 [§5.2.2 -例 5]. 当#< -■时，零解渐近 稳定； 当 

ti > -■时，零解不 稳定； 当弘=时，零解稳定. 

4. 解1两方程相加得 （*+ y )'=2(*+ y ) +3 e ' 解为 * + 
y = e 2, ( J 3 e ~ , e~ 2, dt + c , j = c , e 2 * _ e - ’. 将 y = c , e 2 * - e " 1 - x 代人第 
1 个方程得 *' = * - 2 c , e 2 ' + 4 e _ ‘ ，解为；* = e ' [ c 2 + 
f (- 2 c , e 21 + 4 e -') e -' dt ] = e '( c 2 - 2 C 〆 - 2 e _ 2 ‘） ，即方程组有解 

x = c 2 e ’ - 2 c , e 2 ' - 2 e _, 及 y = 3 c , e 2 ' - c 2 e + e _, , c , , c 2 为任意常数 • 
解 2 对应的齐次方程组 
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有特征方程 

A +1 2 , 

0 , = A 2 -3 A +2 = (A -2 )(A -1) =0. 

-3 A -4 


特征值为 A =2 ，A = 1. 对应特征值 A =2 的特征向量 i * 为 


『3 2 iru,i 『 3 u , +2“ 2 ] 『2 

1-3 -2jU = U3u,- 2l J =0 ，“ = U 


2a 
- 3 a 


对应特征值 A = 1 的特征向量 》 为 



2 1 r w i 1 『 2*^ +2 t> 2 1 『 /3 ‘ 

. = = 0 ,® = 

_ 3JLv 2 J - 3w, - 3v 2 J L - )8. 


当初值条件为 PI = 17 时应有 iy =« +« ，即 

LrJ 


r^ii 

r 2 a 1 r 

P 1 


[J 

= [-3 a ] + [ 

」， a= _ 

(»7 i + V 2 ) ^=^Vi +2 Vi 

于是 

r _ 2 (”i 

+ ”2)1 

r 3 »7 i + 2 Vi 1 


3(% . 

.…） r = 

[- (3 i 7, + 2 ri 2 )\' 

对应的齐次方程组的通解为 


n 

— n 4 - n — 

' -2 e 2 ’(”, 

+ ” 2 ) + e ‘（3 ” l + 2 tj 2 )' 

LyJ 

—C *♦ I v> 1/ — 

. 3 e 2 ’（”， + 

V2 ) - e ’（3”，+2” 2 ) 


分别取初值条件1|, =( i ， o ) t ，” 2 = (0,1 ) T . 代人可得对应的 
齐次方程组的基解矩阵为 

r -2 e 2 ' +3 e * -2 e 2 ' +2 e'i 
I 3 e 2 *-3 e * 3 e J , -2 e * J' 

非齐次方程组的特解应有形式 
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代入方程组得 


- be ~ l =3ae _, +46e' 


• 2e “ [b = 1 ， 
e -‘， 解得 u _: 


即非齐次方程组的特解为 


XI 

y\ 


最后得非齐次方程组的通解为 


ir c .i 

+ 

Jlc 2 J I 


I y \ L 3 e 2 ' -3 e * 3 e 2 ’-2 e * Jlc 2 J I e ~* J 

其中 c ,， C 2 为任意常数. 

5 .证 1 齐次线性微分方程组 x ' 的线性无关解 

心0)，心（0^"，\(0构成的解矩阵 

x ( t ) =: : 

- 、 i(0 …，⑴- 

满足 

X '( t ) =A ⑴尤⑴， 

且有 


XU ) =少⑴ C , 

其中少 （《) 为方程组的任一基解矩阵 ， det 0(0 #0 ，det C ^0, a ^ 
t 彡 b . 于是朗斯基行列式有 

*"(*)•.. * u (0 

W ( t ) = : : = det X ( t ) 

*”1(0 … 

= det 0( t ) • det C ^ O , a 矣 t 矣 b . 

证 2 设朗斯基行列式为 
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X „( 0 … X ln ( t ) 


怎 "⑴… *.|(0 

⑴ … X nn ( t ) 


* 1.(0 — *•» ⑴ 


W ( t )= 

= det ( x ,，...， x n ). 


求导得 


d 


『’⑴ = 石加(*| ，…，龙 •) = det ( jr ;，*”".，*■) 


detU , ，•^，…, x n ) + … + det ( x "."， w :) 

= det (/ Ui ， j ： 2 ，…， X ,) + det ( jr , , Ax 2 ，-, x n ) h ■… + 
det ( jr , , Ax „) 

= det A . det ( x , , x 2 ，- ■ , x „) = det A - W ( t ). 

可解得 


6 . 


的 奇点为 （0,0), 它为中心时应满足条件 


W ( t ) = lT ( f 0 ) e dl,,t<,> - (, - ，0) . 

因解 x , (*)， x a (*)， …，： (0 线性无关，护<*。）_0,而 
⑴.（卜’。>#0,得 W ( t )^ 0 . 

( x r = mx + ny 9 
y 1 = - (ax ^ by) 

P = 一 m+6=0,g= - mb + aa > 0. 

因而方程 

(ax + by) cLr + ( mx + ny) dy =0 

满足尝 ■ = b = m =尝，故它为恰当方程. 


§9.5 考研试题半套题 （1) 


§9.5.1 考研试题半套题 （1} 

1. 求下列微分方程 的解： 
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(1) *(ln * - In y)dy - yd * = 0； 

(2) ydx - (*+ y ") dy =0, 其中 n 为常数； 

(3) xy " - y ' =3 x 2 . 

2. 求 /-2 /+y =5* e * 的通解，这里 y = y (*). 


3. 求解方程组 


Ax 

di =y 


dy 

- z ^di =x 


+ y . 


dz 

dt 


4. 设 G 是 0 町 平面的某区域，二元函数 /(*， y ) 在 g 内连续 
可微 《/(*，0) s 0 .证明：如果 y = 〆 *)是方程 g =/(*， y ) 的非常数 


的饱和解，则在其定义域内 ^(*)^0- 


§9.5.2 考研试题半套题 （1) 解答 

1. (1) 令 * = uy ， d * =ydu + udy ， 方程化为变量分离方程 
uy\n udy - y(ydu + udy ) =0, u ( in u - 1 )dy = ydu . 

当 i n «^ i 时，有处 = M 积分得 

口 y u ( lnu - l ) lnu -1 

c + In I y I = In I In u - 1 | ， In u - 1 = cy . 

通解为 In 三 =1 + cy ， 其中 C 为任意 常数. 当 In u = l 时，有解 y = 

y 

已含于通解中. 

(2) 以/除全式得 2 ^ £ ^-/ -2 dy =0， d ( f ) = y "- 2 dy •当 
n = 1时可积分得解三+ 6 = 111|7|，夂=067 ; 当；1#1时解为 * = 

y 

^ r /+ C y . 其中 c 为任意 常数. 

n - 1 

(3) 令2=/,方程化为非齐次线性方程/=+ +3* ，有解 
…叫 J 3*6'/^ d * + c ) = *(| 3 d * + c ) = 3* 2 + 2 c ,*. 
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于是/ = z =3 x 2 +2 c l x , y = x 3 + c , x 2 + c 2 . 解为 y = x 3 + c , x 2 + c 2 ，其 
中 c ,， c 2 为任意常数. 

2. 特征方程为 A 2 -2 A + 1 = ( A - 1 ) 2 .方程有2重特征值 A = 
1. 特解可设 y =**(«* +6) e *， 有 

y r = [ ax 3 + ( 6 + 3 a ) x 2 + 26*] e * , 
y " = [ ax 3 + (b +6 a ) x 2 + (46 +6 a)x +26] e *. 

代入方程得 

( 6 ax + 26 ) e * = Sxe M 9 a = 与， b =0. 

6 

方程的特解为通解为 y = ( c , +| V ) e *, 其中 Cl , 

c 2 为任意常数. 

3. 由第二、三式有 以^ Z ) = y - z f yr-z = c 2 e '. 再由第 一 、二式 
得兰 (’ d : y ) = (* + 7) + (r ~ z ) = (x + y ) +<； 2 6’，有解*+7 = 
e ‘( Jc 2 df + c 3 ) = c 2 te + c 3 e ‘. 而由第一式又有 ^ =y -z = c 2 e ' ,x = 

c 2 e ' +c,. 最后得方程的通解 

x = c , + c 2 e ' ,y = - c, + ( c 3 - c 2 + c 2 t ) e ', 
z - - c, + (c 3 - 2c 2 + c 2 t)e , 

其中 C ,, c 2 , c 3 为任意常数. 

4. 因方程右端函数 /( x ， y ) 在 G 内连续可微，即 /(*， y ) 关于 y 
满足局部利普希茨条件，根据解的存在唯一性定理，方程的解在 G 
内存在 唯一. 由/(*，0) =0知方程有零解 y ^0. 因此，若方程的解 
y =史（*)有*使得 tp ( x ) =0,则在 G 内 y = < p ( x ) 为零解 y =( p { x ) = 
0,否则与解的存在唯一性矛盾.因此，在定义域内 ^(*)^0. 
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§9.6 考研试题半套题 （2) 

§9.6.1 考研试题半套题 （2) 

1. 求解微分 方程： 

(3* 3 + y ) d * + ( 2 « 2 y - * ) dy = 0. 

2. 求解方 程组： 

x ’ - 5 x - 2 Sy - lSz , y ' - -x +5 y + 3 z , z r =3 x - 16 y - lOz . 

3. 给定方程* "'+5* w +6 / =/(0,其中 /( O 在 -» < t < +cc 
上连续. 设％ (0 及％ (0 是上述方程的两个解.证明 ：极限 
lim [^, (0 - < p 2 (0 ] 存在. 

l-*OD 

4. 考虑线性微分方程组 

$=>1 ⑴則 +/0), ( *) 

其中 AO ) 与/(0是以 w 为周期的周期矩阵函数与周期向量函数 
(即 / G + o >) =/( t ), A ( t + o ,) = A ( t )) •假定方程组 （* )及其对应 
的齐次线性方程组 

^= A ( t ) x ( t ) ( ** ) 

满足解的存在唯一性定理条件.证 明：若 於 G ) 是方程组 （*) 
的解，则太=史（《)是（ *) 的以 M 为周期的周期解的充要条件是 

妒 (0) = ip {( o ). 

5. 判定下列方程组的奇点（0,0)的类型（即指出是结点、焦 
点、鞍点或中心） 

jx ' = x - y , 

1/ =2*+ y . 
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§9. 6.2 考研试题半套题 （2) 解答 


1. 两边同乘以积分因子得 

X 

3 x dx + 2ydy + ^^=0,^ + /-^=c. 

x 2 x 

" 5 -28 -18) 

2. 记 A= -15 3 ，则 A 的特征根为 A, =0，A 2 = 

、3 -16 -10 y 

i ， a 3 = -1， 求出所对应的特征向量，得通解 


(x> 


f -2 、 




H 

y 

、 Z J 

=C, 

-1 

l 1 J 

+ c 2 

[: 1 ] 

e ’ + c 3 

0 


3. <pM i 2 (0 线性齐次为方程， +5*” +6/ =0的解 .而， 
+ 5 x " + 6 x ' =0的通解为 * = c ^ + c 2 e ~ 2 ' + c 3 e _31 ， 当 t—*ao 时，上述极 
限存在. 

4. 必要性显然•下证充分性 ：首先 ，易 证史 （ t +w ) 是 （*) 的 
解- 显然 史（《 + 6>) - 私（0 是 （ **) 的解. 由于史 （6>)-史（ 0 ) = o , 
所以根据解的唯一性，知必有 < p(t + ( o ) - y ?( O^0, 即 * p { t ) = 

<p{t +<o). 

5. p = -2,7 =3,A = -8 <0. 焦点 • 

§9.7 考研试题半套题 （3) 


§9.7.1 考研试题半套题 （3} 

1. 试给出并证明非齐次线性方程$ + p ( x)y + q ( x ) =0, 
r(* 0 ) = y 。的求解公式 • 
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2. 求 / = (*+ y ) 2 的通解. 

3. 求 （2*- y ) dy+ydx =0的通解 • 

4. 求二阶微分方程 /+2 /+y = e ”满足 y (0) = l ， y ，(0) =0 
的解. 

5. 设/(幻在（ - 00 ,+ 00 ) 上连续可微，且存在 A />0, 对任意 
的*，|/(幻|矣财|*|恒成立.证明微分方程努=/(*)的解的最大 
存在区间为 （- »，+ 00 ). 

§9. 7.2 考研试题半套题 （ 3 ) 解答 


1. 齐次线性方程 f + P (*) y =0 可用变量分离法解之，得 
— = -p(*)d* , In I y\ = - jp(x)dx + c,y = ce~L 0 pix)ix . 

再用常数变易法求非齐次方程的解，设 y = C (*) e _/ ^ U><h 

y' = c'(x)e-f. 0 pil)ix - c(x)p(*)e-/V < * ，dl , 
c , (x)e~f v ,(x)dx + q(x) = 0. 

得 

c'(x) = - q(x)eL 0 p(x)ix ,c(x) = - J q(x)e^ plx)i, + c. 

即有 

y(x) = e'/^ ( * )dl [ - f g(x)ef, 0 p(x)dx + c]- 
J *0 

利用初值条件 y (*。）= y 。确定常数 C : yU 。）= c ，即解为 


r(*) = e-r.„^[-J% (a: )e/： 0 ^ +y (* 0 )]. 

2 . 令 z =*+ y ，？ = 1 + 〆 ，方程化为？ = 1+2 2 ， 

心 2 = dx,arctan z =x + c,z = tan(« + c). 
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通解为 ；K = tan (* + c ) -*， 其中 c 为任意常数. 
dM _dN 

3 - S j^ X = j ■，方程有积分因子 /x = J~ dy = y ， 用 /i = y 
乘全式，有 

y (2 x - y)dy + y 2 Ax = 0， 

2 xyAy ^ y 2 dx - y 2 dy = d ( xy 2 - — y 3 j = 0 9 xy 2 - -^- y 3 = c . 

方程有通解 xy 2 - y -/ - c - 

4. 齐次方程的特征方程为 A 2 +2 A +1=( A +1) 2 =0, 有2重 
特征值 A =- l . 特解应设为 y = c * 2 e ”， 于是 

y ' = c (2 x - X 2 ) e~ x , y " = c (2 -4 x + x 2 ) e ' x . 

代入方程 

c (2-4 x + x 2 ) e- x +2[ c (2 x - x 2 ) e - x ] + cx 2 e' x =2 ce _ * = e _, , c = y . 
通解为 y = p , 求导得 

〆 =( c 2 + * - c , - c ，_+* 2 ) e ' 

由初值条件有 c , = l , c 2 - c , =0, c 2 = c , =1. 即方程满足初值条件 
的解为 

y = ( 1 + * +-^-« 2 je'*. 

5. 方程 $=/(*) 的解 *=*(*) 可表示为 

«(0 =*0 + J o /( x ( s )) ds . 

由条件 1/(*) | 矣 M |*| 知，对*彡0有 

1*(0 I ^ Uo I + f o !/(*(«) ) |山矣 I * 0 I + f M \ x ( s ) | ds . 
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利用格朗沃尔不等式得 

1*(0 |* 。卜卜 = l*ol e ' 

右端对任意 t ^ o 均有定义，故 * = *(0亦对任意《多0 有定义•同 
样，对 no 有 

1*(0 | < | * 0 I + J 1/(*(*) ) |ds^ |*o I + J ( A/|a:(s) |ds. 

由格朗沃尔不等式 

|x ⑴ | 矣 kh 卜 = 

右端对任意 t ^ o 均有定义，故 * =*(0 亦对任意有定义.这 
证明了微分方程$ =/(*) 的解的最大存在区间为（-»，+»)• 

§9.8 考研试题散题 


§9.8.1 考研试题散题 


解下列一阶微分 方程： 
dy _ x + y 3 
dx x 3 -¥ y 9 

(3) 与 


( 1 ) 


y y 

(5 ) y f = y 2 - x 2 ^ 


-dy = 0 ； 


( 2 ) 


^ 1 -. 


d * x 3 y 3 + xy * 
(4) x = yy ' + a ( y ') 2 ； 


(6) ( y r ) 2 -4 xyy ' +8 y 2 =0. 


2 . 解下列二阶及高阶微分 方程： 


(1) /+3 y f +2 y = — ^― ； (2) x n + 2 x ' +2 x =- 

e + 1 e 

(3) t 2 x " +5 tx r +13 x =0. 

3. 解下列微分方 程组： 



■ -1 

1 

0 _ 


o 1 -r 

⑴： , = 

0 

-1 

4 


1 1 0 


1 

0 

-4_ 


.1 o 1 . 


628 



4. 求解微分方程 #= lrl °(0< a < +oo ). 


5 . 求解初值问题 a ：吾 + ( y + a ; 2 )轰=•^, a := 2 ,2：= y -4• 

6• 设/ >(*) ,9(*) ，/(«)在<*矣*矣6上连续，试证明非齐次微 
分方程边值问题 

y " + p ( x ) y , + q ( x ) =/(*) , y ( a ) = A , y ( b ) =B 
存在唯一解的充要条件是齐次边值问题 

y" + p (. x ) y ' + q ( x ) =0, y ( o ) =0, y (6) =0 

只有零解. 

7. 设 u (0，《(0 为在区间 [ a ，6] 上的连续函数，且 / e 0,6] 
时 


v(t) ^0 9 u(t) ^u 0 + J u(s)v(s) ds, 
试利用逐次逼近方法证明不等式 


u(t) ^u 0 exp^ J v(s)ds 


对任何 f e [ a ，6] 成立. 


§9. 8.2 考研试题散题解答 


1- (1) 见[ §2.3. 1 -11(3)， §2.4.2 -11(3)]. 

(2) 见[§ 2. 3. 1 -8(2)， §2.4. 2 -8(2)]. 

(3) 见[书习题 2. 5 -1(22)]. 

(4) 见[ §2.3.1 -8(3)， §2.4.2-8(3)]. 

(5) 方程为里卡蒂方程.可观察得特解 y =* .令 zsy -*， 方 
程化为伯努利方程 〆= (Z + * ) 2 - X = 2 xz + Z 2 . 取变换 U = z _l ， 有 
u， = - 2 ~ 2 z ' = - 2 xz ' 1 - 1 = - 2 xu -1, 变为线性方程，有解 u = 

e ' P ( - fe ^ dx + c ), 即方程的解为“ =+ = & =，( _ jVdc + c ) ， 
y = x + - j e * 2 d * + c ) • 
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(6) 见 [ §2.3.1-8(4) ， §2.4.2-8(4)]. 

2. (1) 齐次方程有特征值 A = -2,A= -1. 通解为 y = c |e ^ 
+ c 2 e'\ 用常数变易法，令特解为 y(x) =c l (x)e' 2x +c 2 (ac)e"*, 
设 c: ⑷ e- 2 * +c;(*)e- =0, 于是由 ，(*) +3 歹，⑷ +2y(x ) = 

~^-rM-2c[(x)e- u -c' 2 (x)e- t 解得 

e + 1 e + 1 

c；U)= 77r >c；( * )= ?Tr 


积分得 


Cl(a:) = J ； ^T da:= J ( _1 

=ln( 1 + e*) - e* + c,, 


e x dx 


c ^*) = /^Vr 


d% = In ( 1 + e*) + c 2 . 


方程的解为 

y(x) = [ c, + ln( 1 + e*) - e* ]e ~ 2 * + [c 2 + In( 1 + e*) ] e , 

其中 q,c 2 为任意常数 • 

(2) 齐次方程有特征值 A = - 1 ±i. 通解为 x=c x e^cost + 
c 2 e_' S inf. 由 W(t) =e _2< ， 利用常数变易公式，方程有特解 
- ,、 f 1 e'^in t • e " J cos 5 - e "*cos t • e "'sin 5, 

无 (0 = - 7Ts - -- ds 

Jo e • e sin s 


U ., . cos s \ , 

e sin t • —： - e cos t as 

sm 5 / 

=e "^in t • In I sin 11 - fe ~*cos t . 

所以方程的解为欠 = c , e'*cos t + c 2 e' 1 sin t - te ' 1 cos ^ + e' 1 sin t • 
111 卜1|^|,其中0 | ,£： 2 为任意常数. 

(3) 方程为欧拉方程，设 x = t * ，代人得 A (* - 1 ) + 5* + 13 = A 2 + 
4 A + 13 =0. 解得 A = -2 ±3 i . 方程有通解 * = c , r 2 cos (31 nU |) + 
c 2 f " 2 sin (31 n | t |) ，其中 c ,， c 2 为任意常数. 
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3. (1) 特征方程为 

A +1 -1 0 

det ( A £- A ) = 0 A +1 -4 = A(A +3) 2 =0. 

-1 0 A +4 

有特征值 A , =0, A 2i3 = -3. 用微分方程方法，求对应特征值的微 
分方程 

r ; =0， 
r 2 = r i _3r 2 , 
r ； = r 2 - 3 r 3 , 

T |(0) = 1 , r 2 (0) = r 3 (0) =0. 

有解 q = l ， r 2 =+(l - e - 3， ), r J = i -[ l-(l +30 e _ 3 ']. 计算得 


' -1 1 0 ' 
P , =A = 0 - 1 4 

.1 0 -4. 



' - 1 

1 

0 ■ 

■2 

1 0 ■ 

P 2 = A(A +3 E )= 

0 

-1 

4 

0 

2 4 


.1 

0 

-4. 

.1 

0 -1. 


• -2 1 4 • 

4 -2 -8 

.-2 1 4 . 


最后得 


e*p(At)= X r j*i(OPj 
;-0 

1 -e" 31 ) --+3t)e' a ] -y(l -e" 31 ) ++[1-(1 +3t)e" 1 ] 

= -|-[l-(l+3t)e- 1 ] l-yd-e-^-^tl-d+^e- 3 '] 

+(l-e-”-j[l-(l + 30e，” -y[l-(l+3t)e- a ] 
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±[\-( l + 3 t ) e - 3 '] 

+(1- ， )-+[1-(1+30，] 

1 —1-(1 -e' 31 ) +-^-[1 -(1 +3<)e" 31 ] 

. 4 + (5 +6t)e- J, 4-(4+3t)e- 3 ' 4[1 -(1 +30e- s, ] - 

= -1- 4[1 -(1 +3t)e- J, ] 4 + (5 +6t)e* J, 4[1 +( -1 +60]e' 3 ' 
L 1+(-1 +6t)e' J, 1 - (1 +30e' 3 ' 1 + (8 -12t)e 3 '- 

(2) 方程组同 [§ 9.5.1 -3]. 解见 [§9.5.2-3]. 

4. 当 y 多 0 时方程化为 

= y a ,y " a dy = d*,T— — y' =x +c, y = [ ( 1 - a)* + c] 1 
dx 1 - a . 

当 y <0 时方程化为 

^ = ( -y)°,( -y)- a dy = dx t -^—( -y) l ~ a = -x+c, 
dx 1 -a 

I 

y = - [ 一 （1 一 a) 太 +C] 1 -' 

即解为 


y = 


[ (1 -ct)x + c ]~, 

i 

- [-(1 - a )*+ c ] rr «. 


其中 c 为任意常数. 


y ^ O , 
y <0, 


5 -特征方程畤=古令*微积分’ 



dx dr 

1 —- 

X y +x 



j, - ydx + xdy - x d* = 0 , — X ^Z _ = q .L. _ x - 

=c 2 . 由柯西条件得 2 = 2 c , = y - = c 2 ，有关系式 


c , = c 2 . 即解为丄 = y 7 三 ， z = y 

X X 

6 •见 [§8.3. 1 -2, §8. 4.2-2]. 

7 •见 [§3.4.3-6] 逐次逼近证法. 
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第十章数学软件在常微分 
方程中的应用 


§10.1 常微分方程的计算机辅助分析 


随着计算机技术的发展，计算机辅助分析已深人各领域，包括 
数学的教学与研究.在常微分方程的教学和研究中如何进行计算机 
辅助分析是一个值得探讨的问题.本章分析常微分方程的教学和研 
究中应用计算机辅助分析的四个方面，并结合已普及应用的计算机 
数学软件 Mathematica 、 MATLAB 、 Maple 和 SCILAB 语言进行探讨， 
比较了它们在应用方面的差异,并给出了进行常微分方程的计算机 
辅助分析的具体处理 方法. 还进一步讨论了常微分方程的一些特殊 
应用，如解常系数线性微分方程、向量场与微分方程的解的综合显 
示和拉普拉斯变换方法的一般化处理.说明计算机数学软件是进行 
常微分方程的计算机辅助教学、分析和研究的有力工具. 

§10.1.1 计算机数学软件 

计算机数学软件是专为进行数学公式、函数与数据的计算和 
处理而设计的计算机软件•应用计算机数学软件进行数学、物理、 
生物、社会及工程技术的有关数据、公式的数学处理，代替原来繁 
难、复杂的纸笔演算，可大大提高工作效率和准确性 • 

目前国内应用最广泛的计算机数学软件有 Mathematical MAT- 
LAB 、 Maple 和 SCILAB 四种： Mathematica 语言多用于物理学界， 
MATLAB 语言主要用于工程及科学计算领域， Maple 语言在数学 
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界较通行， SCILAB 则是科学计算自由（开源）软件.四种语言各具 
特色： Mathematica 语言的符号运算、数值计算及图形绘制均有特 
点，特别是输人显示界面可以直接输人及显示人们习惯的数学符 
号，非常直观.在其“帮助”菜单中列出的例题还可以直接运行或 
修改运行. MATLAB 语言的矩阵形式变量使数值输人计算非常精 
练，图形显示也很灵活，并有众多程序包（工具箱）供使用 .Maple 
语言擅长符号运算，微分方程的积分曲线或轨线图形直接用函数 
定义，省去了先求数值解再显示的麻烦，且可同时绘多条轨线，非 
常方便. SCILAB 是“开放源码”，是可供人们免费自由使用与扩展 
的科学计算软件，其数据格式、函数表示等均与 MATLAB 类似，其 
基本功能亦可与价格昂贵的 MATLAB 相媲美.四种语言也各有不 
便 之处： Mathematica 语言的有些规定（如函数参数均需用方括 
号）与众不同，还自定义了各种各样的规则和符号，初学者不易 
掌握. MATLAB 语言的函数定义必须用 M 文件，其符号运算是借 
助 Maple 语言，不甚 方便. Maple 语言使用 ASCII 符号（英文键 
盘）进行输入，对数学、希腊符号及上、下标等使用不便 .SCILAB 
语言既免费，且要照顾灵活性、扩展性，其界面及功能等自然较 
为简单. 

在应用各种计算机数学软件时注意各语言的特殊规定.如在 
Mathematica 语言中运算、执行用 “ Shift ” + “ Enter ” ，而“ Enter ” 仅为 
换行. 而在 Maple 语言中运算、执行用 “ Enter ”， 而 “ Shift ” +“ En - 
tei •”仅为换行.刚好相反. 

§10.1.2 常微分方程计算机辅助分析 

虽然，计算机数学软件可以对一般数学也包括常微分方程进 
行计算机辅助分析.但数学或数学分析内容广泛，而常微分方程只 
是其中的一部分，只要掌握部分内容和方法、技巧 即可. 而且常微 
分方程还有其特定的内容、方法，计算机数学软件应用时需进行特 
殊处理.因此，必须考虑在目前计算机普及应用的环境下如何应用 
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计算机数学软件对常微分方程进行计算机辅助分析. 

对常微分方程的教学和研究的内容而言，有如下四个方面可 
应用计算机软件进行辅助分析计算. 

(1) 求解线性微分方程组需要用到的矩阵特征值、特征向量、 
行列式及指数函数的计算，计算、检验微分方程组的平衡点需要用 
到的代数方程组的（符号）求解. 

四种计算机数学软件均有各种函数供使用. Mathematica 中相 
应的函 数为： 

Exp [ A ] (指数函数）、 

Eigenvalues !； A ] (特征值）、 

Eigenvectors [ A ] (特征向量）、 

Eigensystem [ A ] (特征值和特征向量）、 

Det [ A ] (行列式）、 

Solve [ | eqns | , | varsf ] (解代数方程或方程组）. 

MATLAB 中为： 

expm ( A ) (指数函数）、 

[ V , D ] = eig ( A ) (特征值和特征向量）、 
det ( A ) (行列式）、 
x = A\b (解矩阵方程 Ax = b )、 

[ x ， y ] = solve (' eqnleqn 2') (解方程组 eqnl ， eqn 2, 变量为 x , y ). 
Malpe 中为： 

exp ( A ) (指数函数）、 
eigenvals ( A ) (特征值）、 
eigenvectors ) A ) (特征向量）、 
det ( A ) (行列式）、 

solve ( i eqns [ , | vars | )( 解方程组丨 eqns [ ，变量为丨 vars (). 
SCILAB 中为： 

expm ( A ) (指数函数）、 

[ V , D ] = spec ( A ) (特征值和特征向量）、 
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det ( A ) (行列式）、 

x = A\b (解矩阵方程 Ax = b )、 

[ x ， y ] = solve (' eqnl •，• eqn 2 ')( 解方程组 eqnl ， eqn 2, 变量为 

x ， y ). 

(2) 常微分方程（组）的解（积分曲线或轨线）或辅助曲线的 
图形显示. 

一方面是平面或空间中常微分方程所定义的向量场及其辅助 
分析函数，如等倾斜线、 V 函数曲线及积分曲线或轨线图的绘制. 
Mathematica 中基本的绘图函数有： 

Plot [ f ， | x , xmin , xmax | ] (平面曲线图）、 

Plol 3 D [ f , 1 x , xmin , xmax ( , | y , ymin , ymax | ] (空间曲线图）、 
ContourPlot [ f , | x , xmin , xmax 丨， | y ， ymin ， ymax 丨 ]] (等高线 

图）、 

ListPlot [| xl , yll ，…](平面点列图）、 

ParametricPlot [ | x ( t ) , y ( t ) | , | t , tmin , tmax | ] (平面参数图）、 
ParametricPlot [ | x ( t ), y ( t ), z ( t )|,| t , tmin , tmax I ] (空间参 
数图）、 

PlotVectorField [ ) funs 丨，丨 varsI ] (平面向量场）、 
PlotVectorField 3 D [ | funs 丨，| vars | ] (空间向量场 ）• 

MATLAB 中为： 

quiver ( x ， y ， u ， v ) (向量场）、 
contour ( X , Y , Z , m ) (等高线图）、 
contour 3( X , Y , Z ,[ a , b ])( 等高线立体图）. 

Malpe 中为： 

dfieldplot (向量场）、 
contourplot ( 等高线图）、 
contour 3 d ( 等高线立体图 ）• 

SCILAB 中为： 

quiver ( x , y , u , v ) (向量场）、 
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contour ( X , Y , Z , m ) (等高线图）、 
contour 3( X , Y , Z ,[ a , b ])( 等高线立体图）. 

对特殊图形如向量场的绘制，开始时或使用有关函数前要先 
调人相应的绘图函 数库. Mathematica 中平面图形用 < 〈Graphics 
、 Graphics ', 向量场的绘制在平面为< < Graphics ' PlotField ', 在空间 
为< 〈 GraphicsIMotFieldSD 、； MATLAB 中已含各种图形函数，特殊 
的用工 具箱； Maple 中为 with ( plots )( 图形库）、 with ( DEtools ) (微 
分方程工具库） ;SCILAB 中则要先将要使用的（自定义）函数调入 
内存. 

另一方面是绘制曲线或轨线图所需要的数学函数、代数方程 
(组）及常微分方程（组）的数值求解•因只有少数特殊方程才能求 
得准确解，因此，特别是常微分方程或方程组要绘制积分曲线或轨 
线图时要先求其数值解，用足够精度的近似数值解进行图形绘制. 
Mathematica 中常微分方程（组）的数值解函 数为： 

不含初值条件 sol = NDSolve [ j eqnl ， eqn 2, •••} , j yl [ x ] , y 2 
[x]，•••，I ， I x, xmin, xmax I ]； 

含初值条件 

sol = NDSolve [ | eqnl ， eqn 2, …， ini _ conds | , 1 yl [ x ]， y 2[ x ] ，… ，1 , 

{ x , xmin , xmax ( | ; 

积分曲线图用 

Plot [ Evaluate [ y [ x ]/. sol ] , | x , xmin , xmax| ， PlotRange -> All ] ； 

轨线图用 

Parametric Plot [ Evaluate [ | yl [ x ] , y 2 [ x ] | /. sol ] , | x , xmin , 
xmax I ]. 

MATLAB 中要先将高阶微分方程化为 1 阶微分方程组形式， 
再编写微分方程组的 M 文件 F . m ， 然后才调用微分方程数值解函 
数 [T,Y] = ode 45(' Fi ,[ a ， b ], yO )， 再将结果转化为积分曲线图 
如（1\丫（ ： ，1)，|”_，1'，丫（ ： ，2),、，）或轨线图 plot(Y(：, l),Y 
(: ,2)/-r'). 
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Maple 较为特殊，可不必先求其数值解，直接调用常微分方程 
积分曲线图及轨线图函数 Deplot (平面）、 DEplot 3 d (空间），而且 
可以同时画出不同初始条件的多条轨线，非常方便. 

SCILAB 也要先将高阶微分方程化为1阶微分方程组形式，但 
不必如 MATLAB 那样要存为 M 文件形式，可直接定义方程组. 

(3) 常微分方程（组）的特殊求解，包括拉普拉斯变换方法及 
幂级数解方法以及特殊函数的求解. 

Mathematica 中拉普拉斯变换方法用拉普拉斯变换函数 
L ap l ace T ranS form [ f ( t )， t ， S ] 化为代数方程（组），再通过符号求解 
代数方程（组）函数 Solve [ | eqns | ， | vars (] 得出解，后再应用反拉 
普拉斯变换函数 InverseLaplaceTransform [ F ( s ) , r ， t ] 得到结果.幕 
级数解方法必须调用有限项级数代人一项一项对比求解，不能一 
步到位. 

MATLAB 中不能直接应用拉普拉斯变换和反变换函数解方 
程，另有信息处理程序包供使用，亦可转为在 Maple 符号处理环境 
下应用. 

Maple 中的拉普拉斯变换和反变换函数为 laplace ( F , t ， z ) 和 
invlaplace ( L ， z ， t ) • 

SCILAB 中有专门的信号处理函数用于拉普拉斯变换和反 
变换. 

四种数学软件均有众多的特殊函数供使用. 

(4) 常微分方程（组）的直接积分. 

Mathematica 和 Maple 是符号计算软件，应用其符号计算求解 
常微分方程或方程组的函数 DSolvel ；] 和 dsolve () ，根据参数形式 
的不同可解不带初值条件的常微分方程（组），如含初值条件则在 
方程或方程组后附上初值条件. 

MATLAB 的符号计算核是借助 Maple 语言，要先作变量说明 
才能使用. SCILAB 有微分和积分及解方程等函数供使用，但符号 
处理功能相对较弱. 
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必须指出的是，正如常微分方程（组）不一定有初等解即不能 
用初等函数或超越函数积岀一样，使用数学软件不一定保证能解 
出给定的常微分方程（组）.甚至能积出的常微分方程（组）也不一 
定能用数学软件解出，因常微分方程（组）的求解没有统一方法， 
要用人工智能处理计算机的求解过程. 

§10.1.3 常微分方程计算机辅助分析的具体处理 

常微分方程用数学软件进行辅助分析时，往往需要经过几个 
步骤调用不同函数才能得到最后 结果. 常微分方程中常用方法有 
以下几种 • 

(1) 求常系数线性微分方程组的解•方程化为 i +/(0 
形式.先求矩阵4的特征值及1的指数函数，然后按特征值及其 
重次或指数函数给出齐次方程的通解•再视 /(t) 的形式及与特征 
值的关系求非齐次方程的特解•齐次方程的通解加上非齐次方程 
的特解便是非齐次方程的通解.当有初值条件时可由通解求满足 
初值条件时的积分常数而求得特解. 

(2) 常微分方程（组）的向量场和积分曲线（轨线）图.向量场 
图必须确定其范围及向量的大小密度，积分曲线（轨线）图要先求 
给定初值和时间区间的方程的数值解（一般选自动定步长），再转 
换成图形.可将同范围的向量场和多条积分曲线（轨线）合并成一 
个图形，以方便分析处理. 

(3) 拉普拉斯变换方法.对非齐次常系数线性微分方程 
(组），可用拉普拉斯变换化为代数方程（组），求解代数方程（组） 
后再通过反拉普拉斯变换得到微分方程（组）的解.在 Mathematic 
和 Maple 中，由于拉普拉斯变换得到的变量符号较长，重定变量名 
较为方便. MATLAB 则要另调用动态系统建模仿真软件包 Simu- 
link 或优化工具箱使用专用模块进行处理. SCILAB 和 MATLAB — 
样在系统与控制程序库中应用传递函数进行处理. 

下面将给出分别应用 Mathematica、MATLAB、Maple 和 SCIL- 
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AB 四种语言解决习题中的问题的具体程序例子，程序后附上 
解答. 

对 Mathematica 和 Maple 语言分为 

① 辅助计 算:包 括微分、积 分; 行列式、逆矩阵和转置矩阵；矩 
阵特征方程、特征值和特征向量；奇点（解方程组 ） 4 种. 

② 辅助判 断:包 括恰当 方程； 积分因子；里卡蒂方程；验证方 
程 组解； 判断奇点类型5种 • 

③ 绘 图：包 括平面向量场及轨线图貌；等高线图；空间曲线、 
曲面3种 • 

④ 解微分 方程: 包括一阶微分方程;二阶及高阶微分方程；微 
分方 程组； 微分方程近似解和幂级数解；矩阵指数、基解矩阵及微 
分方程 组解; 拉普拉斯变换求微分方程组解6种. 

对 MATLAB 和 SCILAB 语言，因其符号计算功能较弱， MAT - 
LAB 语言的符号计算使用 Maple 核，可通过连接转为 Maple 进行 
符号计算，因此仅分为 

① 计 算：包 括矩阵 计算； 特征值;奇点（驻定解）；数值解4种. 

② 绘 图：包 括平面向量场及轨线 图貌； 等高线图；空间曲线、 
曲面3种. 

每种语言每种类型仅选一个实例程序，且各语言实例基本不 
重复，个别无法分别举例的，如 [§1.2.2 -例 5] 向量场、 [§3.4.6 
-1] 数值解及[ §6.4.6 -6] 双孤子解等可作为比较各语言程序 
的异同之用.实例选自书中习题，程序虽可运行但未必最佳，不能 
作为范例，特别是往往为图方便而多使用复制手段.幸好各语言均 
有帮助并附各种范例可作参考.特别是 SCILAB 语言，所使用的函 
数往往含于各例子中，要在 SCILAB 界面的“？ /Scilab Demos ” 中 
的各例子寻找.学习语言程序的最好办法是通过语言“帮助”中的 
范例了解. 
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§ 10.2 Mathematica 程序选 


§10.2.1 辅助计算 

(1) 微分、积分 

D[f ， x] ,D[f,|x,n| ] ,Dt[f,x] ,ND[f,x,xO], 

Integrate[f,x] ,Integrate[ f, | x,a,b | ] ,NIntegrate[ f, | x,a,b| ] 

(2) 求行列式、逆矩阵和转置矩阵 

Det [ A] , Inverse [ A] , Transpose [A]. 

(3) 求矩阵特征方程、特征值和特征向量 


(• 

■ Ex5.3 - 

_2 -3 3~ 

A= l 

4-5 3 

-4 -4 2. 


B = DiagonalMatrixf | X,X,X| ] 
eq = Simplify[ Det[ A - B]] 

Solve [eq ==0,X] 

Eigenvalues [A] 

Eigenvectors[ A] 

输出： 

I u,0,0|,|0,\,0| ,|0,0,xl I 4+4X-X 2 -\ 3 
I U-^-2| ,|X-»-l| ,|X.-*2| I 1 -2,2, -1| 

I 10,1,1|,|1,1,1|,11,1,01 I 

(4) 求奇点（解方程组） 

(* Ex 6. 1 -3(2) * ) 

FI =9x -6y +4x y -5x"2 =0 ； 

F2 =6x -6y -5x y + 4y"2 == 0; 
Solvc[|Fl f F2Ux,y|] 

输出： 


(* 定义对角矩阵 *) 

(* 求特征方程 *) 

(* 求特征方程的根 *) 
(* 求特征值 *) 

(* 求特征向童 *) 
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I U-»0 ， y->0| ， |x-*l,y—2|,U-*2, y —lH 

(5) 微分方程数值解 

(* Ex 3.5 -1 ，计算结果见 §3.4.6-1 * ) 

Remove [] 

F [y」 ： =y * (l-y*2 〉； 

YO[x—] : =Sqrt[4 * Exp[2x] / (4 + Exp[2x] -3)]; 

En[y _] ： = y + h * F[y ]； 
h = 0. 1 ； xO = 0; yn= 2; 

For[ n = 1， n < 11， n = n + 1， xn = xO + n * h ； 
ye = En[yn ]； 

yba = yn + h*F[yn] ； yb = yn + -y- * (F[yn] + F[yba ])； 

rl = yn * (1 -yn"2) ； r2 = (yn + h/2 * rl) * (1 — (yn + h/2 * rl) ^2 )； 
y2 = yn + h * r2 ； 

kl = yn * (1 -yiT2) ; k2 = (yn +h/2 * kl) * (1 - (yn +h/2 * kl)"2 )； 
k3 = (yn + h/2 * k2) * ( 1 - (yn + h/2 * k2)"2 )； 
k4 = (yn + h * k3) * (l-(yn + h*k3)^2); 
y4 = yn + h/6 *(kl+2*k2+2*k3+k4 )； 

yn = YO[xn] ; ee = ye - yn ； eb = yb - yn ； e2 = y2 - yn ； e4 = y4 
-yn; 

Print[ "xn = •• , xn，" yn = ， • ， yn, " ye = " ， ye, •• ee = " , ee, 

•• yb = M ,yb, M eb = w f eb, « y2 = " ， y2," e2 = " ， e2，" y4 =" ， 
y4," e4 = " ， e4] 

]； 

Clear [] 

h = 0. 1 ； xO =0; yn= 2; ye = 2; yb = 2;y2 =2; y4 = 2 ； 

For[ n = l,n <11， n = n + l，xn = xO + n * h ； 
ye = En[ye ]； 
yba = yb + h ♦ F[ yb ]； 

yb = yb + * (F[yb] + F[yba ])； 

rl = y2 * (1 -y22) ； r2 = (y2+ h/2*rl) * (1 - (y2+ h/2 * rl)*2 )； 
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yb,"eb = " , eb," y2 = " , y2," e2 = " , e2," y4 = " , y4, "e4 = ", e4] 

» 

§10.2.2 辅助判断 


(1) 恰当方程 

(* Ex 2 . 3 - 1 ( 1 ) * ) 

Remove [ " Global、* •’ ]; 
m = x 2 + y ； n = x - 2y ； 

I m, d t n| 
f = J m dx 
g = n - a y f 
ky = Jg dy 

Prinl[ " sol ： •• ， sol = f + ky == c ] ; 
s = Solve[Dt[sol, x] , Dt[y, x]] // Simplify 
s /. Dt[y, x] - > 0 // Simplify 

输出： 



i x 2 

sol : + xy — y == c 
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{{“- 〜 ;-T， x] }} 

(2) 积分因子 

(* Ex2 .3-2 (5) * ) 

Remove [ " Global、* "]; 
m=y;n = - (x + y 3 ) ； 
d m — d x n 

f[y_] = - (d y m - d s n) /m // Simplify 
Print[ M = e/^ yl<，r // Simplify]； 


f = J dy 
g[ x 」 = M- n - d, f 



Print [" sol: H , sol = f + kx == c] 
s = Solve [ Dt [ sol, x] , Dt[ y f x ] ] // Simplify 
s /. Dt[y ， x] - > 0 // Simplify 

输出： 


2 ^ = 7 


L«g[y] 


2y 2 




{{Dt[y, x]- 

{{ o - 


y( x +y 3 +y 2 Dt[c, x]) 


x 2 


- xy 3 


11 

Ji 


y( X +y 3 +y 2 Dt[c, x])n 


h y 2 - * y 3 


n 


(3) 里卡蒂方程 

(* Riccati EQ : y ' = Py 2 + Qy + R,y = A * ) 

(* Ex 2 .5-5 (3) y [ x ] = - x ' 1 * ) 

(* x 2 Y '[ x ] = x 2 y [ x] J +x y [ x ] +1 * ) 


Remove [ " Global ■ * "]; 


P = 1； Q = x _, ； R 
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;A = 


- x 




eqn = y' [x] == Py[x] 1 + Qy[x] + R 
eqn /. | y' [x] - > a. A , y[x] - > A | 
sol = DSolve[ z' [x] + (2 PA + Q) z[x] == -p f z[x] 
Simplify [ % ] 
y[x] = A + z [x] /.sol 

输出： 


厂 [X] 



+ y[x] 2 


True 

I |z[x]-»x C[l] -x Log[x] } I 
H z[x]-»x (C[l] -Log[x ] 川 

I + x C[l] - x Log[x] J 

(4) 验证方程组解 
(* Ex 5 .2 - 8 * ) 

Remove [ " Global" * "]; 


A = ( 0 2 ) ; f = 丨 Sin [ t ] ， Cos [ t ] 丨； 

eqn = x*[t] == A. x[t ]； 
eqns = x'[t] = A. x[t] + f ； 

输出： 


4 > = 



te 2 * 

e 2i 


(* Ex 5 .2 -8(1)*) 

eqn /• | x •[ t] - > d, 4> f x[t] —> 4>| // Simplify 
Del [4>] 

输出： 

True e 41 

j j xl [ t] — ♦ (27e 2 * - 15e 2, t -2Cos[ t] - 14Sin[ t]), 



«2[0— +( -3e 2 ' -2Cos[t] +Sin[t]) J } 

(5) 判断奇点个数和类型 
(* Ex 6.1 - 3 (3) * ) 

Remove [ " Global、* 

Fx = y; 

Fy = -x + fi(y-x 2 ); 

sol = Solve [ I Fx == 0, Fy = 0| f |x ， y|] 

dim = Dimensions[ sol] ； dd = dim[ [ 1 ]] 

For[i =l,i 彡 dd，i = i + 1 ， 

xO = x/. sol[ [i] ] ； y0 = y/. sol[[i]]; 
fx = Fx/. |x->x + x0,y->y + y0|; 
fy = Fy/. I x - > x + x0 t y - > y + y0| ; 

a = a s fit/, lx- > 0, y - > 0| ; b = &/• |x - > 0, y - >0| ; 

c = fy/. |x - >0, y - >0( ；d = d y fy/. |x - >0, y - >0| ; 

Print[ » i = " ， i,":a = " ， a，"，b = " ， b，"，c = ",c,"，d = " ， d,?] ; 
Print [ "p=" ， p= - (a + d) ， " ， q=" ， q=ad - be," ， A = •• ， A = p 2 

Print[ H A 1 =",-^*( -p+Sqrt[A]), M ,A 2 = w ，+( - p - Sqrt[ A] )，"•"];] 

输出： 



i = l:a=0，b = l，c = - 1 ,d = |jl. 
p = - jx,q = l,A = -4 + p 2 . 

k = + ( a + y ) ，、 = + ( 蚪 _ 〆 _ 4+ ^) 

i =2：a =0, b = 1, c = - 1 ,d = ji. 
p = - JJ., q=-l, A = 4 + p, 2 . 

、 = +卜 + / 4 + M* 1 ) ，人 J = + ( 屮- ' Z 4 + M- 2 ) • 
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§10.2.3 绘图 


(1) 平面向量场及轨线图貌 

( a ) ( * Ex 6. 1 - 1,输出见图 10.1( a ) * ) 

< < GraphicsPlotField' 

gl =PlotVectorField[ | l,x + 2 * x*2| , 11,0,4| , |x, -2,2( , Frame -> 
True.ScaleFunction -> ( 1 &) , ScaleFactor -> 0. 16, HeadLength -> 
0.01,PlotPoints -> 1 15,15| ]； 

8o 12 = NDSolve[ |x’[t] =x[t] +2 x[t]*2,x[0] == -1.9| ,x[t], 11,0,4| ]； 
g2 = Plot[Evaluate[x[t]/.sol2] ,|t,0,4| .PlotRange -> | |0,4| ,| -2,2| |]； 
so!3 =NDSolve[ |x’[t] ==x[t] +2 x[t]*2,x[0] ==0.02| ,x[l], fi,0, 
41]; 

g3 = Plot [ Evaluate [ x [ t]/. sol3 ] , | t, 0, 3. 05 | , PlotRange -> | | 0, 
41,1 -2,2(1 ]； 

Show[gl ,g2,g3] 

( b ) ( * Ex 6.4-6(1), 输岀见图 10.1( b ) * ) 



m 10.1 

Needs [ " Graphics' 1 '] 

gl = Plot [|0,X -2, (1 - X )/21 ， lx, - 4,4| , PlotRange -> | | - 4, 
41,1 -4,4| |]； 

sol2 = NDSolve[ |x’[t] ==x[t] (1 -x[t] -2 y[t]),y ， [t] ==y[l] * (x 
[t] -2 -y[t]),x[0] ==4,y[0] =4| ,|x[t],y[t]| ,|t,0,3l ]; 
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g2 = ParametricPlot[ Evaluate [|x[t],y[t]|/. sol2 ] , | t,0,3 | , PlotRange 
- >|| -4,41,1 -4,4 ||]； 

sol3 = NDSolve[ | x’[t] =x[t] (1 -x[t] -2 y[t] ) ,y'[t] == y[t] * (x 
[t] -2 -y[t] ) ,x[0] == - 1.5,y[0] =4.0[ , | x[l] ,y[t] } , |t, 
0,3f ]； 

g3 = Parametric Plot [ Evaluate [|x[t],y[t]|/. sol3 ] , | t,0,3 | , PlotRange 
-> I I -4,4| ,| -4,4| |]； 

soW = NDSolve[ |x’[t] —x[t] ( 1 -x[t] -2 y[t] ) ， y’[t] == y[t] * (x 
[t] -2 -y[t] ) ， x[0] ==0.1 ， y[0] == - 1.7| , |x[t],y[t] | , |l, 
0,3 |]； 

g4 = Parametric Plot [ Evaluate [|x[t] ， y[t]|/. soW ] , 11,0,3 | , PlotRange 
-> I I -4,4( , I -4,4| j ]； 

sol5 = NDSolve[ |x’[t] =x[t] (1 -x[t] -2 y[t] ) ， y*[t] ==y[l] * (x 
[t] -2 -y[t] ) ,x[0] == -0. 1 ,y[0] == -2.0} , \ x[l] ,y[l] }, 
|t,0,3 |]； 

g5 = ParamelricPlot[ Evaluate [|x[t],y[t]|/. sol5 ] , | t, 0,3 | , PlotRange 
- >11 -4,4|,| -4,4! |]； 

Show[gl ,g2,g3 ,g4,g5] 

(2 ) 等高线图 

(* Ex6.6-2(2 ), 输出见图 10.2 *) 
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图 10.2 



< < GraphicsX^ontourPlot ' 

ContourPlot[ y^2/2 + x^2/2 - x A 4/4 ， | x ， - 2，21 , | y ， - 2,21 , 

PlotPoints -> 120,ContourShading -> False,Contours - >20]; 

(3) 空间曲线、曲面 

( a ) ( * Ex 6.5-4 ，c = 120,输 出：图 10.3( a ) * ) 

< < Graphics'Graphics3 D' 

eqs = Sequence[x’[ t] == 10 * y[ t] - 10 * x[ t] ， y’[ t] == 120 * x[ t] - x 
[t] *z[t] -y[t] ， * ， [t] ==x[t] *y[t] -8/3*z[t ]]； 
soil = NDSolve[ I eqs v x[0] ==l ， y[0] == 1 ,z[0] ==0( , |x[t] ,y[t] y 
z[ t] I ， 11 ， 0,161 ,MaxSteps -> 10000 ]； 

Parametric Plot3 D [ Evaluate [ |x[t],y[t],z[t] |/. soli ] , | t y 0,16 | , Plot- 
Points -> 14400,Boxed -> False ]； 

( b ) (* Ex 6.6-6, 输出见图 10.3( b )、（ c ) *) 

a = • 8 ； c 0 = 1 ； 

Plot3D [Sech[Sqrt[a] * (x - a * t - c0)/2] A 2/2, 1 1 , - 10 ， 10| , |x, -10, 
101 , PlotRange -> All ] 5 

Plot3D [12 (3 +4 Cosh [8 t-2 x] + Cosh[64 t-4 x])/(Cosh[36 t-3 x] 
+ 3 Cosh [28 t - x ] ) A 2 f 1 1 , - 4,4| ， lx, -10,10) , PlotRange -> 
’ All ]； 



( b ) 单孤子 （ c ) 双孤子 

图 10.3 

* §10.2.4 微分方程直接求解 


(1) 一阶微分方程 
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(* Ex 2. 1-1(1) * ) 

DSolve[y’[x] ==2x y[x] ， y[x] ， x] 

DSolve[ I y ， [x] ==2x y[x] ， y[0] == 11 ,y[x] ， x] 

输出： 

{{y[x]-e l2 C[l]}> {{y[x]-e* 2 }} 

(2) 二阶及高阶微分方程 
( a ) ( * Ex 4.1 - 3(3) * ) 

DSolve[x M [t] +4x[t] == t Sin[2 t] ,x[l] f i] 

Simplify [ % ] 

输出： 

I |x[l]-vC[l]Cos[2t] +C[2]Sin[2t] +^-( -8t 2 Cos[2t] + Cos[2t] 
Cos[4t] - 4tCos [ 4t ] Sin [ 2t] + 4tCos[2t] Sin[4t] + Sin[ 2t] Sin 
[4t])}} 


{{ x[t] — 忐 ((1 


+ 64C [ 1 ] ) Cos [ 2t ] + 4 ( t + 16C [ 2 ]) Sin 


[2t])}} 、 

(b) ( * Ex4 .2 - 2 (7) * ) 

DSolve[x""[t] -2x"[t] +x[t] =t 2 -3, x[t], t] 5 
Simplify [ % ] 

输出： 

{ {x[t]-*l +t 2 +«"C[1] +e"tC[2] +e'C[3] +e'tC[4] t | 

I |x[t]— + t 2 ) +C[1] +tC[2] +e J, (C[3] +tC[4]))|| 

(3) 微分方程组 

(a) ( * Ex5.2 -8. (2) * ) 

eqns - | xl’[ t] == 2x1 [t] + x2[t] + Sin[ t ] ,x2*[ t] == 2x2[ t] + Cos[ t ](； 
DSolve[ ( eqns.xl [0] = 1 ,x2[0] == -1( , | xl [t] ,x2[t] | ,t] 

输出： 
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True 



I I xl [ t]— 告 (27e:.-15e J, t-2Cos[t] - 14Sin[t] ) ,x2[t] — 

+( - 3e 21 - 2Cos[t] + Sin[ t] ) | | 

( b ) ( * Ex 7 -1(2) * ) 

DSolve [ |x’[t] ==y[t] +l ， jr’[t] ==x[t] +l ， x[0] == -2,y[0] ==0| , 
U[l],y[t]| f t ]； 

% //Simplify 

输岀： 

I |x[t]—► -e"'(l +e') ,y[t]—► -e"( - 1 + e') | | 

I I x[t]—► - 1 - 1 +e"'| | 

(4) 微分方程近似解和幂级数解 
( a ) ( * Ex 3 . 1 -1 * ) 

eqn = y'[x] == x + y[x] 2 ； 

y [ x 」 =X + 0 [ x ]' 6 ； 

n -0 

sol = Solve[ I eqn,y[0] = 0| , Table [a„, | n, 0, 15(]] 
y[x] /. sol [ [ 1 ]] 

输出： 

{ 卜 5 — 0 ， a ,4_ ^， a |3_>0 ， ai 卜 0 ， a ”—^5’ a i 广 0 ，〜一 0 , 8 卜!^’ 


a 7 —►0,a 6 -^),a 5 — ►^,a 4 —>0,a 3 — > 0 ^ 2 —^),a 0 —>0 | J 


Io + ^0 + ^0 + 9l56 + 0[x]，4 


( b ) ( * Ex 4 .3 - 2 (2) * ) 

O i a n t" + O[t] ,0 ; 

a s0 

eqn = (1 - t)x w [ t] +x[t] =0; 
coef = Solve[eqn,Table[a n , | n,0,9| ]] 
sol = x[ l] /. coef 

输出： 
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I I a o _ ►- 135434880a, + 178536960a, ,a,-»52577280a, -69310080a,, 
aj-»67717440a g - 89268480a, ,3,-^13809600a, -18204480a,, 
a 4 -»1261680a g - 1663200a, ,a s ->66528a g - 87696a,, 

^—>22968, - 3024a, ,a 7 —>56a, - 72a, | | 

I ( - 135434880a, + 178536960a,) + (52577280a, - 69310080a, ) t + 
(67717440a, - 89268480a, ) t l + ( 13809600a, - 18204480a, ) t 3 + 
(1261680a, - 1663200a, ) t 4 + (66528a 8 - 87696a, ) t 5 + (2296a, - 
3024a, )t 6 + (56a, -72a,)t 7 +a,t* + a,t 9 +O[t] ,0 | 

(5) 矩阵指数、基解矩阵及微分方程组的解 

( a ) ( * §5.4.1 -6(3) * ) 

Matrix Exp [丨 |4,2, - 21 ,11,3, - 11 ,13,3, - 11 | ] //Simplify 

输出： 

| |1, t,0| ,10,1,01 ,|0,0, e 3, | I 

( b ) ( * Ex 5 .3 - 4 (4) * ) 

fl 0 3 

A = 8 1 -1 ； 

,5 1 -K 

Exp [At] 

输出： 

{teM,e 3， Ue g, ,e , ,e- ， Ue 5 , ,e , ,e- ， U 

( c ) ( * Ex 5 .3 - 5 (3) * ) 



(\ 2 



ri\ 

A = 

1 -1 

1 

； *n = 

0 


0 

0 




4> = Matrix Exp [A t]// Simplify 

X = <t>. 7^ 

输出： 

{{+ m +，)}，{+，(- w )}，{+， 

(6) 用拉普拉斯变换求微分方程组的解 
(* Ex5.3 - 9 -5(1) * ) 
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eqLl = LaplaceTransformt Ul'[t] ==xl [t] +2 x2[t] ,x2’[t] ==4 xl[t] 

+ 3 x2[t] I ,t,s] 

eqL2 = eqLl/. | xl [0] 一 >3 ， x2[0] -> 3 , LaplaceTransform [xl[t] f t,8]-> 
XI [ s] ,LaplaceTransform[ x2[ t] ， t ， s] - > X2[ s] | 
soL = Solve[ eqL2, | XI [ »] ,X2[ s] | ] 
xl = InverseLaplaceTransform[soL[ [ 1,1,2] ] ,s,t] 
x2 = InverseLaplaceTransform[ soL[ [ 1,2,2] ] ,s,t] 

输出 ： 

I s LaplaceTransform [xl[t] ,t,s] - xl [0] == LaplaceTransform[ xl [t], 
t,s] -f 2 LaplaceTransform [x2[t] f t,s] f 

s LaplaceTransform [x2[l],t,8] - x2 [ 0 ] == 4 LaplaceTransform [ xl 
[0 + 3 LaplaceTransform [x2[ t] ,t,s] | 

I -3 +s Xl[s] == Xl[s] +2 X2[s], -3 +s X2[s] ==4Xl[s] +3 
X2[s]| 


e-'(l +2 e 6 ') e '( -1+4 e 6 ') 


3(3+8) 

- 5 - 4 s + s 


l}} 


§10.3 MATLAB 程序选 


§10.3.1 辅助计算 


(1) 矩阵计算 

%♦***♦♦*氺本木本*冰*本本本本本 * 氺氺本本本 

% Ex 5.3 -3(4) 

%本** 氺氺木木木氺本 * 氺氺本氺本本本本本氺* 氺本木 

clear 
syms x 

A = [0 1 0；00 1 ； -6 -11 -6 ] ； 

A, 


det( A) 
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[-6, - 11, -6 -x] 

as = -6 ^ x^2 - x^3 - ll *x-6 

y = -1 -2 -3 

(2) 求特征值 

% 本氺 本木本本木氺* 本冰 申本木木木 

% Ex6. 1 -4(1) 

氺本本本幸本 sjesjc 

clear 

[x] = solve ( ’x"3 + 5*x"2+6*x + x^) 

输岀： 


0 

-5/2 + 1/2 * i *3*( 1/2) 

-5/2 - 1/2 *i *3*( 1/2) 

(3) 求奇点（驻定解），解代数方程组 
%**♦***********♦♦*_♦_♦_♦*♦ 
% Ex 6.1-3(1) 

%*♦*♦♦******#* 本 _ 承氺木木木冰 # 木本本 

clear 

X = ’x*(l-x-y)’;Y = ’y/4 * (2 -3 * x -y )*； 

[x ， y] = solve(X.Y) 

输出： 


x = 0 0 1 1/2 y = 0 2 0 1/2 


(4) 微分方程数值解（计算结果见 §3.4.6-1) 

本申本氺 本氺 本本 


% Ex 3.5 - 1 f ( y ) = y ( l - y "2) 

%♦本氺 * 本*本本本本本木木本 

clear 


A = zeros( 10, 10) ; 
B = zeros( 10,10 )； 
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h = 0 . 1 ; 
xO =0；yn =2 ； 
for n = 1 ： 10 

xn = xO + n * h ； 

ye = yn + h * yn * (1 - yn" 2 ); 

yeba = yn+h*yn* (1 - yn^ 2 ); 

yeb = yn + h/2 * (yn * ( 1 - yrT2) + yeba * ( 1 - yeba"2 ))； 
rl = yn * ( 1 — yn^2); 

r2 = ( yn + h/2 * rl ) * ( 1 - ( yn + h/2 * rl ) "2 ); 
y2rk = yn + h * r2 ； 
kl = yn * ( 1 - yn"2); 

k2 = (yn + h/2*kl) * (I -(yn + h/2*kl)"2 )； 
k3 = ( yn + h/2 * k2) * ( 1 - ( yn + h/2 * k2 ) "2 ); 
k4 = (yn + h*k3) *(1 - (yn + h * k3)"2); 
y4rk = yn + h/6 * (kl + 2 * k2 + 2 * k3 + k4); 
yn = sqrt(4 * exp(2 * xn)/(4 * exp(2 * xn) -3) ) 5 
ee = ye - yn ； 
eeb = yeb - yn; 
e 2 rk = y 2 rk - yn ； 

©4rk = y4rk - yn ； 

A (:, n) = [ xn ； yn ； ye ； ee ； yeb ； eeb;y2rk 5 e2rk ； y4rk ； e4rk] 5 

end 

A 1 

xO = 0 ； ye = 2 ； yeb = 2 ； ym = 2; yn = 2; 
for n = 1 ： 10 

xn = xO + n * h ； 

ye = ye + h * yn * (1 - ye ^)； 

yeba = yeb + h*yn*(l - yeb "2 )； 

yeb = yeb + h /2 * ( yeb * (1 - yeb" 2 ) + yeba * (1 - yeba" 2 ) ) 5 
rl = ym ♦ ( 1 - ym^); 

r 2 = ( ym + h /2 * rl ) * ( 1 - ( ym + h /2 * rl ) ^ 2 ); 
ym = ym + h * r 2 ； 
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kl = yn * ( 1 - yrT2); 

k2 = (yn + h/2*kl) * (1 - (yn + h/2 * kl )1); 

k3 = (yn + h/2 * k2) ♦ (1 - (yn + h/2 * k2)"2 )； 

k4 = (yn + h*k3) * ( 1 - (yn + h*k3)"2); 

yn = yn + h/6 * (kl + 2 * k2 + 2 * k3 + k4 )； 

y» = sqrt(4 * exp(2 * xn)/(4 * exp(2 * xn) -3)) ； 

ee = ye — ys ； 

eeb = yeb - ys; 

e2rk = ym — ys ； 

e4rk = yn - ys ； 

B (: ,n) = [ xn ； ys ； ye ； ee ； yeb ； eeb ； ym ； e2rk ； yn ； e4rk ]； 
end 
B ， 

§10.3.2 绘图 


( i ) 平面向量场及轨线图貌 

( a ) % ***♦♦♦♦♦***♦♦*♦♦**♦**♦ 
% x ，= l -又1-广2,/=2*7，输出见图 10.4( a ) 

% ************************ 
clear 

x0= -2.8:0.4:2.9; 
y0= -2.8 ： 0.4 ： 2.9 ； 

[x ， y] = meshgrid(xO f yO )； 

d = sqrt((l -x.1-y.1).1 + (2*x. *y).1); 
u = (1 -x.^2 -y."2)./d ； 
v = (2 * x. * y)./d ； 
hold on 

quiver(x,y ， u,v,0.3 ， ’b’) 
hold off 

xl = -1 ：0 .01 ：1； 
yl = sqrl( 1 - xl. "2 )； 
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y2 = - sqrt( 1 - xl • 1); 
x3 = -2.9 ： .01 ： 2.9; 
y3 = zeros ( size( x3 )); 
y4 = x3 ； 

x4 = zeros( size(y4 ))； 
hold on 

plot(xl ， yl ，’ -g’，xl ,y2，’ -g’ ， x3 ， y3,’ - g’,x4 ， y4，’ - g’) 
hold off 

[X ， Y] =ode45( , odeg613a # ,[0,4. ],[.5 ； 1.2]) ; 
hold on 

P lot(Y (: ， l),Y(:,2) ，， -r ，） 
hold off 

[X ， Y] =ode45( ， odeg613a ，， [0,4. ],[.5 ; -1.1]) 5 
hold on 

plot(Y (: ,1),Y (: ,2 )/-^) 
hold off 

[X,Y] =od©45( , odeg613a , ,[0,1.5] ,[2.2 ； 0.4 ])； 
hold on 

plot(Y (: ， 1 ) ， Y (: ， 2 )/-〆 ） 

hold off 

[X ， Y] =ode45( , odeg613a , , [0,2.0] ,[2.2 ； -0.2 ])； 
hold on 

P lot(Y( : ， l) ， Y( : ， 2 )/- r ，） 
hold off 


function dy = odeg613a(x ， y) 

dy=[l -y(l)*2-y(2)*2 ；2 *y(l) *y(2 )]； 


(b) % ********************** 

% X '= xy ， y ' sxl - y "4, 输出见图 10.4( b ) 

% 氺氺木 本本木冰 本氺 氺木氺 本*«氺木* 本本本氺 
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(a) (b) 

图 10.4 

ymin = -2 ； ymax = 2 ； 
axis( [ xmin,xraax,ymin,ymax]) 
x0 = xmin + .1:0.4: xmax ； 
yO = ymin + .1:0.4: ymax ； 

[x ， y] = meshgrid(xO,yO); 
d = sqrt( (x. * y)."2 + (x."2 -y. "4)."2 ) ； 
u = (x_ * y)./d ； 

v = (x."2-y."4)./d ； 

hold on 


quiver(x,y,u,v,0.3,’b # ) 
hold off 


xO = xmin ： 0. 01 : xmax ； 
yO = ymin ： 0. 01 : ymax ； 
yl =y 0 ； 

xl = zeros( size( yl ))； 
x 2 =x 0 ； 


y 2 = zeros( size( x 2 ))； 
y3 = ymin ： 0.01 : ymax ； 
x3 = y3. ^ ； 
y4 = y3; 
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x4= -y4.^2 ； 
hold on 

plot (Xl ， yl ， ， -k , ， x2,y2, , -k , ,x3 ， y3 ， ， 一 k’ ， x4 ， y4 ， ’ 一 k’> 
hold off 

[X,Y] =ode45( , ode g 613d , ,[0,2.4],[ -.2 ； 1.9]); 
hold on 

P lot(Y( : ， l),Y( : ， 2 )/- r ，） 
hold off 

[X,Y] =ode45( , odeg613d , ,[0,2.4] ,[.2 ； 1.9]); 
hold on 

plot(Y (: ， 1),Y (:, 2)/-0 
hold off 

[X,Y] =ode45( , odeg613d , ,[0,3.8] ,[ -1.9 ； -1.27]); 
hold on 

plot(Y( ： ,l),Y (: ,2)/-^) 
hold off 

[X,Y] =ode45( , odeg613d , ,[0,2.1],[1.9 ； -1.277])} 

hold on 

P l 0 t(Y( : ， l) ， Y( : ， 2)/-O 
hold off 


function dy = odeg613d( x f y) 

dy = [y(l) *y(2) ； y(l)-2-y(2)*4 ]； 


(2) 等高线图 

%♦♦*♦♦*** 本 ** ♦ 氺 * ♦ 本 ♦ 本 * 本本 * ♦本本 

% Ex 6.6-2(3)， 输出见图 10.5 

木氺木 ♦♦ 本木木本 * 本 ** 申本★本本本 

clear 

[X ， Y] = meshgrid( -3：. 1 ： 3); 

H=-2*X. A 2+2*Y."2-X. A 4 ； 
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-3 


-2 


0 


2 


图 10.5 


(3) 空间曲线、曲面 

(a) % 本氺本本本本木本 * 氺本♦承本本 

% Ex 6.6 -2(3) 曲面，输出见图 10.6( a ) 




hold 


hold c 
hold c 






LorenzEQ t 输出见图 



















图 10.6(a) 


clear 

global a b c 
a = 10;b = 8/3 ；c = 13 ； 

[T ， X] = ode45( ， LorenzEQ # , [0,30] , [ 1; 1 ；0]); 
hold on 

plot3(X( : ,l)，X( : ，2)，X( : ,3)) 

view( -20,60) 5 % 视角 

xlabel( # x # ) ;ylabel( V) ;zlabel('z’）； % 轴标识 

hold off 


function dx = LorenzEQ(t,x) 
global a b c 

dx=[a* ( x(2) - x( 1) ) ；c * x( 1) - x( 1) * x(3)... 
-x(2);x(l) *x(2) -b*x(3)] ; 


(c) % ♦ 本本本 * 本#木冰本木本本木 # 本 

% Ex 6.6 -6 单孤子图，输出见图 10.6( c ) 

% 木氺氺 

clear 

a = 2; c0 = 20； 
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图 10.6(d) 


clear 

[T，X] = meshgrid( [ - 50 ：. 2 ：50]); 

G = 12*(3+4* cosh (8*T-2*X) + cosh (64*T—4*X))./... 

((cosh (36*T-3*X) + 3* cosh (28 * T - X) ). ^2); 
mesh( G); 

% hold on 
P lot3(T，X,G) 

axis( [ -13,8, -50,50,0,20]) 

xlabel( 'T*) ；ylabel( 'X') ；zlabel( 'G*) ; % 轴标识 

hold off 

§ 10.4 Maple 程序选 

§10.4.1 辅助计算 

(1) 微分、积分 

diff(f,x),d(f),d[l,2,2](f), 

int(f’x) ,int(f,x = a. . b) ,int(f,x = 1. . infinity). 

(2) 求行列式、逆矩阵和转置矩阵 

det(A) ,inverse( A) ,transpose( A) 

(3) 求矩阵特征方程、特征值和特征向量 
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# Ex 5.3 - 3(3)， Maple 程序每句执行后即时输出 

A ： = matrix ( [ [ 1,2，1 ] , [ 1， - 1,1 ] ,[2,0,1 ]]) ； 



eigenvals( A) 5 

3, -1，-1 

eigenvects( A )； 

[-1 ， 2 ， |[-212]|] ， [3 ， 1,|[212]|] 

(4) 求奇点（解方程组） 

# Ex 6. 1 - 3(4) 

restart : FI : = y - x = 0 ： 

F2 ： = y-x 2 - (x-y) * (〆 一 2*x*y + 手 ♦ x 3 j =0 ： 

solve( I FI ,F2( , |x,y| ) 5 

|y = 0 ,« =01 , |y = l,x = l| 

(5) 微分方程数值解（计算结果见 §3.4.6-1) 

# Ex 3.5 -1 

f: = proc(y) y * ( 1 - y" 2 ) end ； 

fn : = proc(x) sqrt(4 * expand(2 * x)/(4 * expand(2 * x) -3) ) end ； 
fe: = proc(y) y + h * f(y) end ； 
fb ： = proc(y) local r ； r ： = y + h * f(y )； 
fb ： = y + h/2 ♦ (f(y) +f(r) ) ； end ； 

£ 2 : = proc( y) local rl ， r 2 ; rl: = f( y )； 

r 2 ： = f( y + h /2 * rl ) 5 f 2 = y + h * r 2 ； end ； 
f4: = proc(y) local kl ,k2,k3,k4; kl ： = f(y); 

k2 ： =f(y + h/2*kl )； k3 ： =f(y + h/2*k2 )； 

k4 ： =f(y + h/2*k3 )； f4 ： = y + h/ 6 * (kl +2*k2+2*k3+k4) 

end ； 

h ： =0.1 ； xO ： =0. 5 yn ： =2 .； 

for n from 1 to 10 do xn ： = xO + n ♦ h ； 
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ye ： =fe(yn) ； yb ： =fb(yn) ； y 2 ： =£ 2 (yn); 
y4 ： = f4( yn) ； yn ： = fn( xn) ； ee ： = ye - yn ； 
eb ： = yb - yn ； e2 ： = y2 - yn ； e4 ： = y4 - yn ； od ； 
h ： =0.1 5 xO ： =0. ; ye ： =^2; yb ： = 2 ； y2 ： = 2 ； y4 ： =2 ； yn ： =2 .； 
for n from 1 to 10 do xn ： = xO + n * h ； 

ye ： = fe(ye) ; yb ： = fb( yb) ; y2 ： = £2(y2) ; y4: = f4(y4) ； yn ： = fn( xn )； 
ee ： = ye - yn ； eb ： = yb - yn ； e2 ： = y2 - yn ； e4 ： = y4 - yn ； od ； 

§10.4.2 辅助判断 


( 1 ) 恰当方程 
#Ex2.3 -1(2) 

restart : m : =y -3 * x 2 ;n ： = - (4 * y - x )； 
I diff(m,y) ,diff(n,x) | ； 

HI 


f ： = int(m,x); 

yx - x 

g: =n-diff(f,y); 

-4r 

ky: = int(g.y); 

- 2 y 

sol: = f + ky = c; 


yx . 

-x 3 - 2 y 2 

( 2 ) 积分因子 
#Ex2.3 -2(2) 

restart ： mx ： = exp( x) + 3 * y J ： 



ny ： =2 * x ”： 

sxy ： = simplify( diff( mx,y) -diff(ny,x)) 5 

4 r 

sn ： = simplify ( 拉 ] : u ： = simplify( exp( int( sn,x))); 
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f ： = int( u * mx, x) : g : = simplify( u * ny - diff(f ， y)): 
ky : = inl(g.y) : sol : = simplify(f + ky = c); 

*V ~2xe + 2 e* +x 3 y 2 =c 

(3) 里卡蒂方程 

( a ) # Ex 2.5 - 5(2), = Py 2 + Qy + R,y = A ： 

restart : P: = x—> - 1 ： Q ： = x—>2 * sin(x) : R ： = x—►cosCx) - sin 2 (x) : 

A ： = x—►sin(x) : solz ： = dsolve( D(z) (x) + (2 * P( x) • A( x) + Q 
(x) ) * z(x) = -P(x) ,z(x>) 5 
z(x) =* +_C/ 

( b ) # Ex 2. 5-5(7) = py 2 + Qy + R,y = A : 

restart : P : = x—►x - 1 : Q ： =x— >1 一 2 * x ： R ： = x—>x ： A ： =x— ^1: 

solz ： = dsolve( D(z 〉（ x) + (2 * P(x) * A(x) + Q(x) ) ♦ z(x)= 
-P(x) ,z(x)); 
z(x) = * + e jCl 

(4) 验证方程组解 
# Ex 5.1 - 1(1) 

restart : x : = vector( [ co»( t) , - sin( t)]); 

[cos( t) - sin( 0 ] 

A ： =matrix( [ [0,1] ,[ -1,0]])} 

[：：1 

evalm( A& ♦ x); 

[- sin(l) - cos ⑴] 

map(diff,x ， t); 

[- sin( t) - cos( t)] 

y ： = vector( [ sin( t) ,co»(t) ] ) 5 

[sin(l) cos( t) ] 

evalm( map( diff,y ,l) - evalm( A& * y) ) 5 
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[0 0 ] 

(5) 判断奇点个数和类型 

# Ex 6. 1 -3(2) 

restart : with ( DEtools) : 

Fx : =9*x-6*y+4*x*y-5*x*x ： 

Fy ： = 6 *x 一 6_y-5 傘 x_y+4_y*y: 
sol ： = solve ( I Fx =0,Fy =0| ， |x ， y|); 

sol ： = \y=0 9 x =0| 9 \y = l 9 x-2\ , \y=2 9 x = 11 
m ： = nops( [ sol ])； 

m： =3 

for i from 1 to m do 

xO : = eval(x,sol[ i] ) ； yO ： = eval(y,sol[ i ])： 

fxO : = rad normal ( subs( |x=x + x0,y = y+ y0| ,Fx ))； 

fyO : = radnormal( subs( |x=x+x0,y = y + y0| ,Fy ))； 

a ： = subs( I y = 0 ,x = 0 | ,diff(fxO,x)) : 

b : = subs( I y = 0 ,x = 0 | ,diff(fx 0 ， y ) 〉 ： 

c : = subs( I y = 0 ,x = 0 | ,diff(fyO,x)) : 

d : = subs( I y = 0 ，x = 0 j ,diff(fy 0 ,y)): 

p : = - a - d；q : = a*d-b»c; s : = p"2 -4 * q ； 

rl : = - 1/2 * p + 1/2 * sqrt( s) ； r 2 ： = - 1/2 * p - 1/2 * sqrt( s) 5 

od ； 

*0 ： =0 yO ： =0 

fxO ： = 9* -6y + Axy - 5x 2 
fyO ： = 6* -6y - 5xy + 4y 2 
p ： = -3 q ： = 一 18 s ： =81 
rl ： =6 r2 ： = -3 
xO ： =2 )0 ： = 1 

fxO ： = -7*+2y+4*y-5« 2 
fyO ： = * - 8y - 5xy + 4y 2 
P ： =15 q ： =54 5 ： =9 
rl ： = - 6 r2 ： = —9 
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xO ： = 1 yO ： =2 
fxQ : -lx-2y +4xy-5i: J 
fyd ： = -4x +5y- 5xy +4y 2 
p： = - 12 7 ： =27 5： =36 

rl ： =9 r2 ： =3 


§10.4.3 绘图 

(1) 平面向量场及轨线图貌 
# Ex6.4 -6(2) ，输出见图 10.7 

restart ： with (DEtools ) : DEplot( | D(x) ( t) = x(t) • (1 - x( t) + y(t))，D 
(y)(t) =y(t) - (x(t) -2-+y(t))| ， |x ⑴， y(t)| ， t=0..1.0, 

[[x(0) =1.2,y(0) =5] ,[x(0) = 1.5,y(0) =5] ， [x(0) =1.8，y 
(0) = 5 ] ] ,stepsize = . 015 ， scene = [ x( t) ,y( l) ] ,linecolour = blue ， 
thickness = 1, method = classical [ foreuler ])； 



图 10.7 

(2) 等高线图 

# Ex 6.6 - 2(1), 输出见图 10.8 

restart : with( plots) : contourplot( ( • x 2 + • y 2 ，- • x 3 )，x = — 3.. 

3，y = - 3.. 3, contours = [ 0. 02,0. 05,0. 08 ,0. 12,0. 18 ， 0. 25 ， 0. 
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3,0.5,0.7,1,1.4 ， 1.8,2,2.5,3,3.5,4 ]) 



图 10.8 


(3) 空间曲线、曲面 

( a ) #6.5-4, Lorenz 方程 a = 10 ,b = 8/3 ， c = 60 ， 输出见图 
，（ a ) 

restart : with ( plots) : with ( DEtools) : 

DEplot3d ( I D(x) (l) =10 • y( t) -10 • x( t) ,D( y) ( t) =60 • x( t)- > 
(0 • z(t) -y(t) ,D(z)(t) =x(t) • y(t) • z(t) 丨 ， |x(t>, 







Iecioi 
















5.4-单孤子图3=4,00=0，输出见图 10.9( b ) 

th( plots) : 

: =0 ； plot3d(sech( 12 * sqrt(a) * (x - a * t - c0)/2”2/2，t = 

• 3 ，x = - 10. • 10); 

x 6.6-6 双孤子图，输出见图 10.9( c ) 
h ( plots) : plot3 d(12 * (3 + 4 * cosh (8*t-2*x) + cosh (64 * t 
* x) )/(cosh(36 * t - 3 * x) + 3* cosh (28 *t-x)) A 2 f t = - 
3"3 ， x= -10. .10 )； 



图 10.9( c ) 


* §10.4.4 微分方程直接求解 


(1) 一阶微分方程 
# Ex 2. 1 - 2(7) 


dsolve ( D(y) (x) 


2*x 3 +3*x*y(x) 2 +x 
3 * x 2 * y(x) + 2 * y(x) 3 -y(x) 


+ r (*) 2 ) - ■|~ ln (* 2 -2 - y ( x ) 2 ) +_ Cl =0 


(2) 二阶及高阶微分方程 
( a ) # Ex 4.1 -3(2) 


restart ： dsolve I diff(x(t) ,l,t) +^^*D(x)(t) =t-l,x(t) 


C 2 + e ' Cl -l - t 2 


(b) #Ex4.2 -2(8) 

restart ： dsolve(diff(x(t) ,t,t,t) -x(t) =cos(t) ,x(t)); 
*(t) = --^-cos(0 --^-sin(0 +_ Cle* 


+ _ C2e (-如 sin ( ) + _ C3e 卜 cos ( ) 

(3) 微分方程组 

( a ) # Ex 5.2 - 9 

restart ： dsolve( I D(xl)(t) =2 * xl (t) + x2( t) ,D( x2 ) ( t) = 2 * x2(t) + 
exp(2*t),xl(0) =l,x2(0) = - 1| , | xl (t) ,x2( t) | )； 

|x2(0 = (t-l)e <2,> ， *l(t) = ( _'|~ + + t ) e(20 +++ 2 * 1 } 

( b ) # Ex 7 - 1(3) 

restart ： dsolve( | D(x) (t) =x(t) -2 * y(t) ,D(y) (t) =x(t) - y( t) ,x(0) 
=l,y(0) =11 , U(t) ,y(t) I ) } 

{*(0 = - sin(t) +cos(t) ,y(t) = cos(t) } 

(4) 微分方程近似解和幂级数解 
( a ) # Ex 3. 1 -2 

eqn ： =D(y)(x) =x -y(x ) 1 ； 

(D(y))(*) =* -y(*) 2 

Order ： =20 ： dsolve( | eqn,y( 1) =0| ,y(x) .series )； 

y(x) = (: e _ 1 +-|-(* - 1 ) J _+(» - 1 ) 3 


4(*-1) 6 -‘(*-1> 7 -盖(*-1)* 




2839 . 

+ 199584 U 


D" 


4891 . 
544320 U 


l )' 1 


7M^- ，)， 3+ Mo 
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^ 1022933 ti 430105381 , ,、 l7 

2905943040^ ) 202095129600 ( ~ 1 ^ 

65155823 n ,« 308777390399 , ,、 l9 

90531302400 V ' 380140938777600 ( * ~ 1 ^ 


+ 0((*-l) M ) j 

( b ) # Ex 4.3 - 2(3) 

restart ： eqn ： =di£f(x(t) ,t,t) - t * diff(x(t) ,t) -x(t) =0; 

> ⑴ -( 去 ⑴) 卜:⑴ =0 

Order : =20 ： 


dsolve( |eqn,x(0) =a,D(x)(0) =b| ,x(t) .series )； 


*(0 


! a + 6 (+ T a| 2 + T 6 t 3 + T a(4+ ^ fS+ Ti 

士 7 士 , 士 9 + 3^0 Ot， ° 

+ lok 6t，，+ 46k at，2+ l3^35 6t，3 
+ 645120 at + 2027025 4/15 + I03Ji920 at，# 


+ 34459425 + 185794560^'' + 654729075 6<，# 

+ 0(t M )) 

(5) 矩阵指数、基解矩阵及微分方程组的解 
# Ex 5.3 - 5(3) 

A: =matrix([[l,2,l],[l, - 1,1 ] , [2 ,0,1 ]]) ： 
u: =vector([ 1,0,0 ])； 


X ： 


[10 0 ] 

= exponential( A * t ) ； 
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x ： = evalm( X& • u); 

[[ 合 〜 

(6) 用拉普拉斯变换求微分方程组的解 
# Ex 5.3 -9 -6(2) 

restart : with (inttrans) : 

L ： = laplace( | diff(xl( t) ,t) = x2( t), 
diff(x2(t) f t) =x3(t), 
diff(x3(t) ,t) = -6 * xl(l) -11 * x2(t) -6 * x3(t) +exp( -1) | ， t ， s); 


5 <30 ] ' 


|s laplace (xl(t) 山 s) -*1(0) - laplace{x2{t) 9 t 9 s ), 

s laplace(x2(t) 9 t 9 s) -*2(0) = laplace(x3(t) 9 t 9 s ), 

5 laplace(x3{t) 9 t 9 s) -*3(0) 

=-6 laplace(xl(t) 9 t 9 s) -11 laplace(x2(t) ， t ， s) 

-6 laplace(x3(t) f t 9 s) + j 1 

LI： =8ubs(xl(0) =0 ， x2(0) =0 ， x3(0) =0 ， 

laplace(xl (t) ,t,s) = XI (s) ,laplace(x2(t) ,t ， s) = X2(s ) ， 
laplace(x3(t) ,t,») = X3(s) ,L); 

f jJTKs) =X2(s) ,sX2(s) =X3(s), 


sX3(s) = -6X1(j) -11^2(5) -6X3(i) 



soLl: =solve(Ll, |X1( 8 ) ,X2( 8 ),X3(s) | )； 


[«(,) 
X2(s)= 
Xl(s 


'is 3 + 6 + 175 + 17j 2 + 5 4> 

_5_ 

75 3 + 6 + 175 + 17s 2 + 5 4 ’ 

1 1 


_ 75 3 + 6 + 175 + 17s 2 + 5 4 J 
xl: = invlaplace(soLl [3] ， s,t); 

invlaplace(Xl(s) 9 s 9 t) 

= 卜 3) 
x2: = invlaplace( soLl [2] t s f l )； 

invlaplace(X2(s) 9 s 9 t) 

x3 ： = invlaplace(soLl [ 1 ] ,s,t) 5 
invlaplace(X3(s) 9 s 9 t) 

( - 30 f4e ( ' 2,) 


屮 


4 


\2t-l) 


(7) 解偏微分方程 

( a ) # Ex 7 -2(3) 

pdsolve(x 2 * diff(z(x,y) ,x〉- x * y * di£f( z( x,y) ,y) + y J = 

z (*, y ))； 

心 ,y) =-|--^- + _^i(*r) 

( b ) # Ex 7 -2(9) 

restart : with ( PDEtools) : 

pd 8 olve( |x*di£f(z(x,y),x) - y * di£f(z(x,y) ,y) =z(x ， y) 
z(x,l) =3 * x| ,z(x,y ))； 

U(* ， y) =_F\{yx)x\ 



§10.5 SCILAB 程序选 


§10.5.1 辅助计算 

(1) 矩阵计算 

// ****** 本* ♦木* ♦本 ♦本 

// Ex5.3 -3(1) 

// ******************* 
clear 

A = [0 1 0；00 1 5 -6-11 -6] ; 

A, 

det( A) 
inv( A) 
spec (A) 

[v ， d ， s] =bdiag(A) 
expm( A) 


//p = poly(A ， "x M ，•• coeff 1 ') 
//xv = roots ( p) 


x = poly(0 , M x w ); 

E = eye(3,3 )；B = E*x-A ； 
q = det( B) 
roots( q) 

输出： 

ans = 0. 0. 

0 . 

0 

8333333 -1 


- 6. ans 
- 11 . 

- 6 . 

-0. 1666667 


=-6. 
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0 . 


0. 




ans = 

0 . 

-1. -2. 

1. 0. 

— 3. 


8 = 

1. 1. 

1 . 


d = 

-0.1740777 

0. 2666846 

-0.6731456 


0.1740777 

-0.5333693 

2.0194368 


-0.1740777 

1.0667385 

-6.0583104 

v = 

ans = 

-1. 0. 0. 

0. -2. 0. 

0. 0. -3. 

0.7474195 

0.4530381 

0.0734980 


-0.4409878 

-0.0610581 

0.0120502 


-0.0723015 

-0.5735405 

-0. 1333596 

q = 

ans = 

6 + llx + 6x 

-1. -2. 

2 3 

+ X 

-3. 



(2) 求特征值 

(a) // ♦♦本 *♦♦*♦** ♦ 木 * *♦*♦♦♦*♦** 

// § 6 . 2.2 - 2 ( 1 ) 

//本木本本申木本木 Hesfcal (本本本冰冰木本 * 本木本 本承本 

clear 

x = P ol y (0，" x ") ; 

p = x^4+2*x"3+4*x A 2+3*x+2 ； 
roots (p) 

输出： 

ans = -0.5 +0.8660254i 

-0.5 -0.8660254i 
-0.5 + 1.3228757 i 
-0.5 -1.3228757i 





clear 

x = P oly(0 ， "x") ; 

dx = del( [ - 1 -x ， 0 ， l;2, - x, 一 1;0, - 1, - x - 1 ]) 



输出： 


dx = 2 3 

- 1 - 2x - x 

y = 0. 1027847 +0.6654570i 

0.1027847 -0.6654570i 
-2.2055694 

( c )//♦******♦ 

// Ex 6. 1-4(1) 

//********♦♦ 
clear 

x = poly(0, N x M )； 
p = x^3 + 5 * x^2 + 6 * x + 1; 
roots ( p) 

输出： 

ans = -0. 1980623 

-1.5549581 
-3.2469796 
(3) 求奇点（驻定解），解代数方程组 

应用非线性方程组求解函数 fsolve ， 需给出初值.最好先通过 
绘制右端函数图知两函数曲线有多少个交点，并以附近点为初值 
计算 . fsolve 基本格式为 

[ x , [ , v [ , info ] ] ] = fsolve ( x 0, fct [ , Qac ] [ , tol ]) 

其中， x 0 为方程求解的初值（实向 量）； fct 和 fjac 为用字符串表示 
的方 程组； tol 为中止计算的相对误差（实数），缺省值为 tol = 
l . d -10; x 为方程组过零点的向 量解； v 为实向量，相当于方程 v 
( x ) 的解； info 为求解信息 （0: 输人 出错； 1:求解结果达到 td 要求； 
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2: 求解结果未达到 tol 要求，程序以最大迭代次数中止 计算； 3.tol 
给定值 太小; 4:计算结果不收敛）. 

(a) // 本 ** *♦♦♦♦*♦*♦♦*♦** 

// Ex 6. 1 -3(1) 解为 (0,0),(0,2),(1,0),(0.5,0.5) 

//本本本本本本本本本本 * 本本本木本本木本本木 ifejlcjle * 

clear 

deff( ， [y] =f 8 ol(x) , /y(l) =*(1) *(1 - x( 1) -x(2)), 
y(2) =l/4*x(2) *(2-3**(l) -x(2 ))*)； 

[xl.n.INl] =fsolve([0. 1 ； 0] ,fsol) 

[x2,f2,IN2] =f 8 olve([l ； 10],fsol) 

[x3,13,IN3] = fsolve( [ 10 ； 1 ],fsol) 

[x4,f4,IN4] = £solve( [ 1 ;2] ,fsol) 

输出： 


INI = 

1. fl 

= 

0. 0. xl 

= 0. 0. 


IN2 = 

i. a 

= 

1.0D-14 * 

0.5002454 

0.2220446 

x2 = 

-5.002D - 

15 

2. 



IN3 = 

1. 0 

= 

1.0D-15 * 

0.1157740 

0.0289435 


x3 = 1. -1.158D -16 

IN4 = 1. f4 = 0. 0. x4 = 0.5 0.5 

( b ) // ♦本 ♦♦本 *♦♦♦♦♦ ♦***♦*♦♦**♦* 

// Ex 6. 1-3(4) 解为 (0,0),(1,1) 

// 本本本本本本 ♦本 ♦♦♦♦♦♦♦♦***«**♦** 

clear 

deff ( ’ [y] =fsol(x) # /y( 1) = x(2) - x(l),y(2) = x(2) - x(l 广 2- 
(x(2) - x(l)) * (x(2)-2-2*x(l) *x(2) +2/3 * x( 1 )1 )，）； 

[xl，fl f INI ] = fsolve( [0.1 ； 0.1 ] ,feol) 

[x2,f2,IN2] = fsolve( [ 1 ； 10] ,fsol) 

[x3,0, IN3] = fsolve( [ 10；1 ] ,f8ol) 

[x4,f4 ， IN4] =fsolve( [ 10 ； 10] ,fsol) 

输出： 

INI = 1. fl = 0. 0. xl = 0. 0. 
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IN2 = 1 

£2 = 

0. 

0. 

x2 = 

1 

IN3 = 1 

D = 

0. 

0. 

x3 = 

1 

IN4 = 

f4 = 

0. 

0. 

x4 = 

1 


(4) 微分方程数值解 Ex 3.5-1 

程序可与 §10.3.1 -(4) 全同•但注意 MATLAB 的注释％要 

改为 //. 

//木* 氺 ♦★本 本本* ♦氺 ♦♦本 ♦♦木♦♦本 本* 本** 

// Ex 3.5 -1 f ( y ) = y(l - y "2) 

//************************* 

(5) 微分方程组的直接求解 

求微分 方程 〆 "+6/ + ll /+6 y = 12 的通解 • 

令 =y,x 2 =y',x 3 =y", 则微分方程化为方程组 

.V 

x' =Ax +f(,t) ,x = * 2 , 


L*3 」 



「 0 1 

0 • 


■ o ■ 

A = 

0 

0 

1 

，/ (0 = 

0 


--6 

-11 

-6. 


.12. 


//******** SCILAB 程序 ********** 

clear 


A = [0 1 0；00 1 ； -6 -11 -6 ]； 
[J,T] =bdiag(A) 

输出 •. 


T = 

-0. 

1740777 

0.2666846 

-0.6731456 


0. 

1740777 

-0.5333693 

2.0194368 


-0. 

1740777 

1.0667385 

-6.0583104 

j = 

-1. 

0. 0. 




0. 

-2. 0. 
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0 . 


0. -3. 




加上观察得方程组有特解 x = [2,0,0] T ， 得方程组的通解为 



■ -0.174 077 7 e _, 

0.266 撕 6 e -21 

-0.673 145 6 e -3 *' 


「 2 1 

x (. t )= 

0.174 077 7 e _, 

-0.533 369 3 e _a 

2.019 436 8 e 31 

c + 

0 


.-0.174 077 7 e '' 

1.066 738 Se ' 2 * 

-6.058 310 4 e _3, J 


LoJ 


其中 c 为任意常向量.原方程的解为 

y = -0.174 077 7 c , e " +0.266 684 6 c 2 e ^ -0.673 145 6 c 3 e ' 3 * +2. 

§10.5.2 绘图 


(1) 平面向量场及轨线图貌 

(a) // ♦ 本 * 木 ** 木♦♦木 ************* 

// gLK. sci Lotka - Volterra ODE x’ = x(3 -2y) ， y’ = y(x -2 ) ， 
输出见图 10.10( a ) 

// *♦***************>!(******* 
clear 

xbasc( ) // 淸 理图形 

xset( "pixmap" ,0) ; // 直 接显示 

d e ff("dy = f(t ， y)"，.. 

["dyl = aa * y( 1) - cc * y( 1) * y(2)"；.. 

"dy2= -bb*y(2) +ff*y(l) *y(2)"；.. 

H dy = [dyl ； dy2 ]"])； 
aa=3;bbs2;cc=2;ff=l; 
xmin = 0 ； xmax = 4 ； ymin = 0 ； ymax = 4 ； 
fx = xmin ： 0. 5 ： xmax ； 
fy = ymin ： 0. 5 : ymax ； 
x0 = xmin：. 01 ： xmax ； 
yO = aa/cc * ones(xO )； 
y 1 = ymin : .01 ： ymax ； 
xl = bb/ff * ones( yl )； 
plot(x0 f y0) ; 
plot(xl ， yl); 

fchamp(f,l,fx,fy ) 5 // 等倾斜线 
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xset("font" ， 4 ， 18) ; 
xlitle([""],["Yr],["Y2"]) ; 
xset( " thickness r, ,3) ; // 线宽 

tO =0; tmax = S ； 

t = tO ： 0. 05 ： tmax ； rtol =0. 0001 ； atol = rtol ； 
xO = 1 ； yO =2 ； 

sol = ode( [ xO ； y0] ,tO ， t ， rtol ， atol ， f); 
plot2d(sol( 1, ： ) ， sol(2 ,：）） 
xO = 2 ； yO =3 ； 

sol = ode( [x0 ； y0] ,tO,t,rtol ， atol ， f); 
plol2d(sol( 1, ： ) ,sol(2,:)) 
xO = 2 ； yO =2 ； 

sol = ode( [ xO; yO ] , tO, t, rtol, atol, f); 
plot2d(sol(l,：) ,sol(2,：)) 



(b) //*********************** 
// gvdPeq. sci van de Pol EQ x’ = y - c ( x"3/3 - x ) ， y f = - x ， 
输 出见图 10.10(b) 

//************************* 

clear 

xbasc( ) // 清理图形 

xset ( " pixmap " ,0) ; // 直接显示 
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deff("dy=f(t,y)",.. 

["dyl =y(2) -cc* (y(l).*3/3-y(l 
"dy2= -y(l)";.. 

"dy = [dyl ;dy2 ]"])； 
cc = 1 ； 

xmin = -4 ； xmax = 4 ； ymin = -4; ymax = 4 ； 
fx = xmin ： 0. S : xmax；fy = ymin ： 0. 5 : ymax; 

xO = xmin + 0. 001 : • 1: xmax ； yO = zeros ( xO ) ； yl = xO. /( cc * (1 - xO. A 
2)); 

plot2d(xO,yO,recl = [ -4, -4,4,4]) 
plot2d(xO,yl ,recl = [ _4, -4,4,4]) 
fchamp( f, 1 ,fx,fy) 

xset( "font- ,4,18) ;xtitle( Yl"],[•• Y2"]); 

xset (” thickness" ,2) ； // 线宽 

rtol = 0.0001 ； atol = rtol ； t0 = 0; 

tmax = 8；t = t0 ： 0.05 ： tmax ； 

xO = -3; yO =2 ； 

sol = ode( [x0 ； y0] ， tO ， t ， rtol ， atol ， f); 
plot2d(sol( 1 ， •• ） ,sol(2, ：) ,rect = [ -4, -4,4,4]) 
tmax = 8；t = t0 ： 0.05 ： tmax ； 
xO = 2 ； yO = - 3 ； 

sol = ode( [ xO ； yO ] ， tO ， t ， rtol ， atol ， f); 
plot2d(sol( 1, ：) ,sol(2, : ) ,recl = [ -4, -4,4,4]) 
tmax = 10；t = t0 ： 0.05 : tmax ； 
xO = • 3; yO = . 3 ； 

sol = ode( [x0 ； y0] ,t0,t,rtol,atol ， f); 
plot2d(sol(l ，：）， sol(2，：），rect = [ -4, -4,4,4]) 

(2 ) 等高线图 

//************************* 
// Ex6. 2-1(5) g6215 V = xcosx + ysiny ，输出见图 

10. 11 
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(3) 空间曲线、曲面 
( a ) 输出见图 10.12( a ) 


subplot ( 211); contour( > 
deff( ’ [ z ] = Surf2 ( x ， y ) 




0 0 PI r^m 


； plot3d(x,y 






图 10.12( b ) 

// \scilab demos \simulation \ODE * s\lorenz equation 
/ / ♦**♦♦*♦*♦♦%♦****♦*★♦♦ 
deff('[ ydot] = lorenz( t ， y) •，- • • 










"x = y(l)；yy = y(2);z = y(3);... 
j = [ -10,10,0；28- 2 , -1, -x； -yy,x, -8/3]") 
yO = [ - 3 ； -6；12] ；tO = 0 : step =0.01 ；tl = 10； 
instants = tO : step : tl ； 
y = ode(yO,tO,instants ， lorenz ， jacobian)； 
xbasc(O) ;param3d(y( 1,: ) ,y(2, ： ) ,y(3,：)) 

(4) 传递函数方法（时域响应曲线） 

对非齐次常系数线性微分方程（组），可用拉普拉斯变换化为 
代数方程（组），求解代数方程（组）后，再通过反拉普拉斯变换得 
到微分方程（组）的解 .SCILAB 中线性微分方程（组）可作为线性 
控制系统，应用系统与控制程序库中的各种函数（如传递函数）代 
替拉普拉斯变换进行处理. 

例二阶微分方程 x " + 2x = sin t , x ( 0 ) = x '( 0 ) =0 的时域响 
应曲线图. 

记 *0) 的拉普拉斯变换=义|>(«)],则方程经拉普拉 
斯变换后化为 


s 2 X ( s ) + 2X ( s ) =-^—, X ( s )=- 


{s 2 +2)(s 2 + \Y 
可直接应用系统与控制中的 syslin . csin 函数的时域响应曲线图. 
// * * * * * * jc ”-2 x = sin t , 输出见图 10. 13 * * * * * ^ 



图 10. 13 

s = poly (0,' s ') 

si = syslin (' c ',1/( (s * s +2) * ( s*s + l ))) 
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X =0 ： 0.01 ： 20 ； 

y = csim(' step', x, si )； 

plot2d(x , f y , ) 

§10.5.3 SCILAB Demos ( 演示 } 

( 1 ) 演示 

在 SCILAB 4. 1.2 版本中已和 MATLAB 类似有很完整的帮助 
条目供索引査询.可在界面上点击“？ /SCILAB Help ” 或直接按 H 
键 .SCILAB 中还有足够多的实例演示供使用及参考.这可在“？ / 
SCILAB Demos ” 中找到.如对常微分方程，可通过“？ /SCILAB De ¬ 
mos / Graphics /2 D and 3 D ” 中找到2维图形 plot 2 d , 3维图形 
plot 3 d ，向量场 champ ， fchamp 及等高线图 contour , fcontour 的例 
子，而在“？ /SCILAB Demos / Simulation / ODE ’ S ” 则有洛伦茨方程 
的例子.在调用这些实例时会显示有关程序，可通过这些程序学习 
脚本文件的编写，也可以复制这些程序并改变其方程而绘制出自 
己需要的图形.在 SCILAB Demos 中还有对我们学习研究常微分 
方程很有帮助的动画显示与动态绘图. 

(2) 动画显示 

SCILAB 的范例中可以进行动画显示与动态绘图.在 SCILAB 
的界面上点击“？ /SCILAB Demos / Graphics/Animation ” ， 会出现8 
个可旋转360°的立体曲线、曲面图形，其中有 “Lorenz curve 
( param 3 d) H 旋转显示洛伦茨方程的立体图像.可仿照修改方程定 
义而显示其他方程的3维图形. 

(3) 动态绘图 

在“？ /SCILAB Demos / Simulation / ODE ’ S ” 有7个常微分方程 
图形显示.其中 “Lorenz equation ” 、“ Van de Pol vector field ” 和 “ Lot - 
ka-Volterra vector field ” 分别动态绘制向量场和轨线图.其中 
“ Lorenz equation ”仅显示洛伦茨方程的立体图像（不旋转）.而后 
两种则先在图形窗口显示 Van de Pol 或 Lotka - Volterra 方程，用 
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“ File / Close ” 关闭图形窗口后再在 SCILAB 主窗口的“ halt --> ”中 
按 “ Entei •”键，则会出现向量场图形，用鼠标移动十字会在图形窗 
口中出现通过该位置的轨线，轨线随着鼠标的移动而移动，放手并 
点击轨线将固定该轨线，移动鼠标后再点击又会出现另一条轨线. 
这样可在向量场图形中画出多条轨线，点击鼠标右键后退出.非常 
方便绘制多条轨线的轨线图貌•复制、修改其中的方程便可以对其 
他方程绘制向量场和轨线图貌. 


688 



附录 I 科学计算自由 

软件 SCILAB 


§1 SCILAB 使用 [47] 

科学计算自由软件 SCILAB 于1994年由法国国立信息与自 
动化研究院 （ INRIA ) 推出，是一种可以免费自由获取和使用的科 
学计算“开放源码”软件 . SCILAB 软件主要用于科学计算，有强大 
的计算、数据可视化功能及专用的工具箱，还可以自行扩充. 
SCILAB 的句法、功能和使用与行业软件 MATLAB 相类似，完全满 
足数学包括常微分方程的教学和研究的需要.但又避免支付昂贵 
的软件使用费.特别适合学生、教师个人使用. SCILAB 是由 Scien ¬ 
tific Laboratory (科学实验室）两字的头三个字母组成.可以通过网 
站如 SCILAB 主页 http ：// www - rocq . inria . fr/scilab 或 SCILAB 中国 
网站 http ：// www . scilab . org . cn 下载. 

1. 使用速成 SCILAB 有直接交互运行的指令行操作和运行 
程序文件两种方式，均通过 SCILAB 界面运行. 

(1) 直接交互运行点击图标 SCILAB 3. 0—在运行窗口 
“ - _>”右侧输人指令（程序）—按 [ Enter ] 键运行—输出结果—再 
在运行窗口“ --> ”右侧输人指令—按 [ Enter ] 键运行—输出结果 
……直至结束.当直接定义函数时用 endfunction 指令表示结束. 

(2) 编写运行程序点击图标 SCILAB 3.0 —菜单 [ Editor ] — 
编写执行程序—存储为 ** . sci 文件—退出 [ Editor ]; [ File ]—• 
Change Directory (改变当前目录）—输入 ** . sci 文件目录一 ► Exec 
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[**. sci ] (执行 ）4 检査 / 处理运算结果 — quit (退出 SCILAB ). 
注：如 当前目录中已含**.…文件，则可不改变当前目录. 

(3) 编辑程序 clear 清除内存中变量和 函数； break 中止最 
内 循环； pause 暂停； global 定义全局 变量; “//” 注释； “=” 赋值； 
“，”分句分行（不显 示）； [ Enter ] 换行（显示结 果）； [， * ]、 
[* ,] * 为可选项（非矩阵符）. 

(4) 操作或运行程序 [ Control ] Abort 取消 运行； Resume 恢 
隻 ； I nterrupt 中断 • 

2. 数值运算以矩阵（包括标量、向量）为基本量， [] 括之， 
标量 [ a ] 同 3 .如 v = [ l ，2,3 ; 4,5,6.1]表2行、3列矩阵，方括号中 
“，”可用空格代之 . A ( i ， j ) 表 A 的第 i 行第 j 列元素，如 v (2,3) = 
6.1 .而 v (:， 2> = [2；5], v (2,2：3) = [5,6. 1 ]. x = 1 ••• 5:3表 x = 
[1 1.52 2.53]，而3 = 1:3表 8 = [123]. 

(1) 生成标量 v =4; 向量 v = [ l ，2,3,4,5,6.1] ; 
u = 1 ：5 ；u = [1 ,2,3,4,5]； 

x = linspace(d 1, d 2 , n ) dl 与 d 2 间均勾分布 n 个值； 
y = logspace ( dl , d 2 , n ) dl 与 d 2 间均勻分布 n 个对数值； 

矩阵 v = [ l ，2,3;4,5,6. 1]; 

zeros ( ml ， m 2 ，… , mn ) ml x m 2 x ••• x mn 全零阵； 
zeros ( A ) 生成与 A 同维全零阵； zeros () 生成单零值. 
ones (ml , m 2 ，… , mn ) mix m 2 x ••- x mn 全 1 阵； 
ones ( A ) 生成与 A 同维全 1 阵; ones () 单 1 值. 
eye ( m , n ) m x n 对角阵; eye ( A ) 生成与 A 同维单 位阵； 
eye () 单 1 值. 

rand ( ml ， m 2 ，… , mn ) ml x m 2 x ••• x mn 均匀分布随机阵； 
read ( A ) 与 A 同维均匀分布随机阵； read () 随机值. 

(2) 内部常数 ans 最近计算结果 ； ％ eps 浮点运算 精度; 
% inf 无穷大 ;％ pi 圆周率虚数单位;％ nan 无效数值 

T ,% t ，％ F ，％ f 布尔量真假. 
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(3) 基本运算 A + B 、 A - B 、 A . * B 、 A ./ B 、 A . 3为同维矩 
阵相应元素的+、 - 、 * 、/ V ;而 A * B 、 A ' k 、 A ' (- 1 ) 则为矩阵相 
乘、 k 次自乘、逆阵 （ inv ( A )) W 表 A 的转置 ； A \ B 、 A / B 矩阵左、 
右除； A . \ B 、 A ./ B 同维矩阵相应元素左、右除. 

(4) 关系运算==、>、<、>=、<=、<> 等于、大于、小 
于、大于等于、小于等于、不等于. 

(5) 逻辑运算&、1、~ 与、或、非. 

3 • 矩阵函数 matrix ( v ， n ， m ) 将向量或数组 v 转为 n xm 
矩阵； 

tril(x [， k ]) 提取下三角元素 ， k >0扩大 k 级， k <0 缩小 -k 
级，默认 k =0; 

lriu(x [， k ]) 提取上三角元素 ， k >0缩小 k 级， k <0 扩大 -k 
级，默认 k =0; 

diag(vm [ , k ] ) vm 向量时生成对角矩阵， vm 矩阵时提取对 
角元素为向量， k >0 提取上第 k 条对角元素 ， k <0提取下第 -k 
条对角元素，默认 k =0; 

size 求 维数； length 向量 长度； spec 特征值； det 行 列式； 

rank 矩 阵秩； trace 矩 阵迹； inv 矩 阵逆； •转 置； 

[Ab [，X [ bs ]]] = bdiag ( A ) 求 A 的分块对角矩阵 Ab (子块 
均为 1 时对角元素为特征值）、特征向量 X 、分块大小 bs . 

4. 数学函数 


(1) 基本函数 

acot 反余切； 
acsch 反双曲 余割； 
atan 反正切； 
cosh 双曲 余弦； 
sin 正弦； 
tanh 双曲 正切； 
loglO 常用 对数； 


acos 反余弦； 
acoth 反双曲 余切； 
asin 反正弦； 
atanh 反双曲正切； 
cotg 余切； 
sinh 双曲 正弦； 
exp 指数； 

log 2 以2为底 对数; 


acosh 反双曲 余弦； 
acsc 反余割； 
asinh 反双曲 正弦; 
cos 余弦； 
coth 双曲 余切； 
tan 正切； 
log 自然对数； 
sqrt 平方根； 
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sign 符号 函数； abs 实数绝对值或复数 的模； 

ceil 向上取整； fix 向零取整； floor 向下取整； 

round 四舍五入取整； conj 复共辄； imag 虚部； 

real 实部； mod 求余； gcd 最大公因子； 

lcm 最小公 倍数； rem 除法的余数. 

(2) 统计函数 [m [， i ] ] = max(A [ ，• r '/• c ' ] ) A 或其 
行 / 列的最大值与其 下标； 

min 最小值； mean 平均值； std 标准差； sum 求和； 
cumsum 累计和； prod 求积； cumprod 累计积； 
cov 相关 矩阵； conv 卷积和多项式 相乘. 

5 . 多项式、有理矩阵 x = poly (0，" X ") 定义多项式 变量； 
P o 2 S tr 转为字 符串； 

poly ( v ," x " [/ flag "]) x 为变量 ， flag 为 roots / coeff (缺省值 
foots )， v 矩阵时为特征多项式， v 向量时为根或系数多 项式； 

inv _ coeff ( C[,d [," name "]]) 生成最高次为 d 的变量为 
name 的系数多项式； 

+加，-减， * 乘; / 除； 

[Q [， R ]] = pdiv ( Pl , P 2) 多项式相除， R 为商， Q 为余； 

Idiv 多项式矩阵 长除； simp 多项式 简化； 

coeff 多项式 系数； coffg 多项式矩 阵逆； invr 有理矩 阵逆； 

degree 多项式阶数； denom 有理式分子项； 

numer 有理式分母项； horner ( P ， x ) 求多项式值； 

roots 求多项式的根； derivat 有理多项式求导； 

determ 矩阵行列式值； factors 因式分解； polfact 最小因式； 

lcm 最小公倍数； residu 余量； systmat 系统矩阵； 

pol 2 des 多项式矩阵转表 达式； pol 2 str 多项式转为字符串. 

6. 应用 

( 1 ) 分析 fsolve 求零点； derivative 导数计算； 

intg 不定 积分； impl 线性微分 方程； ode 常微分 方程； 
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dasrt 隐式微分方程过 零解； ode _ root 常微分方程根解； 
ode _ discrete 离散常微分 方程； odedc 连续离散常微分方程. 

(2) 数据拟合 [ p , err ] = datafit ([ imp , ] G [ , DG ], 
Z [ , W ] , [ contr , ] pO [ , algo ] , [ dfD , [ mem ] ] , [ work ] , [ stop ], 
[' in ']) 其中 imp 跟踪模式 （0 仅错误信息， 1 初始和最终报告， 
2每次，>2线性搜索 时）； G 目标函数 e = G ( p ， Z ); Z 数据 矩阵； 
w 权重矩阵； contr 参数约束 （• b 、 binf , bsuo : 上、下 限）； pO 参 
数初始值 ； stop 控制参数 stop = ' ar ' , nap , [ iter [ ， epsg [ , epsf [ ， 
epsx ]]]], 分别为停止，调用函数最大次数，迭代最大次数，梯度 
模域值， f 下降域值， x 变化域值； • in ’ 初始化参数保留 键值 ； p 
最优解； err 误差. 

(3) 优化 linpro 线性 规划； leastsq 非线性最小二 乘法； 
optim 非线性优化； 

(4) 插值与样条 interpln 线性插值； interp 样条 插值； 
splin 样条 函数； 

7. 绘图 

(1) 绘图参数 xget 读图形显示方式 设定； 

xset ( choice - name ， xl ， x 2 ， x 3 , x 4 ， x 5 ) 图形显示方式设定， 
choice-name 为字串名 ， xi 为值.名有 window ( 窗 口号 ）, background 
(背景色 ）， foreground (前景色 ）， color (颜色 ）, thickness (线宽）， 
viewport ( 视点 x ， y )， wpos ( 窗口左上点位置）, pattern ( 窗口宽高）， 
clipping (绘图区左上点位置宽高） 等； 

getcolor 当前色图，色图为 mx 3 阵， m 种色由红、绿、蓝3基色 
组成，有 0( 黑）， 8( 白），10(蓝），15(鲜绿）， 21( 红），32(深黄）等 
32 色； 

colormap 应用颜色图； xtitle 图形标题 ； xaxis 轴名 
标注； 

xstring 图中 字符； xsetech 设置小 窗口； subplot 设置多子窗口. 

(2) 二维图形基本绘图命令为 plot 与 plot 2 di ： 
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plot ( Y ) 以向量 Y 的元素值为纵坐标，相应元素下标为横坐 
标，绘制连 线图； 

plot ( X , Y ) X 和 Y 同维时 X 为横坐标、 Y 为纵坐标绘连线 
图， X 向量、 Y 是有一维与 x 同维的矩阵时，则以 X 为横坐标绘制 
多条不同对颜色的连线图，矩阵另一维为曲线数，当 X 未给定时， 
可用向量 （ l ， size ( Y ,’ )) 代之； 

plot ( X , Y [， xcap ， ycap ， caption ]) 对 X , Y 绘图，选项为 x，y 
坐标及图形 标题； 

plot 2 di ( X ， Y ， < opt _ args > ) 二维图形， plot 2 d 分段连线， 
plol 2 d 2 分段常量， plol 2 d 3 柱形图， plot 2 d 4 箭 头图； 

< opt _ args > keyj = valuej 序列: style 线型曲线向量，正值表 
颜色，非值表标注方式绘图，其绝对值为 颜色； leg 曲线 标题 ； rect 
绘图 范围； nax 网线； Logflag 坐标刻度（线性 / 对 数）； 

Framefiag 框架方式 （0 ~8) ； Axesflags 轴类型 （0 ~5); 
champ 二维向 量场； chamol 颜色二维向 量场； 

contour 2 d 等高线图； errbar 误差范围框线； 
gray plot 颜色表面； xgrid 坐标网格线； 

matplot 散点图； histplot 统计频数直方图. 

(3) 三维图形 

plot 3 d ( x , y,z [ , theta , alpha , leg , flag , cbox ]) 绘制曲面 z = 
f ( x , y ) ，其中 x ， y 单调递增 x ， y 轴行 向量； theta , alpha 视点球坐 
标（角） ； leg 坐标轴标题 （ 以@分隔 ）； flag = [ mode , type , box ] , 
mode >0( 去除隐含后颜色） =0( 绘制隐含） <0( 阴影颜色 ）， type 
= 0( 当前比例） 1( 用 extreme aspect ratios 自动调15■，边界由 ebox 
定） 2( 同1，边界由给定数据定） 3(3 d 包络盒由 ebox 定） 4(3 d 包 
络盒由给定数据定，与2类似） 5(3 d 扩展包络盒由 ebox 定） 6(3 d 
扩展包络盒由给定数据定，与2类似 ）， box =0，1(不画包络盒 ） 2 
(仅画后轴） 3( 绘包络盒，添轴标题） 4(( 绘包络盒，添轴和标 
题）； 
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plot 3 d ( x , y , z , < opt _ args > ) 绘制曲面 z = f ( x ， y ), 其中 < 
opt _ args > 与 前同. 还可绘制多个曲面，可参看说明； 

param 3 d ( x , y,z [ , theta , alpha , leg , flag , cbox ]) 绘制空间曲 
线，其参数与三维曲 面同； 

param 3 d ( x , y , list ( z , colors ) [ , theta , alpha , leg , flag , cbox ]) 
绘制多条空间曲线， x ， y ， z 为同维矩阵， colors 为曲线颜色； 
plot 3 dl 颜色三维 曲面； param 3 dl 空间多 曲线； 
contour 三维表面等高线图； hist 3 d 三维统计频数直 方图； 

geom 3 d 三维向二维投影. 

8. 编程 

(1) 表类型 矩阵内数据为同一类型， list (表）类型元素可含 
各种数据类型. 

l = list ( al ， …， an ) 创建与插人 （ a l 是表丨时为插人）； 

[ x ， y ， …， z ] = l ( v ) 提取; l ( i ) = null () 删除； 

tlist 字符向量（表头）开始 的表； mlist 字段名引用的 tlist . 

(2) 函数 函数扩展名为 “. sci ”， 用 get f 或 exec 加载人内存 
才能重复使用.函数 定义： 

function 输出 = 函数名 （ 输人参数序列）； // 注释； 

函 数体； 

函数亦可在线定义及使用，用 endfunction 表定义结束 • 

(3) 控制语句 循环语句 

for 循环变量=初值 ：步长：终值 ；循 环体; en d ; 

while 表达式;循 环体; end ; (表达式为 T 时执行，否则退岀） 

判断语句 if 表达式;语句 序列; end ; (表达式为 T 时执行，否 
则退出） 

if 表达式；语句序列 helse ; 语句序列 2 ; en d ; 
select 表达式0, case 表达式1 then 语句序列丨，… ’ case 表达 
式 n then 语句序列 n , [ else 其他语句序列 ]， end ;判断那个表达 
式的值与表达式0的值相同时执行那个语句序列. 
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(4) 脚本文件 SCILAB 程序文件为 ASCII 编码的脚本文件， 
扩展名为 “. sci ” •解释型执行 • 

调试程序可用 disp(xl [， x 2, … ， xn ]) 和 pause 指令显不和 
暂停运行，亦可用[…] = retutn (...) 带回变 量值. 调用函数将适进 
人高一级工作空间，当要在不同空间中使用同一变量时，可在调用 
函数前声明该变量为 “ global ” 变量 . who 或 whos 命令可显示标准 
空间和全局空间中的变量及占用的内存 空间. stacksize 重新分配 
内存. 

字串操作 convstr 字母大小转换； emptystr 清空 字串； 
grep 寻找相同 字串； part 字符 提取； string 字串 转换； 
strcat 连接字符； strsubst 字串中字符替换； 
code 2 str SCILAB 数码转字 符串； str 2 code 字串转 SCILAB 数码. 

数据转换 excel 2 sci 读 ASC H 格式 Excel 文件； 
fun 2 string 函数生成 ASCII 码； pol 2 tex 多项式转换为 TxX 格式； 
texprint 按 TeX 格式输出； 
mfile 2 sci MATLAB 文件转换为 SCILAB 文件； 
translatepaths 将子目录下所有 MATLAB 文件转换为 SCILAB 文 
件. 

9. 系统命令 clear 清除内存中变量和函数； 

exit 关闭 SCILAB ； quit 退出 SCILAB ； save 存内存 变量； 
exec 运行脚本 文件； who 列出变 量名； what 列出基本 命令； 
pwd 显示 目录； chdii •改变 目录； mkdii •创建目录. 

10. 输入输出 diary 生成屏幕记录； disp 变量显示； 

file 文件 管理; input 键盘 输入； load 读 变量； mclose 关闭 

文件； mopen 打开文件； mgetl 按行读文件； strartup 启动文 
件； write 按格式存文件； 
temer CPU 计时. 

11. C/FORTRAN 程序接口 可用动态链接，程序接口或 
intereci 调用 C 或 FORTRAN 程序 • 
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程序接口 可按 SCILAB / routines / examples/interface - tutorial 
及 - tour 中的例子写. Intersci 建立. desc 文件，并刷新 f un def 文件 
添加新命令. 

动态链接 link (' path / * . o ' * * ， [ , flag ]) 链接目标文件 

* . o , * * 为调用名，链接 C 语言程序时 flag = ' C '， FORTRAN 程 
序的 flag =* F ' 可缺省.链接成功返回 0. 
ulink 取消链接. 

c _ link (' * *•) 测试链接,链接成功返回 T , 没有链接为 F . 
[ yl ， …， yk ] = eall (’ * *，，*1，？*1，"1*1，...）调用链接（长调 
用），不需程序接口. 

[ yl ， …， yk ] =eallC * *'， xl ,…， xn ) 快速调用，还需写一小 
程序接口. 

12. Tcl/Tk 应用 Tcl/Tk 用于建立用户接口界面. 

Tel 基本指令 格式 Command argl arg 2 …， set 变量值（给 
变量赋值）， set 变量[字符串](执行字符串指令替代[]，可嵌 
套） ， eX pr 式（计算表达式），双引号""（允许组内替代）和花括号 
I 丨（不允许组内替代）用来将单词组合成参数. 

控制指令 if boolean [ then ] bodyl else body 2； 

while booleanExpr body ； 

for initial test final body ； 

foreach loopVar valueList commandBody ； 

Tk 结合指令 TK _ EvaFile ( filename ) 读取并 执行； 

SCILABEval str (执行 str )； 

value = Tk _ GetVar ( vamame )( 取值）； 

Tk _ SetVar ( varname , value ) (置 值）； 

13. SCILAB 主窗口菜单 

[ File ] [文件 ] New SCILAB 新 窗口； Exec - 执行； 

Open …打开 文件； Load …读取 文件； Save …存储 文件； 

Change Directory 改变当前 目录； 
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Get Curmt Directory 显示当前目录； 

Print Setup - 打印机 设置； Print 输出到打 印机； 

Exit 退出 SCILAB . 

[Edit] [编辑]; Select All 全选； Copy 复制； 

Paste 粘贴; Empty Cipboard 清空剪切板； History 历史记录 • 

[ Preferences] [选择] Language 语言； Colors 颜色； 
Toolbar 工具条； File’s Association 文件后缀； 

Choose Font 选择字体； Clear History 清除历史记录； 

Clear Command Window 清除命令窗口； Console 控制盘 • 

[ Control ] [控制] Resume 恢复； Abort 放弃、取消； 

Interrupt 中断. 

[Editor] [编辑器] • 

[ Applications ] [应用] Scicos SCILAB 仿真器； 

EditGraph 编辑图形 窗口； m 2 sci MATLAB 到 SCILAB ; 

Browser Variables 浏览变量. 

[?] [遇到问题或困难] 

SCILAB Help SCILAB 帮助； Configure 配置； 

SCILAB Demos SCILAB 演示； 

Web Links SCILAB 网址 连接； About 关于. 

§2 绘制轨线图貌的改进 [48] 

§2.1 绘制轨线图貌的存在问题 


对具体方程绘制轨线图貌进行分析时要将一定范围的向量 
场、等倾斜线和多条轨线合并在一个图形上，以方便分析处理.但 
在各种数学软件包括 Mathematica 、 MATLAB 及 SCILAB 中均缺少 
同时绘制多条轨线的功能（函数）， Maple 软件中可同时绘制多条 
轨线，但又要求各轨线的起始终止时间一致，起始时间可从0开 
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始，但终止时间无法一致•而且不能保证结果在一定范围内，实际 
上也不很实用，难以应用. 


§2.2 绘制轨线图貌函数的改进 


本来 SCILAB 中可用如前所述的动态绘图解决同时绘制多条 
轨线的问题，但又仅能输出保留图形，而无法得到各条轨线的具体 
初始位置和终止时间，还是有所缺憾.其改进的方法是直接修改 
SCILAB 中的动态绘图程序，增加存贮点击确定后的各轨线的初始 
位置及其终止时间数据供最后输出.修改方法以“？ /SCILAB De - 
mos / Simulation/O DE ' S / Lotka-Volterra vector field ” 为例. 在其脚 
本文件分三处插人 几行： 

一是在第40行循环运行前插人存储轨线最大条数 max kk 的 
轨线初始位置 xO.yO 及终止时间 tm 的矩阵 xtO 及轨线号 kk 的定 
义及初值，并修改循环语句，使当输人的轨线超出定义的轨线最大 
条数 maxkk 时跳出 循环： 


41 

42 

43 
45 


maxkk =5; //存5条轨线，可视需要修改 


xtO = zeros ( maxkk ,3) ； //轨线初值及终止时间矩阵 xtO 

kk =0； //轨线数初始化 

while ( kk < maxkk ) //原循环语句为 while ( % t ) 

二是循环体内插人记录点击输入的轨线号及其初始位置 X 0, 


y 0 及终止时间 tm : 


66 kk = kk + l ； //轨线号 

67 tm = size ( t ( ：) ) ； //获取终止时间 tm 

68 xt 0( kk ,：) = [ xO , yO , tm ( 1 )] ； 

// 循环体内存轨线初值及终止时间 
//如要配合后面的新函数 odeg 自动计算 
//终止时间，可取为 [ x 0， y 0,0] 

三是结束运行后显示已存轨线数 maxkk 及轨线初值及终止 
时间矩阵 xtO 
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72 kk // 最后显示已存轨线数 

73 xtO (：, l ： kk ) //最后显示轨线初值及终止时间矩阵 

通过这种方法便能方便地得到动态点击输入的轨线的有关 
参数. 


§2.3 绘制多轨线图貌的新函数 

上述方法是在已有的动态绘图脚本文件中进行修改以输出多 
轨线的初始位置和终止时间.但无法重新运行.彻底的处理是直接 
建立绘制多轨线图貌的新函数 odeg . 新函数为 [ xt ] = odeg (' ode * , 
xtO ， xy ). 其中' ode ' 为定义的方程， xy 为图形绘制范围矩阵 [ xmin ， 
xmax ； ymin , ymax ] , xtO 为轨线初始位置及终止时间矩阵，和 [€10. 
5.3 - (3)] 中定义的一样，所有轨线起始时间均设为 0. 当终止时 
间为0时要求轨线不超出图形绘制范围且终止时间小于 100( 防 
止趋于奇点时死循环）.输出 xt 为计算出来的不超岀图形绘制范 
围的多轨线的初始位置和终止时间.此时终止时间不为 0. 新函数 
调用了 SCILAB 中的计算常微分方程数值解函数 ode ( x 0, t 0, tn , 
rt O l ， a tol ， f ),** x 0 为初值（矩阵）， t 0 为初始时间， tn 为终止时 
间， rtoUatol 为计算精度（取 0.001 )， f 为定义的方程.计算步长 
取 0.05. 

odeg 函数脚本 

// ************************* 

// odeg 绘制平面多轨线图貌函数 [ xt ] = odeg( f ode *， xt 0， xy ) 
// 调用 sol = ode ( x 0, t 0, tn , rtol , atol ， f ) 函数 

// 难本本 本本本木木本本本本* 本本本木 ♦本木 本本本本木 

function [ xt] = odeg( f,xt0 f xy) 

[n,m] = size( xlO )； 

if m < > 3 then return end ； 

yl =xy(l,l) ； y2 =xy(2,l) ； y3 =*y(l ,2) ； y4 = xy(2,2 )； 
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xt = xtO; xyO = [yl ,y2,y3,y4 ]； 
rlol =0. 0001 ； atol = rtol ； 
for kk = 1 ： n 

x0 = [xtO(kk ， l> ； xt0(kk,2 )]； 

10 =0； 

tra = xtO( kk,3); 
if Im < > 0 then 
tn = t0 ： 0.05 ： tm ； 
sol = ode(xO,tO,In,rtol,atol,f )； 
plot2d( sol( 1 ， ： ) ， sol(2,: )，rect = xyO) 

else 

dn = 10 ； 
tm = dn ； 

tn = l0 ： 0.05 ： tm ； 
k=0 ； 

y = x0; 

while ((y(l) > yl) & (y(2) > yl ) & (y(l) < y3> & — 
(y(2) < y4) & (tm < 100)) 
x =ode(y,t0,tn,rtol,atol,f )； 
plol2d(x(l, ： ),x(2,：),rect = xy0) 
l0 = tm ； 
tm = im + dn ； 
tn = tm ； 

m = size( x( 1,：)) 

y = [x(l,m( 2 )) ； x( 2 ,m( 2 ))]； 
k = k + l ； 
end ； 

xt( kk,3) = tra; 
end ； 
end; 

endfunction 


♦ 拿* 傘傘 ♦♦承 傘 


*4 (♦傘 寧申 .拿 
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§2.4 算例 

下面以 Lotka - Volteira 方程为例并调用新函数，其结果如图 1. 



图 1 Lolka-Volterra 方程 


deff ( " dy = flv ( l ， y )"，". 

["dyl = y ( 1 ) • ( 1 - aa * y ( 1) - bb • y (2) … 

" dy 2 = y (2) * (cc * y ( l ) -2 - dd * y (2) … 

"dy = [dyl ; dy2]"]) ; 
aa = 1; bb =2 ； cc = 1; dd = I; 
xmin = 0 ； xmax = 4 ； ymin = 0; ymax = 4 ； 
fx = xmin ： 0.25 : xmax ； fy = ymin ： 0. 25 : ymax ； 
fchamp(flv,l ,fx,fy) // 绘向童场 
xy = [0,4;0,4]; 

xtO = [.2 t 3.8,0； l f 3.8,0；2 f 3.8,0；3.8,3.8,0；3.8,2.5,0；3.8, l ,0；3.8,0. 

2,0]； 

show 一 pixmap ()； 

[ xt ] = odeg ( fct , xlO , xy ) 

如果需要修改数据如缩短某条轨线长度或移动初始位置时可 
将新 Xt 矩阵数据修改后作为 xto 矩阵代人重算.亦可以与 
[ § 10.5.3 -(3)] 中的动态绘图相结合，将动态绘图点击得到的 
多轨线的初始位置和终止时间 xtO 参数代人新函数 odeg 进行重绘 
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确认. 

以 Van de Pol 方程为例，可通过 “ Van de Pol vector field ” 或由 
“ Lotka-Voiterra vector fields [ § 10.5.3 - (3)] 方式改造的程序， 
动态绘图得到了初始位置和终止时间（可取为 0) 矩阵 xtO , 然后定 
义方程并调用 odeg 函数，其程序如下.结果如图 2. 此程序脚本是 
在动态绘图已取得 xtO 并已调人 odeg 函数后调用或直接输入的. 

deff( "yp =fvdp(t,y) H 
["ypl=y( 2 )-；.. 

"yp 2 =mu*(l-y(l)* 2 )*y( 2 )-y(l)" ; - 
"yp = [ypl ； yp 2 ]"；]) 
mu = 3 ； 

xy = [ -3,3; - 6 , 6 ] 5 
show _ pixmap() 

[xt] = odeg(fvdp,xtO,xy) 

这种绘制轨线图貌的改进程序可推广到其他数学软件 
Mathematica、MATLAB 及 Maple , 以方便应用. 
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附录 n 解题和建模常用 
的部分公式 


§ i 函 数 


§1.1 三角函数（实与复均成立) 


1. 定义 

正弦 sin 0 = -^- = - sin( - 0) = +sin(ir ± 0) 
r 

余弦 cos 0 =— = cos( - 汐） = -cos( 7T ± 汐） 

r 

正切 tan 0 = — = - tan( - 0) = ± sin( it ±0) 
x 

余切 cot 0 = — = - cot( - 设 ) =± cot( ±0) 

y 

正害 lj sec 0 =— = sec( - 沒 ) = 一 sec( tt ±0) 
x 


余割 CSC = — = csc ( -汐 ）= ; csc ( 7 T ± 6 ) 

y 

2. 基本关系 

sin 0 • esc 0 = 1， cos 0 • sec 0 = 1, tan d • cot 汐 = 1 
sin 2 设 + cos 2 设 = 1 , sec 2 汐一 tan 2 0 = 1,esc 2 汐一 cot 2 0 = 1 


tan 6 = 


sin 6 
cos 0 


,cot 0 = 


cos 0 
sin 6 
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. 两角和 




tan a ± tan p = 
cot a ± cot j8 = 
tan a ± cot /3 = 


sin (a ±fi) 
cos a • cos 

丄 sin (a ±/3) 
sin a • sin /3 
co8(a+)3) 
cos a • sin /3 


sin asin /3 = 一 ■^-[cos(a +/3) - cos(a -/3)] 
cos acos cos( a +/3) + cos( a -fi )] 

sin acos p = —[ sin ( a + /3 ) + sin (a - /3)] 


§1.2 指数函数 

1. 定义 

exp 2 = e * = e * + r = e * ( cos y + isin y ) 

2. 性质 

( e I ) f = e x , e ,,+1J = 〆 ■ • e : 2 

I e : I = e * ,Arg e =y +2 irre(ne Z) , e ,+2 * ir, = e 1 ^0 

§1.3 双曲函数 （实与 复均成 立} 

1. 定义 

双曲正弦 shz = y ( e I - e - 1 ) 

双曲余弦 ch z = y ( e * + e _, ) 

双曲正切 thz =^ 
ch z 

双曲余切 coth z = 

sh z 

双曲正割 sech z = - p — 
ch z 
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双曲余割 CSch 2=-^- 

sh z 

2 . 性质 

ch 2 * — sh 2 a: = 1 ,sech 2 « + th 2 x = 1, coth 2 * — csch 2 x = 1 

§1.4 泰勒展式（实与复均成立） 


z" 


, (-D" 

(2n + l)! 


- D " 


(2n)! 


1 ! 2 !. 

sinz=z-fj + fj + - 
i ? z 

cos z = 1 - — + — + … 

2! 4! 

ln(l +z) =z -y +y 


(1 +z) a =1 +az l)z 2 + •• 

(Ul <1) 

§1.5 部分分式 


^2i» ♦ 


^2n 


-D" 


a(a -l)...(o; -n +1) 
n\ 




2 


{x + a) {x + b) 

cx + d ca - d 


丄-丄 

-a\x + a x + l 


cb - d 


(x + a) (x ■¥ b) a - 6 x ^ a a - b x + b 


§2 导数、微分 


§2.1 定义 


f(x 0 ) = lim 

A *—0- 


/(*0 + A*) -/(*o) 


A * 



/ n) (x) =[/- I> (*)] f (fi=2,3, …) 

d/(*) =f(x)dx 

§2.2 法则 

[ u(x) ±v(x)] r = u'(x) ±v'(x) 

[ u(x) .»(*)]’=“’（*)«>(*) + u(x)v'(x) 

^uixly = u f (x) -v(x)-u(x) -v；_(xl (v(x) ^ 0) 

lv(x) J [v(x)Y 

§2.3 常用函数的导数 


f(x) ^c y x ,a* ,e*,log a ^, In x,sin x 9 cos x , tan x 9 cot x 

!ogae 


f (x) =0,1, fix! 1 ' y a In a, e * ， 


cos x 9 — sin x 9 


sec x 9 _ esc x 

f(x) = arcsine 9 arccos x 9 arctan x 9 arccot x , arcsec x 9 arccsc x 

/(*)= 1 1 1 


y/l -X 2 y/l -X 2 1 + 龙 

1 


•JX -\ 


x yx-1 

f(x) = xf" , In x y \o^ a x 

/">(*) = M U-1) … （从 -n + i)〆-" ( -D-'Cn-i)! -L, 

X 

(_1) In a 7 

/(«) = e 4 * a ,a 4 * ， sh x ， ch x 9 th x 9 coth x 

f^ n) (x) = k n , (In a) n a*, ( Ain a) n a kx ,ch xsh 戈 ，ch _ 2 x 
-sh ~ 2 x 

/(x) = sin x, cos x 9 sin kx 9 cos kx 

/ n) (x) =sin(*+〒) ,cos|*+^J ， rsin(fc«+〒) ,A:"cos| kx +^| 
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§2.4 全撖分式 

y d , + * d y = d (^), 

_ydyxdy = d ( 子)， 气产 = 令 | 予 |) 

-dfarctanX), = |. d ( ln Ull ) 

x 2 +y 2 [ x ) x 2 -y 2 2 \ x+y ) 

§3 不定积分 

§3.1 定义 

F'(x) =/(*) => F(x) = jf(x)dx + C 

§3.2 性质 

1 - [|/(*)d*]' =f(x) , d [ J /(*) d *] =f(x)dx 

j F'(x)dx = F(x) + C 

2. j [cj^x) + c/jCx) ] d * = c ,|/,(*) d * +c 2 |/ 2 (x)(b; 

3. J /( u)du = F ( u ) + C,u = u(x) 

=> jf(u(x))u'(x)dx = F(u(x)) +C 

4. 分部积分公式 j " udt ; = uv - j vdu 
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广义分部积分公式 J" uv lKt,) dx = ^ 

(-1)" + 1 J u ( " + l> i ； d* 


§3.3 不定积分式 


1. 有理函数 

( 1 ) J Od * - C 

(2) fa^d* = ~—~7 + ^ (/x_ _ l) 

J /X + 1 

注为简便计后面将省略任意常数 c . 

(3) J^ = lnU| 


… f 似 1 . X 

(4) J 777 = T arctan T 

(5) \-T^=^ n X -ff- a 

J x — a 2a : + a 

,,. f xdx 1 [_ b _ \ _ 

(’ J (ax+b) n L (n-\)(ax+by- 1 (/i-2)(a*+6)" -2 


(n^l,2) 

d* 


b) 


⑺ f 

(8) fax 2 + bx + c 


=-+ln 


dx 


f 2 2ax +b 

i ~— ^**** 一 ■ - 

y4ac -6 2 

y 4ac - 6 2 

i , n 

2a* +b - -/b 2 -4ac 

.yb 2 -4ac 

2a^ +6 + \/fe 2 -4ac 


2. 无理函数 


(4ac -6 2 >0) 
(4ac -6 2 <0) 
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(9) J ^ % + a dx = ■(龙 ^ %2 + - fl 2 ln I « + x" + a 1 | ) 

(10) J yx 2 - a 2 dx = ~y{x x - a 2 - a 2 ln | x + y/x 2 - a 2 | ) 
(|x|^a) 

( 11 ) J y/a -x 2 Ax-^^ x \/« 2 -x 2 +a 2 arcsin 子 ) ( \x\ <a) 

c dx 

( 12 ) I /- —— Y = arsh 欠 

J vi 

( 13) f —y m —dx = ln(: + y/x 2 + a 2 ) 

J ^% 2 + a 2 

(14) J y- j ^ = In I x + ^/x i - a 2 | ( \x\ >a) 


(\x\ <a) 

(17) f— > ^_ T = ll n | — ^ —— I 

x -Jx 2 + a 2 a ' a + x + a ' 

(18) f (x 2 -l)-^dx=—^ 

J ^x 2 -1 

3. 指数、对数函数（对数函数式中 *>0) 

(19) i e^dx^—e^ 

J a 

(20) f xe ax dx=^^-e a, 

J a 

⑻ p e 叫* 々會 


(15) f 

(16) f 


dx 


x 2 dx 


: =arcsin - 


(1*1 <o) 
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(23) J In xdx =x\n x - x 

(24) J (In x) H dx =x( In x) H -nj (In x) n ^ l dx (fie N) 

( 25 小、如，虎-^71 (m — u 
(26) fiilL£) ： d« = (lna ； V- (… ” 

(21) \ l ^ dX= - ( m -Y)x- { ~ (m ^ l) 


4 . 双曲函数 


(28) f sh axdx = 丄 ch ouv 

J a 

(29) f ch axdx = 丄 sh ao; 

J a 

(30) f th axdx = —In \ch ax \ 

J a 

(31) f coth axdx = 丄 In | sh a^: | 

J a 

...v r dx 1 1 . ax 

(32) - — =—In th — 

J sh ax a ^ 

(33) f - = —arctan e°* 

J ch ax a 

(34) f ^ - - —coth ax (x^O) 

J sh 似 ot 

(35) [ ^ = —th otx 
J ch otx ct 

(36) J 欠 sh ax Ax = —xch ax - -^jsh ax 


-^-=—arctan e a 
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( 37 ) f xch axdx = —xsh ax — ~ch ax 
J a a 

5. 三角函数 

(38) f sin axdx = - 丄 cos ax 

J a 

(39) f cos axdx = 丄 sin ax 

J a 

(40) f tan axdx = - —In I cos ax I 

J a 

(41) f cot axAx = —In I sin otx \ 

J a 

(42) \s^axdx= - 9in "' laJ：，C08 aX + ^-i sin-'axdx 

J na n J 

(43) f cos ■ 似心 • Sin 似 ^fcos-a,d, 

J na n J 

/ AA \ f . 」 sin ax xcos ax 

(44) ^rsin axdx = - 1 - 

J a ot 

z f , cos otx xsin ax 

; I a;cos axdx = 1 — +- 

J a ol 

(46) j ^ n sin axdx = - —cos ax + — \ x n ~ l cos axdx 

J a a J 

(47) J x n cos axdx =^-sin ax ^ x n ' 1 sin axdx 

(48) tan 芊 j 

J sin ax a 2 | 

(49) /^ = i ln | lan (f + ^)l 

(50) f ― = —tan ax l 9 n g z] 

J cos ax a \ 2 ) 

/ . f 1 

(51 ) ~n ~ = - cot otx (x^nir 9 n e Z) 

J sm ax a 
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6. 指数三角函数 

(53) f e^sin bxdx = , C j (osin bx - bcos bx) 

J a + b 

ax 

(54) I e a *cos bxdx =—； — -r(acos bx + 6sin bx) 

J a +6 

(55) j e 0 *xsin bxdx = ( 2 : 办 2 )? [ 一厶 ( + a 2 戈 +6 2 ^)cos bx + 

(-a 2 +6 2 +a 3 x +ab 2 x)sinbx] 

e®* 

(56) J e^^cos bxdx = ( / 办 2 ) 2 -[ ( -a 2 +b 2 -¥a x +a6 2 ^)cos bx + 

6( -2a ^ax +6 2 ^)sin bx] 
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一、排疑解惑 

1. (1) 常微分方程的来源 

(2) 常微分方程的基础 

(3) 常微分方程对其他学科的影响 

(4) 常微分方程与动力系统 

(5) 数学模型 

(6) 常微分方程与计算机 

(7) 常微分方程的学习 
2- (1) 微分方程解的丢失 

(2) 通解 

(3) 初等函数、函数积分与初等解法 

(4) 积分因子 

(5) 特殊类型的一阶微分方程 

(6) 里卡蒂方程不可积性 
3. (1) 解的存在与唯一性 

(2) 佩亚诺 （ Peano ) 存在定理与欧拉折线法 

(3) 压缩映象原理和不动点定理 

(4) 延拓定理 

(5) 比较定理和最大解、最小解 

(6) 奇解 

(7) 奇解判别曲线法的等根条件 

(8) 数值解的收敛性 



(9) 刚性常微分方程 

4. (1) 朗斯基行列式和范德蒙德 （ Vandermonde ) 行列式 

(2) 算子法与高阶常系数线性方程 

(3) 变系数线性微分方程 

(4) 二阶线性微分方程 

(5) 幂级数方法与解析理论 

(6) 特殊函数 

(7) 第二类贝塞尔函数及广义贝塞尔方程 

(8) 变分法 

5. (1) 变系数线性方程组 

(2) 矩阵指数 ex P ( A ) 

(3) 已知个解的降阶 

(4) 指数函数待定系数法（欧拉法） 

(5) 若尔当 （ Jordan ) 标准型 

(6) 线性算子的分解 

(7) 求基解矩阵的微分方程方法 

(8) 拉普拉斯变换 

6. (1) 临界情形稳定性 

(2) 非线性奇点 

(3) 全局图貌 

(4) 范德波尔 （Van de Pol ) 方程 

(5) 李纳 （ Lienard ) 方程极限环证明 

(6) 极限环个数、位置与希尔伯特第 16个问题 
•⑺分支和规范形 

•(8) Li-Yorke 定理 
•(9) 混沌 
•(10) KAM 定理 
*(11) 梅利尼科夫方法 
*(12) 孤立子 
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7. (1) 首次积分 

(2) 积分曲面与柯西问题 

(3) 偏微分方程 

(4) 偏微分方程的求解 

(5) —阶偏微分方程 

(6) 一阶偏微分方程的特征方程 

_(7)偏微分方程与孤立子、特征值问题及反散射方法 

8. (1) 边值问题 

(2) 特征值与特征函数 

(3) 格林函数 

(4) 施图姆-刘维尔 （Sturm - Liouville ) 自伴方程 
* (5) 薛定谔 （ Schrtidinger ) 方程 

•(6) 反散射方法 

二、应用实例 

1. (1) 几何图形构成的微分方程 

(2) 物理现象产生的微分方程 

(3) 经典力学 

(4) 化学动力学 

(5) 控制系统 

(6) 社会科学 

(7) 生命科学 

2. (1) 运动速度与位置 

(2) 物体冷却过程 

(3) 气体混合 

(4) 容器中水流出量 

(5) 放射性衰变 

(6) 群体增长 

3. (1) 曲线轨迹 



(2) 正交曲线 

(3) 圆筒壁传热 

•(4) 年代的判断与艺术品防伪 
*(5) 技术革新的推广速度 

4. (1) 追赶轨迹 

(2) 悬链线 

(3) 倒置摆与希尔方程 

(4) 自由端的弹性梁 
*(5) 减振器与陷波器 

*(6)开普勒定律和万有引力定律 
•(7) 人造卫星的运行轨道 

5. (1) 炮弹的运动轨迹 

(2) 药物动力学的房室模型 

(3) 糖尿病检测 

(4) 兰彻 斯特战斗理论 

(5) 质点动力学和三体问题 
*(6)刚体运动与陀螺仪 
_(7) 飞机的运动 

*(8)电子电路的微分方程 

6. (1) 综合国力与经济调整模型 

(2) 电子管振动电路 

(3) 生态模型 

(4) 疾病模型 

(5) 价格均衡模型 

(6) 植物生长模型 

(7) 地中海鲨鱼 
*(8)加拿大山猫循环 

•(9) 控制系统的绝对稳定性 
*(10) 混沌普遍性实例 
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7. (1) 人口发展方程 

(2) 交通流 

(3) 流体动力学、伯努利定律和容器小孔液体流 

(4) 电报方程 

*(5)奇非线性行波方程的常微分方程方法 
*(6)数学物理方程 

8. (1) 导弹跟踪 

(2) 弹性理论与梁的弯曲 

(3) 弹性基础上的梁 

(4) 压杆弯曲的临界力 

(5) 固定端点的弦振动 

三、历史与人物 

1- (1) 简史（常微分方程） 

(2) 牛顿 （ I . Newton ,1642—1727) 

(3) 欧拉 （ L . Euler ，1707—1783) 

(4) 髙斯 （ C . F . Gauss ,1777—1855) 

(5) 黎曼 （ B . Riemann , 1826—1866) 

(6) 希尔伯特 （ D . Hilbert , 1862—1943) 

(7) 沃尔泰拉 （ V . Volterra ，1860—1940) 

2. (1) 简史（一阶微分方程） 

(2) 莱布尼茨 （ G . W . Leibnitz ,1646— 1716) 

(3) 伯努利 （ Bernoulli ) 家族 

(4) 里卡蒂 （ C . J . F . Riccati ,1676—1754) 

(5) 利比 （ W . F . Libby ) 

3. (1) 简史（解的存在唯一性、奇解、数值解） 

(2) 利普希茨 （ R . Lipschtz ，1832—1903) 

(3) 皮卡 （ E . Picard ,1856—1941) 

(4) 佩亚诺 （ G . Peano , 1858—1932) 



(5) 克莱罗 （ A. C.Clairaut ， 1713—1765) 

(6) 龙格 （ C.Runge ， 1856—1927) 

(7) 库塔 （ M. W. Kutta ， 1867 — 1944) 

4. (1) 简史（高阶微分方程） 

(2) 泰勒 （Brook Taylor, 1685—1732) 

(3) 勒让德 （ A. M. Legendre,1752—1833) 

(4) 贝塞尔 （ F.W. Bessel,1784—1846) 

(5) 阿贝尔 （ N.H. Abel, 1802—1829) 

5. (1) 简史（微分方程组） 

(2) 拉格朗日 （ J.L. Lagrange,1736—1813) 

(3) 拉普拉斯 （ P.S.de Laplace, 1749—1827) 

(4) 哈密顿 （ W. R. Hamilton,1805—1865) 

(5) 若尔当 （ C. Jordan. 1838—1922) 

6. (1) 简史（非线性微分方程） 

(2) 庞加莱 （ J.H.Poincart,1854—1912) 

(3) 李雅 普诺夫 （ A. M. Liapunov, 1857—1918) 

(4) 伯 克霍夫 （ G . D . Birkhoff ， 1 884—1944) 

(5) 李纳 （ A. Lienard ， 1869—1958) 

(6) 范德波尔 （ B. Van de Pol, 1889—1959) 

(7) 斯梅尔马蹄 

(8) 洛伦茨吸引子 

(9) Li-Yorke 混沌的故事 

(10) 日本吸引子 

7. (1) 简史（偏微分方程） 

(2) 达朗贝尔 （ J.cTAlembert ， 1717—1783) 

(3) 蒙日 （Gaspard Monge , 1746— 1818) 

(4) 柯西 （ A. -L. Cauchy, 1789—1857) 

(5) 雅可比 （ C.G. Jacob, 1804— 1851) 

8. (1) 简史（边值 问题〉 
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(2) 格林 （ G . Green ,1793—1841) 

(3) 施图姆 （ C .— F . Sturra ，1803—1855) 

(4) 刘维尔 （ J . Liouville ，1809—1882) 

(5) 薛定谔 （ E . Schriidinger ，1887 — 1961 ) 


四、 习 题程序 

§ 10. 2 Mathematica 程序选 
§10.2.1 辅助计算 

(1) 微分、积分 

(2) 求行列式、逆矩阵和转置矩阵 

(3) 求矩阵特征方程、特征值和特征向量 Ex 5.3-3(2) 

(4) 求奇点（解方程组） Ex 6.1 -3(2) 

(5) 微分方程数值解 Ex 3.5-1 
§10.2.2 辅助判断 

(1) 恰当方程 Ex 2.3- l ( l ) 

(2) 积分因子 Ex 2.3 -2(5) 

(3) 里卡蒂方程 Ex 2.5-5(3) 

(4) 验证方程组解 Ex 5.2-8(1) 

(5) 判断奇点个数和类型 Ex 6. 1 -3(3) 

§ 10.2.3 绘图 

(1) 平面向量场及轨线图貌 

( a ) Ex 6. 1-1, ( b ) Ex 6.4 -6(1) 

(2) 等高线图 Ex 6.6-2(2) 

(3) 空间曲线、曲面 

( a ) Ex 6.5 -4, （ b ) Ex 6.6 - 6 
'§10.2.4 微分方程直接求解 

(1) 一阶微分方程 Ex 2.1 -1(1) 

(2) 二阶及高阶微分方程 

( a ) Ex 4. 1 -3(3)， （ b ) Ex 4.2-2(7) 
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(3) 微分方程组 

( a ) Ex 5.2-8(2) , ( b ) Ex 7 -1(2) 

(4) 微分方程近似解和幂级数解 

( a ) Ex 3.1 -1, ( b ) Ex 4.3 -2(2) 

(5) 矩阵指数、基解矩阵及微分方程组的解 
( a ) §5.4.1 -6(3), ( b ) Ex 5. 3-4(4)， 

( c ) Ex 5.3 -5(3) 

(6) 用拉普拉斯变换求微分方程组解 Ex 5.3-9-5( l ) 
§ 10.3 MATLAB 程序选 

§10.3.1 计算 

(1) 矩阵计算 Ex 5.3-3(4) 

(2) 求特征值 Ex 6. 1 -4(1) 

(3) 求奇点（驻定解），解代数方程组 Ex 6.1-3(1) 

(4) 微分方程数值解 Ex 3.5-1 
§10.3.2 绘图 

(1) 平面向量场及轨线图貌 


( a ) x ’ = 1 - x *2 - y^2,y' =2 xy , 

( b ) x ’= xy ， y ’= x *2 - y *4 

(2) 等高线图 Ex 6.6-2(3) 

(3) 空 间曲线、曲面 

( a ) Ex 6.6 -2(3), ( b ) Ex 6.5 -4 (c = 13), 

( c ) Ex 6.6-6( 单孤子图）， （ d ) Ex 6.6-6( 双孤子图） 
§ 10.4 Maple 程序选 

§10.4.1 辅助计算 

(1) 微分、积分 

(2) 求行列式、逆矩阵和转置矩阵 

(3) 求矩阵特征方程、特征值和特征向量 Ex 5.3-3(3) 

(4) 求奇点（解方程组） Ex 6.1 -3(4) 

(5) 微分方程数值解 Ex 3.5-1 


722 



§10.4.2 辅助判断 

(1) 恰当方程 Ex2.3-1(2) 

(2) 积分因子 Ex2.3-2(2) 

(3) 里卡蒂方程 

(a) Ex2.5 -5(2), (b) Ex2.5 -5(7) 

(4) 验证方程组解 Ex5.1-1(1) 

(5) 判断奇点个数和类型 Ex6. 1 -3(2) 

§ 10.4.3 绘图 

(1) 平面向量场及轨线图貌 Ex6.4-6(2) 

<2) 等高线图 Ex6.6-2(1) 

(3) 空间曲线、曲面 
(a) Ex6.5-4 

* §10.4.4 微分方程直接求解 

(1) —阶微分方程 Ex2. 1 -2(7) 

(2) 二阶及高阶微分方程 

(a) Ex4. 1 -3(2) , (b) Ex4.2 -2(8) 

(3) 微分方程组 

(a) Ex5.2 -9, (b) Ex7 -1(3) 

(4) 微分方程近似解和幂级数解 

(a) Ex3.1-2, (b) Ex4.3-2(3) 

(5) 矩阵指数、基解矩阵及微分方程组的解 Ex5.3-5(3) 

(6) 用拉普拉斯变换求微分方程组的解 Ex5.3-9-6(2) 

(7) 解偏微分方程 

(a) Ex7-2(3), (b) Ex7-2(9) 

§ 10.5 SCILAB 程序选 
§10.5.1 计算 

(1) 矩阵计算 Ex5.3-3(1) 

(2) 求特征值 

(a) §6.2.2-2(1), (b) §6.2.2-2(4), 



(c) Ex6.1 -4(1) 

(3) 求奇点（驻定解），解代数方程组 

(a) Ex6. 1 -3(1) ， (b) Ex6. 1-3(4) 

(4) 微分方程数值解 Ex3.5-1 

(5) 微分方程组的直接求解 
§ 10.5.2 绘图 

(1) 平面向量场及轨线图貌 

(a) Lotka - V olterra 方程， （ b) van de Pol 方程 

(2) 等高线图 Ex6.2-1(5) 

(3) 空间曲线、曲面 

(a) z = x*2 + y*3 , (b) Ex6. 5-4 

(4) 传递函数方法（时域响应 曲线） 

§ 10.5.3 SCILAB Demos (演示） 

(1) 演示 

(2) 动画显示 

(3) 动态绘图 
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